Zadania naboja KMS 2009, seniori

Uloha 1. V Amerike sa teplota nemeria v Celsiovych stupiioch, ale vo Fahrenheitovych stupiioch. Prepocet
Celsiovych stupiiov na Fahrenheitove je dany vzorcom f = 9¢/5 + 32 (c je teplota v Celsiovych a f vo
Fahrenheitovych stuptioch). Akt teplotu Eurépan aj Ameri¢an vyjadria rovnakou hodnotou?

Uloha 2. Miga¢ mal v zosite ¢isla a, b s vlastnostou, ze ¢&isla 10, a, b, ab tvoria v tomto poradi aritmeticki
postupnost. Aké dve ¢isla mohol mat v zosite? Nédjdite vSetky moznosti.

Uloha 3. Bebe dostal na skiske z mikroekonémie desaf otézok, na ktoré sa da odpovedaf iba dno alebo
nie. Test je pripraveny tak, ze ak Bebe odpovie na lubovolnych 5 otdzok dno a na zvySnych 5 nie, tak
bude mat vzdy aspon $tyri spravne odpovede. Zistite, kolkymi sposobmi sa d& taky test pripravif. (Inak
povedané, kolko existuje réznych odpovedovych harkov, ktoré spliiajti podmienku zo zadania?)

Uloha 4. Foto sa pred par diiami chvélil, Ze nasiel najmensiu moznt hodnotu parametra a taku, ze
nerovnost x > 14./x — a plati pre vSetky nezdporné redlne ¢isla x. Ndjdite ju aj vy.

Uloha 5. Zuska sa rada hra so svojou oblibenou kockou. Raz jej napadlo, Ze porata, kolko réznych
vnutornych uhlov maja spolu vSetky mozné trojuholniky, ktorych vrcholy st vo vrcholoch tejto kocky.
Kolko roznych uhlov nardtala?

Uloha 6. Kaja si na papierik napisala &isla —7, —6, —5,...,5,6, 7 v nejakom poradi. V&imla si, Ze st uspo-
riadané podla velkosti absolitnej hodnoty (zacala s ¢islom s najmensou absolitnou hodnotou). Kolkymi
roznymi spdsobmi to mohla spravit?

Uloha 7. Feracov pravidelny osemsten ABCDEF ma stranu dlzky 3 a je tvoreny $tvorbokymi ihlanmi
ABCDE a ABCDF. Urcte obsah stvrouholnika FAFC.

Uloha 8. Do poli¢ok tabulky 5 x 5 sti po riadkoch (v rdmci riadku zlava doprava) vpisané ¢isla 1,2, . ..,25
v tomto poradi. Vyberieme pif poli¢ok tak, aby Ziadne dve neboli v rovnakom riadku ani v rovnakom
stipci, a ¢isla na tychto polickach s¢itame. Aké hodnoty stiétu mozeme takymto spdsobom dostat?

Uloha 9. Pomoézte Busovi néajst hodnotu vyrazu

tan?(20°) — sin?(20°)
tan?(20°) sin?(20°)

v ¢o najjednoduchsom tvare.

Uloha 10. Ajka nasla 2009 po sebe idtcich prirodzenych é&isel, ktoré majt rovnaky sicet ako 2008 po
nich nasledujucich ¢isel. Aké bolo najmensie z Ajkinych ¢isel?

Uloha 11. Uréte, ktorému celému &islu sa rovna viraz

11 1 1 _ 1
2 3. 45 .98 99
111 1 1 1
374 3576 99 — 100



Uloha 12. Nech 7 a y st redlne ¢isla a navyse 0 < y < 7/2. Uréte, akt hodnotu méze nadobudat vyraz
x +y, ak x,y spliiajiu vztahy

r+siny = 2009,
x4+ 2009cosy = 2008.
Uloha 13. Pre postupnost ¢isel as, as, aq, ... plati ay =5 a

Tl2
Ay =
Gp—1

pre n > 2. Zistite hodnotu aggg. Vyraz |z znaéi najvicsie celé ¢islo, ktoré neprevysuje x.

Uloha 14. Pre ktoré prirodzené &isla n plati, ze n! nie je nésobkom n2? Pripominame, #e pre prirodzené
¢islo m plati m! =m - (m —1)---2-1. (Napriklad 4! =4-3-2-1=24.)

Uloha 15. Majme pravidelny pifuholnik ABCDE. Zostrojme rovnostranny trojuholnik PAB tak, aby
bod P lezal vnutri péatuholnika. Kolko stuptiov mé& uhol PEC?

Uloha 16. N4jdite vietky redlne riesenia rovnice

x—i—\/4x+\/16x+\/-~-+\/42009x+ —Vr=1.

Uloha 17. Nech a, b st také konstanty, Ze body priestoru dané stradnicami (1,a,b), (a,2,b) a (a,b,3)
lezia na jednej priamke. Urcte hodnotu vyrazu a + b.

Uloha 18. Najdite najvii¢sie prirodzené &islo n také, pre ktore je ¢islo (2004!)! delitelné ¢islom ((n!)!)!.
Pripominame, Ze pre prirodzené ¢islo m plati m! =m - (m —1)---2-1. (Napriklad 4! =4-3-2-1=24.)

Uloha 19. Funkcia f pre kazdé nezaporné redlne ¢islo x splia f(z) = |z]z. Akd najvicsiu dvojcifernt
celociselnt hodnotu nadobuda funkcia f, ak uvazujeme len nezdporné x? Vyraz |x| znadi najvicsie celé
¢islo, ktoré nepresahuje x.

Uloha 20. Skrecok upiekol dokonale okrithlu palacinku a z jej stredu vykrojil kruh, takze z palacinky
zostalo medzikruzie. Ked sa na tu chystal dat kecup, vsimol si, Ze najdlhsia rovna ¢iara, ktoru vie keCupom
nakreslit, aby ho pritom nevylial na stdl, je dlhé 12 cm. Akt plochu mé Skreckovo medzikruzie?

Uloha 21. Zjednoduste stcet

1 1 1 1
2 VI +1  2va+1 23+l 2[Ves] 41

Vyraz |x] zna¢i najvicsie celé ¢islo, ktoré nepresahuje x.




Uloha 22. Vojensky pluk dlhy tri kilometre pochoduje. Plukovnik pozdlz nich jazdi v aute trikrat rjch-
lejsie, nez vojaci pochoduji. Vystartoval s poslednym vojakom a ide priamo k prvému, otodi sa a ide spiit
k poslednému a takto stale dokola. Ako daleko bude plukovnik od posledného vojaka v momente, ked
budt maf vojaci odpochodovanych 10 km?

Uloha 23. Majme trojuholnik ABC, pre ktory plati [ ABC| = | BCA| = 42°. Nech k je kruznica so
stredom K, ktora pretina stranu AB vo vnutornych bodoch P, @, stranu BC' vo vnutornych bodoch R,
S a stranu C'A vo vnttornych bodoch T', U. Néjdite velkost uhla CK B, ak viete, ze |PQ| = |RS| = |TU|.

Uloha 24. Aky zvysok déva é&islo 29999 po deleni ¢islom 27 — 17
Uloha 25. Uréte pocet podmnozin mnoziny {1,2...,63} takych, ze sucet ich prvkov je 2009.
Uloha 26. N4jdite najvicsie celé ¢islo, ktoré deli vyraz m® — 5m? + 4m pre kazdé m > 10.
Uloha 27. Do kruznice je vpisany Sestuholnik ABCDEF, pre ktory plati

|AB| = |CD| = |EF| =2|BC| =2|DE| = 2|AF|.

Uréte obvod Sestuholnika ABCDEF, ak viete, ze |AD| = 8.

Uloha 28. Nech (s1, 82, ...,5,) je lubovolna permutacia ¢isel 1,2, ...,n. Pre kolko takychto permutacii
plati, ze s, > k — 2 pre kazdé k =1,2,...,n?

Uloha 29. Zjednoduste ¢o najviac viraz 2v/1,5 4+ v/2 — (1,5 + v/2).

Uloha 30. Kolko obdlznikov je nakreslenych na obrazku?

Uloha 31. MreZovy bod v rovine je bod, ktorého obe stiradnice st celo¢iselné. Predpokladajme, ze Hanka
ide z bodu (0,2009) priamou cestou do ndhodného mrezového bodu so stiradnicami vo $tvorci uréenom
Styrmi bodmi (0,0), (0,99), (99,99), (99,0) vratane hranic. Aké je pravdepodobnost, Ze jej cesta bude
prechédzat parnym poctom mrezovych bodov? Do cesty pocitame zaciatok aj koniec.

Uloha 32. Oznac¢me si

Spocitajte
((((2009 0 2008) 0 2007) 0 ---02) 0 1) 0 0.



Uloha 33. Stvoruholnik ABC'D mé dlzky stran |AB| = 3, |BC| = 2, |[CD| = 6, |DA| = 7 a plati
|<ABC| = 90°. Prezradime vdm, Ze tento Stvoruholnik mé vpisant kruZnicu. Viete uréit jej polomer?

Uloha 34. Najdite vetky prirodzené &isla n, pre ktoré je vyraz n® + 2n? + 9n + 8 trefou mocninou
nejakého prirodzeného cisla.

Uloha 35. Majme $tvorec ABC D so stranou 1 a vnitri toho §tvorca bod P taky, ze | PAC| = |3 PCD].
Navyse viete, Ze |AP| = /2/2. Uréte vzdialenost |BP|.

Uloha 36. Uréte pocet trojic prirodzenych &isel (a, b, c), ktoré sucasne spliiaji vztahy

abc + 2009 = ab + bc + ca, a+ b+ c = 2010.

Uloha 37. Majme desat prirodzengch ¢isel usporiadanych v kruhu tak, Ze kazdé &islo je o jedna vicsie
ako najvacsi spolocny delitel jeho dvoch susedov. Najdite najvicsi mozny stcet takto rozostavenych cisel.

Uloha 38. Je dany pravidelny stvorsten ABCD s dizkou hrany 2. Rovina p rovnobezna s hranami AB
a C'D prechadzajuca stredom AC rozreze ABCD na dva kusy. Najdite povrch jedného z tychto kusov.

Uloha 39. Vsetky policka tabulky 8 x 8 vyplnime krizikmi a krazkami tak, e v kazdom policku bude
prave jeden symbol. Navyse v kazdom slpci a v kazdom riadku bude neparny pocet krizikov. Kolkymi
sposobmi modzeme takto tabulku vyplnit?

Uloha 40. V Tramtarii je 10 miest. Spoloénost KMS chce vytvorit letecké linky medzi mestami v Tram-
tarii. Vie vSak, ze vladda chce rozdelif Tramtariu na dva Staty, oba s piatimi mestami. BohuZzial sa nevie,
ktoré mesta budi v ktorom State. Po rozdeleni sa vSetky linky medzi mestami z roznych Statov zrusia.
Poradte KMS-dkom, aky najmensi podet liniek im staci vytvorit, aby po rozdeleni Tramtarie mohli ces-
tujtci s pouzitim leteckych liniek KMS cestovat medzi Tubovolnymi mestami rozdelenych statov (kludne
aj s prestupmi).

Uloha 41. Majme tetivovy stvoruholnik TUV W, ktorého opisand kruznica ma polomer 5. Dlzky stran
st |TU| =6, [UV| =17, |VW| = 8. Uréte dizku poslednej strany.

Uloha 42. Nech S je mnozina vsetkych trojic prirodzenych ¢isel (a, b, c), pre ktoré plati a + b+ ¢ = 17.
Urcte

Uloha 43. Je dany trojuholnik ABC a jeho vpisana kruznica so stredom I. T4 sa dotjka strany BC
v bode D. Ozna¢me [ kruznicu nad priemerom AI. Nech @ je jej druhy priese¢nik s priamkou BI a P jej

2
druhy priese¢nik s priamkou CI. Ak viete, ze |BI| =6, |CI| =5, |DI| = 3, urcte (%) .

Uloha 44. Je dan4 tabulka 3 x 3, v ktorej lavom hornom rohu je é&slo 1 a v pravom dolnom &islo 2009.
Rozhodnite, kolkymi spdsobmi sa daji vyplnif ostatné policka prirodzenymi ¢islami tak, aby kazdé &islo
delilo ¢islo v policku pod nim aj ¢islo v policku napravo od neho.



