\\ Korespondenény matematicky seminar

. XLV. roénik, 2023/2024 @@
Trojsten

KMS, OATC KAGDM FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava

Mili $tudenti, ucitelia a ostatni matematicki nadsenci!

Dostavate do rik tvodny letak letnej casti 45. ro¢nika Korespondencného Matematického Seminara (KMS). Tato
sutaz organizovand ob¢ianskym zdruzenim Trojsten na pode Fakulty matematiky, fyziky a informatiky Univerzity
Komenského v Bratislave (FMFI UK) je pre stredoskolakov jedine¢nou prilezitostou na zdokonalenie svojich ma-
tematickych schopnosti a logického myslenia. Zruc¢nosti a sktisenosti ziskané pri rieSeni tohto semindra, pripadne
pri ucasti na zaverecnom sustredeni, si velmi cennou devizou aj pri rieSeni Matematickej olympiady (MO).

Mladsim a zac¢inajucim $tudentom je urcéena kategdria ALFA, pre star$ich a skisenejsich je kategéria BETA. Kazdy
moze, samozrejme, v ramci svojich moznosti, riesit obidve kategdrie. Podrobnejsie informacie o jednotlivych ka-
tegdriach najdete v pravidlach. Pre tych, ktori maju vyssie ambicie a chceli by uspiet na celostatnom kole MO kate-
gorie A, je urceny seminar iKS (Medzinarodny koresponden¢ny seminar), ktory organizuju vedici KMS v spolu-
praci s ¢eskymi kolegami z Matematického koresponden¢niho seminafe. Tento seminar ma velmi $pecificky ciel,
ktorym je priprava $tudentov na CK MO-A a aj na Medzinarodnu matematickt olympiadu. Blizsie informacie
o nom najdete na stranke www. iksko.org.

Ak mate akékolvek otazky alebo pripomienky, smelo nas kontaktujte e-mailom na adrese kms@kns. sk, pripadne ich
poslite pisomne na adresu uvedend pod zadaniami.

Vela tispechov a radosti z rieSenia vam Zelaju
vasi organizdtori

Pravidla

VSeobecné informacie o koresponden¢nom matematickom seminari

Sutaz sa sklada z dvoch nezavislych ¢asti — zimnej a letnej. Kazda z nich prebieha v ramci $kolského polroka. Na
konci kazdej casti budu najispesnejsi riesitelia pozvani na zaverecné sustredenie. Kazda cast pozostava z troch
kol uloh. Zadania jednotlivych kol ndjdes na stranke https://kns.sk/ulohy/ vzdy aspon mesiac pred terminom
odovzdania daného kola. Ulohy 1 az 8 budu obodované poé¢tom bodov od 0 po 9, tilohy 9 a 10 po¢tom bodov od
0 po 10. Okrem toho v niektorych $pecialnych pripadoch (popisané nizsie) mo6zu byt tlohy obodované aj od 0 po
5.

Body sa udeluju aj za ¢iastkové ¢i netplné rieSenia. Za kazdé kolo sa riesitelovi do poradia zapocita 5 uloh s naj-
vac¢sim bodovym ziskom.

Kategorie ALFA a BETA

Na to, aby si vedel/-a, ktoré ulohy mdzes riesit, potrebuje$ poznat svoj koeficient k. Tento koeficient si mozes
vypocitat ako k = r + u + ¢. Cislo r je tvoj ro¢nik, &islo u je pocet tvojich ispesnych semestrov a ¢islo ¢ je pocet
tvojich uspesnych tcasti na celostatnom kole Matematickej olympiady. Semester povazuj za Gspesny, ak sa ti pocas
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neho podarilo ziskat aspon 90 bodov alebo si sa zti¢astnil/-a sustredenia. Tvoj ro¢nik je prepocitavany podla poctu
rokov do maturity tak, aby maturant mal ro¢nik 4, teda napr. prvaci 5-ro¢ného stidia maju ro¢nik 0.

Kategoriu ALFA mozu riesit len Studenti, ktori neboli uspe$nymi riesitelmi celostatneho kola Matematickej olym-
piady a ktorych koeficient « je najviac 3.

Kategoriu BETA mozu riesit vSetci Studenti. Riesitelia ALFY sa vo vysledkovej listine BETY objavia az po kole,
v ktorom poslua aspon jednu z tloh 8, 9 alebo 10.

Kategoria ALFA

Pre riesitelov kategorie ALFA st uréené ulohy 1 az 7. Ulohu ¢&islo 1 mozu stitazne riesit len $tudenti s x < 1 a tlohu
¢islo 2 len $tudenti s x < 2. Ostatné tlohy (3 az 7) mozu riesit vsetci riesitelia kategdérie ALFA.

Kategoria BETA

Pre riesitelov kateg6rie BETA st uréené ulohy 3 az 10. Ulohu ¢&islo 3 mozu sutazne riesit len $tudenti s « < 5, ale
dostanti za fu najviac 5 bodov (popisané nizsie). Ulohu ¢islo 4 mozu sutazne riesit len $tudenti s x < 5 a tulohu
¢islo 5 len Studenti s x < 8. Ostatné ulohy (6 az 10) mozu riesit vSetci rieSitelia kategorie BETA.

Riesenia za 5 bodov

Koeficient k urcuje, ktoré ulohy moze riesitel sutazne riesit (ostatné ulohy moze riesit tiez, no nebudu zaratané do
vysledného poradia). Okrem toho moze riesitel za najviac 5 bodov riesit nasledujtice tlohy, aj ked mu to koeficient
nedovoluje:

o uloha s najvys$sim poradovym cislom, ktoru koeficient riesitelovi nedovoluje riesit
« uloha ¢islo 4
Napriklad:

o riesitel s koeficientom 5 nemoze sutazne riesit ulohy 1 a 2, v tllohe 3 vie ziskat 5 bodov, v tlohach 4 az 8 vie
ziskat po 9 bodov a v tlohach 9 a 10 vie ziskat po 10 bodov

« riesitel s koeficientom 9 nemoze stitazne riesit ulohy 1 az 3, v ulohach 4 a 5 vie ziskat po 5 bodov, v ulohach
6 az 8 vie ziskat po 9 bodov a v tlohach 9 a 10 vie ziskat po 10 bodov

Bodovanie tychto tloh funguje tak, Ze opravovatel ohodnoti ilohu od 0 po 9 bodov ako zvycajne, ale riesitelovi
sa do suctu bodov z nej zapocita len polovica bodov zaokrihlena nahor.

Pozyvanie na sustredenia

Po kazdej ¢asti, zimnej aj letnej, sa uskutoc¢nia dve ststredenia pre najuspesnejsich riesitelov oboch kategérii ALFA
a BETA. Na kazdé z nich bude pozvanych aspon 36 najlepsich riesitelov prislusnej kategorie. Ostatni rieSitelia
mozu byt pozvani ako ndhradnici. V rdmci jednej ¢asti je mozné ztucastnit sa najviac jedného sustredenia.

Kedze ststredenie kategdrie ALFA je urcené najma pre Studentov 9. ro¢nika zakladnej $koly az 3. ro¢nika stred-
nej $koly a sustredenie kategérie BETA je urcené najma pre stredoskolskych studentov, vyhradzujeme si pravo
s prihliadnutim hlavne na ro¢nik tspesného riesitela pozvat ho na sustredenie inej kategdrie, resp. nepozvat ho.
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Pokyny pre riesitelov

Ulohy rie§ samostatne.

Riesenie kazdej ulohy riadne zdévodni. V pripade, ze v Casti ¢i celom rieSeni pouzivas odbornu litera-
turu, uved jej nazov, autora, vydavatelstvo, rok vydania a stranu, pripadne odkaz na internetovu stranku,
ak si ¢erpal z internetu. Samozrejme, aj v tomto pripade zasli kompletné rieSenie. RieSenie musi byt ex-
plicitné (pochopitelné samo o sebe bez dalsich zdrojov) a musi byt skontrolovatelné (v rozumnom case)
rucne opravovatelom (napriklad riesenia vyuzivajice vypoc¢tovu techniku obvykle ru¢ne skontrolovatelné
nie su).

Odporucame Ti pozriet stranku Ako riesit ulohy v KMS na adrese www.kms . sk/ako_riesit/, kde najdes nie-
kolko uzito¢nych rad.

Rie$enia posielaj do terminu odoslania kola. Ak posiela$ rieSenia postou z izemia mimo Slovenskej re-
publiky, treba to stihnit do uvedeného zahrani¢ného terminu. Rie$enia odoslané po termine odoslania
(rozhodujuca je peciatka na obalke) sposobuju zna¢né organiza¢né problémy, vyhradzujeme si preto pravo
udelit nula bodov za vsetky riesenia odoslané po termine.

Riesenia neodovzdavajte organizatorom osobne.

Riesenie kazdej tlohy pi$ na samostatny papier formatu A4. Ku kazdej ulohe uved svoje meno, triedu, $kolu
a adresu! Vitané si okrem rieseni v slovencine aj rie$enia v anglictine, ¢estine a rieSenia pisané v TgXu.
Z organiza¢nych dovodov nebudd opravované riesenia pisané v inych jazykoch.

Na nasej stranke www.kns.sk/tenplate si moze$ stiahnut a vytlacit predlohy pre riesenia.

Riesenia pi$ ¢itatelne. Ak nebudeme schopni precitat ¢ast tvojho riesenia, vyhradzujeme si pravo neudelit
ti za tu cast body. Mozes zvazit pisanie rieSenia na pocitaci.

Nedodrzanie tychto pravidiel bude viest k postihu.

Opravené, obodované a okomentované rieSenia najdes po prihldseni pod zadanim tlohy na nasej stranke.

Po termine kola mdze$ na nasdej stranke ndjst navody, prip. aj videonavody, ktoré ti pomo6zu (nesttazne)
doriesit tlohy, s ktorymi si mal/-a problém. Nasledne tam zverejnime aj vzorové riesenia.
Pokial mas dojem, Ze tvoje rieSenie bolo nespravne obodované, posli o najskor staznost na e-mailovu ad-

resu kms@kns . sk spolu s oskenovanym rieSenim v prilohe. Ziadost moze$ poslat aj pisomne na nasu adresu,
ktord najdes v hlavicke letaku. Nezabudni k nej prilozit aj original sporného riesenia.

Ak ti nie je v zadaniach ¢okolvek jasné alebo mas akékolvek pochybnosti, netreba sa bat spytat sa nas.
Idealny sposob je zaslanie e-mailu na kms@kns. sk.

Elektronické posielanie rieseni

Svoje rieSenia moze$ odovzdat aj v elektronickej podobe na nasej stranke. Presny navod na ich odovzdavanie
ndjdes$ na stranke www.kms.sk/eriesenia. Pre elektronické posielanie rieSeni platia nasledovné pravidla:

Termin na odovzdanie je vzdy v den terminu odoslania kola o 23:59. Po tomto case uz elektronické posie-
lanie nie je mozné. Tento jednotny termin sa tyka aj zahrani¢nych riesitelov.
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o Akceptované su iba rieSenia vo formate pdf pisané na pocitaci, pripadne naskenované, pre kazda ulohu
jeden subor. Priich tvorbe odporiucame pouzit TgX alebo export do formatu pdf z inych aplikacii. Moze$
pritom vyuzit predlohy, ktoré ndjdes na nasej stranke www. kms. sk/template. Ak posielas oskenované riesenie,
daj si pozor, ¢i nie je prili§ tmavé a ¢i je Citatelné.

 Nezabudni v hlavicke rieSenia uviest svoje meno, triedu, $kolu a adresu!

« Pokial na nasej stranke vyplni$ vSetky potrebné tidaje (pozri si ndavod na www.kns.sk/eriesenia), nemusi§
posielat postou papierova navratku.

Prijatie na FMFI UK bez prijimaciek

Ak ucastnik ziska v niektorej ¢asti (zimnej, letnej) a lubovolnej kategérii KMS asponi 65% celkového poctu bodov,
a hlasi sa na §tudijny program, ktorého profilovym predmetov je matematika, bude prijaty.

Ba ¢o viac, ak dosiahne excelentné vysledky a dostane za to Dekansky list, v pripade, Ze pride $tudovat na FMFI
UK, ¢akd nanho motiva¢né stipendium vo vyske priblizne 300 eur.

Prihlagka do zimnej ¢asti KMS 2023/2024 - poslat spolu s 1. kolom!

Meno a priezvisko: .......... .. . il Datum narodenia: ............. .. .. il
SKOLA: . ettt e
Rokmaturity: ... Trieda:. ...

Pocet ucasti na celo$tatnom Kole MO . ... ittt .

Adresa dOmMOV: . ittt
Adresa pre postu (domov — 8kola —Ind): ... ... e
Tel. dOmMOV: ..ot mobil (vlastny): ...... .. .. .
E-IMIAIL L.

Svojim podpisom davam podla § 11 a nasl. zdkona ¢. 122/2013 Z.z. o ochrane osobnych tudajov svoj vyslovny
suhlas so spravou, spracovanim a uchovanim svojich osobnych tdajov, ktoré poskytujem obcianskemu zdruzeniu
Trojsten. Poskytujem dobrovolné udaje s tym, Ze tieto idaje mozu byt spracované pre (i) ich interné vyuzitie
v ramci ob¢ianskeho zdruzenia Trojsten za icelom vyhodnotenia uchadzacov o program (ii) za ti¢elom vytvarania
databazy uchadzacov pre tcely dalsej spoluprace so studentom. Beriem na vedomie a sihlasim s tym, ze Trojsten
moze moje udaje dlhodobo uchovavat a spractvat za ucelom poskytovania studentskych prilezitosti alebo inych
odbornych alebo spoloc¢enskych aktivit ob¢ianskeho zdruzenia Trojsten. Sthlas je dany na dobu nevyhnutnu na
dosiahnutie ucelu spracovania a je ho mozné kedykolvek pisomne odvolat.

Podpis: ...
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@@ Zadania 1. kola casti - 25. september 2023

Zadania 1. kola zimnej Casti
Termin odoslania 25. september 2023 (pre zahranicie 22. september 2023)
V pripade otazok k zadaniam nas nevahajte kontaktovat na kms@kns. sk.

1.1 Kojenecké Mocenie Spodkov (x < 1) kategéria alfa

Na ktoru ukrajinsku rieku sa nedd spolahnut pri ¢isteni oblecenia, pretoze je prili$ plytka? Na Dneper.

Starostlivy otecko musel oprat platené plienky v silnom bielidle. Teraz chce plienky preplachnut, aby v nich zostala
iba mala koncentracia bielidla. Zo svojich dlhoro¢nych skusenosti uz vie, ze ked plienky zmyka, zostane v nich
prave pol litra tekutiny. Preto plienky preplachol nasledovne: Po tom, ako ich opral v ¢istom bielidle, ich riadne
vyzmykal, nasledne ich str¢il do vane s 12 litrami cistej vody a riadne ich v nej zamiesal tak, Ze sa koncentracia
bielidla v plienkach a vo zvysku vody vyrovnala. Znova ich vyzmykal a vodu z vane vypustil. Nakoniec napustil
do vane 8 litrov ¢istej vody a plienky v nej zas riadne premiesal, ¢im zredukoval koncentraciu bielidla na 1. S tym
uz bol spokojny. Najdite k.

1.2 Kalendar Mayskych Suhvezdi (x < 2) kategoria alfa

Co americki domorodci oslavujui na Sviatok préace? Prvého Maya.

Néjdite vSetky rieSenia nasobenia pod sebou tak, aby na mieste kazdej hviezdicky bola prave jedna cifra a ziadna
z veducich cifier nebola nulova:

(6; RSN B A)
X

| % N ¥ | X
Y% N x| x %

1.3 Krabice Mame Skryté (x < 3) kategérie alfa a beta

Krab chcel zbalit krabicu, no uZ nemal Ziadnu volnu...

Stvorce BCDE a FGHI st v trojuholniku ABJ tak ako na obrdzku 3.1, pricom bod E je stred strany AB, C je stred
strany FG, body D a I lezia na strane AJ, bod G lezi na strane BJ a bod F lezi na strane CD. Aku cast trojuholnika
ABJ tvori $tvorec BCDE?
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A E B

Obrazok 3.1: Zbalené krabice

1.4 Koniec Mrzutého Svaru (x < 5) kategérie alfa a beta

Frdzu ,ndjst obdiznik* v pévodnej verzii zadania sme nahradili jasnejsim vysvetlenim.
Preco dokazal byt Istanbul takym vojensky vyznamnym bodom? Bo spor.

Bospor a Dardanely sa striedali v ofarbovani sachovnice velkosti 7 x 3. Bospor ofarboval policka cervenou a Dar-
danely modrou. Dokazte, ze po ofarbeni vsetkych poli¢ok vieme najst také 4 policka rovnakej farby, ktoré tvoria
obdlznik (teda ich stredy st vrcholy pravouhlého rovnobeznika) so stranami rovnobeznymi s mriezkou $achov-
nice.

1.5 Kolobeh Mokrych Skimaviek (x < 8) kategérie alfa a beta

Preco skumavka rychlo zabtda na svoje problémy s konzumaciou? Sa jej to vsetko zleje.

Mame dve rozliditelné skimavky s objemom # a k, kde n a k st celé kladné ¢isla. Obe skiimavky st na zaciatku
prazdne a mame neobmedzené mnozstvo vody. V jednom kroku mozeme:

o vyprazdnit lubovolnu skimavku,
« naplnit lubovoInu skimavku doplna alebo

o preliat vodu z jednej skimavky do druhej, pricom sa preleje vzdy najviac, ako sa da (limitovani sme vodou
v skumavke, z ktorej lejeme, a kapacitou skumavky, do ktorej lejeme).

V zavislosti od n a k urcte pocet roznych konfiguracii, ktoré je mozné dosiahnut. Dve konfiguracie su rozne,
ak niektora zo skimaviek obsahuje v jednej konfiguracii iné mnozstvo vody ako v druhe;.

1.6 Klub Morskych Sépii kategérie alfa a beta

Klep, klep, kdo tam a co se tam déla? Tady sé pije.

V zélive v Karibskom mori stredozemskom zZije n sépii, kde n > 4. Kazda sépia ma medzi zvySnymi nejaké kama-
ratky, pricom kamaratstva si vzajomné. Obcas sépie chyti nutkanie pochytat sa za ramena do kruhu. Kazda sépia
mé dve ramena, kazdym moze chytit nejaku int sépiu za jej rameno. Ziadne dve sépie sa nechct drzat, pokial nie
st kamaratky.
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Vieme, ze v zalive pre kazdé celé m také, ze 2 < m < n, sa ku kazdym m sépiam, ktoré sa dokazu pochytat za ramena
do kruhu, vie pridat nejaké zo zvysnych sépii tak, aby sa vzniknuta (m + 1)-tica opat vedela pochytat za ramend
do kruhu. To v$ak nemusi znamenat, Ze nova sépia sa vie do kruhu priamo pridat, je mozné, ze sa ostatné sépie
budi musiet nejakym sposobom preusporiadat.

Jedného dna sépia Septima (jedna spomedzi nasich n sépif) prisla do zalivu, kde nasla niekolko sépii (aspon tri,
ale nevieme presne kolko), ako sa drzia za ramend do kruhu (bez nej).

Dokazte, ze pre kazdé m, kde 2 < m < n, existuje m-tica sépii, ktoré sa dokazu drzat do kruhu za ramena.

1.7 Kvarticky Mnohoclen Schovany kategorie alfa a beta

Preco sa polyndm rad vracia k osi x? Lebo tam ma svoje korene.

Majme polyném P(x) $tvrtého stupnia s redlnymi koeficientami taky, Ze pre vsetky redlne ¢isla x plati P(x) > x
anavySe P(1) = 1, P(2) = 4 a P(3) = 3. N4jdite vietky také polynémy P(x).

1.8 Kolmic Miesto Stretu kategoria beta

Preco sa chce kruznica vpisana hrat s trojuholnikom? Lebo je do neho.

V trojuholniku ABC ozna¢me D priesecnik osi uhla BAC a strany BC. Os tsecky AD pretina osi uhlov CBA

a ACB postupne v bodoch K a L. Dokazte, Ze stred vpisanej kruznice trojuholnika ABC je priese¢nikom vys$ok
trojuholnika KLD.

1.9 Kardinalita Mnoziny Stvorcova kategéria beta

Aké formdcie tvoria muchy prenésajtice spavti chorobu? Stvor-tse.
Nech # je kladné celé ¢islo. Uvazujme pocet usporiadanych dvojic kladnych celych &isel (g, b) takych, ze ¢islo

ab
a+b

je celé a deli n. Ukazte, Ze pre vSetky # je tento pocet druhou mocninou celého ¢isla.

1.10 Kraje Malej Sféry kategéria beta

Na ktoru rieku si spomenie$ po precitani takto vyzerajuceho zadania?
»Nech a, b a ¢ su nezaporné redlne Cisla také, ze a® + b*> + ¢ = 1. Dokazte, ze

a b c 9/3

< + + <
1+a* 1+b% 1+ 10

1
2
a urcte, kedy v nerovnostiach nastava rovnost.*

Uh.

kms@kms . sk 7 https://www.kms.sk/


mailto:kms@kms.sk
https://www.kms.sk/

	Pravidlá
	Všeobecné informácie o korešpondenčnom matematickom seminári
	Kategórie ALFA a BETA
	Kategória ALFA
	Kategória BETA
	Riešenia za 5 bodov
	Pozývanie na sústredenia
	Pokyny pre riešiteľov
	Elektronické posielanie riešení
	Prijatie na FMFI UK bez prijímačiek

	Zadania 1. kola zimnej časti
	1.1 Kojenecké Močenie Spodkov
	1.2 Kalendár Mayských Súhvezdí
	1.3 Krabice Máme Skryté
	1.4 Koniec Mrzutého Sváru
	1.5 Kolobeh Mokrých Skúmaviek
	1.6 Klub Morských Sépií
	1.7 Kvartický Mnohočlen Schovaný
	1.8 Kolmíc Miesto Stretu
	1.9 Kardinalita Množiny Štvorcová
	1.10 Kraje Malej Sféry


