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RieSenia 3. kola zimnej Casti

3.1 Kus Medeného Smetia (x < 1)

Zadanie. Uvazujme idedlny medeny drot o trojcifernej dlzke N = abc' metrov. Ak ho vo vékuu rozdelime na b
rovnako dihych asti, kazda bude mat dizku cb. Experimentdlne sme overili, Ze b aj cb sii prvocisla. Vyéislite dlzku
drétu v metroch.

Riesenie. opravuje Adri (adrianka.janackova@trojsten.sk)

Ked?e b je (jednociferné) prvoislo, moze byt len 2, 3, 5 alebo 7. Vieme, ze b - cb = ab, teda ¢ musi zodpovedat
poslednej cifre b. Pre b = 2 by to znamenalo ¢ = 4, ale cb ma byt prvocislo a 42 prvocislo nie je. Podobne nevyjde
prvodislo ani pre b = 3,¢ = 9,¢b = 93 ani b = 5,¢ = 5,cb = 55. Ostava jedina moznost, ato b = 7,c = 9,¢cb = 97.
Cislo 97 je prvocislo a 97 - 7 = 679. Dostdvame teda jediné platné riesenie a = 6,b = 7,¢ = 9, teda dlzka drotu je
679 metrov.

3.2 Kvadratmi Meriame Siemensy (x < 2)

Zadanie. Ak sticet odporov dvoch stran trojuholnika vyndsobime odporom tretej strany, dostaneme vysledok 96 Q2.
Ak tuto operdciu urobime aj pri ostatnych dvoch spésoboch vyberu prvej a druhej strany, dostaneme vysledky 91
a 75 Q2. Urcte siicet odporov stran trojuholnika, ak odpor strany je vZdy kladné redlne Cislo.

Riesenie. opravuje Matka (martina.ganova@trojsten.sk)

Velkosti odporu stran trojuholnika si ozna¢ime g, b, c. Nasou tlohou je zistit hodnotu sictu a + b + c. Informacie
zo zadanie vieme prepisat ako 3 rovnice o 3 neznamych:

a(b+c) =96,
b(a+c)=91,
c(a+b)=75.
Lavé strany rovnic si mézeme upravit na:
ab + ac = 96, (2.1)
ab+ bc =91, (2.2)
ac + bc =75. (2.3)

!Znacenie Xyz oznacuje ¢islo zlozené z cifier x, y, z v desiatkovej stistave v danom poradi.

kms@kms . sk 1 https://www.kms.sk/


mailto:adrianka.janackova@trojsten.sk
mailto:martina.ganova@trojsten.sk
mailto:kms@kms.sk
https://www.kms.sk/

Riesenia 3. kola zimnej Casti @@@

Skusime si vyjadrit hodnotu bc. Najskor od¢itame rovnicu (2.2) od (2.1) a dostaneme

ab+ac—ab-bc=96-91,

ac—bc=5. (2.4)

Teraz mo6zeme rovnicu (2.4) od¢itat od (2.3) a dostaneme:

ac+bc—ac+bc=75-5,

2bc =70,
bc = 35. (2.5)
Dosadenim (2.5) do (2.2) a (2.3) ziskavame
ab+35 =91,
ac+35=75,
ab = 56, (2.6)
ac = 40. (2.7)

Teraz si mozeme z rovnice (2.6) vyjadrit neznamu a za pomoci b a nasledne to dosadit do (2.7), z ktorej vieme
vyjadrit neznamu b za pomoci c.

56
a=—,
b
56¢ _ 40
b - bl
56c¢
— =b. 2.8
20 (2.8)

A napokon dosadenim tejto rovnice do (2.5) ziskame hodnotu ¢ ako

56¢2
—— =35,
40
¢t =25,
¢t -25=0,

(c+5)(c-5)=0.
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Vyslo nam, ze bud ¢ = 5 alebo ¢ = —5. Zo zadania ale vieme, Ze odpory st kladné redlne Cisla, ¢ize zostava len
moznost ¢ = 5. Dosadenim do (2.5) a (2.7) rovnice ziskame hodnoty a a b.

5b = 35,
5a = 40,
b=7,
a=_8.

Stcet odporov trojuholnika je 5+ 7 + 8 = 20 Q2.

3.3 Klbko Medenych Struzlin (x < 3)

Zadanie. Z drotu vieme vyrobit drotenku prdve vtedy, ked pre dvojicu kladnych celych ¢isel (n, k) plati, Zze n | k* + 1
a zdroveri n | (k+ 1) + 1. Uréte vietky dvojice (n, k), pre ktoré sa dé z drotu vyrobit drotenka.

Riesenie. opravuje Danko (daniel.teplan@trojsten.sk)

Upravou zadanych podmienok sa poktsime ndjst iné vyrazy, ktoré st ndsobkom 7 a mohli by ndm o hladanych
dvojiciach povedat viac. Vieme, Ze

(k+1)*+1=K +2k+2.

Ak zo zadania je zaroven nasobkom 7 aj k* + 1, tak potom aj ich rozdiel a stcet st ndsobkom n. Vyndsobenim
tychto vyrazov (¢i uz ¢islom alebo sebou samym) zachovame, ze ide o nasobky n. Dostavame tak

n| (kK +2k+2)-(k+1), n| (k*+2k+2)+ (kK +1),
n|2k+1, n|2k* + 2k + 3,

n| (2k+1)(2k+1), n| 2(2k* + 2k + 3),

n|4k* + 4k + 1, n| 4k* + 4k + 6.

Vysledné dva vyrazy, ktoré su ndsobkami n a li$ia sa 0 5. Vieme teda, ze n | 5. A kedze 5 je prvocislo, teda delitelné
iba sebou a jednotkou, uz st len dve moznosti.

Ak n = 1, rieSenim mozu byt vsetky k, pretoze akykolvek vyraz z nich bude delitelny 1.

Ak n = 5, vieme napriklad, e musi platit 5 | 2k+1. Zapi$me k = 5/+x, kde I bude lubovolné nezéporné celé ¢islo a x
bude z mnoziny {0, 1,2, 3,4}, teda zvy$ok ¢isla k po deleni piatimi. Potom v delitelnosti 5 | 2(5/+x)+1 = 10/+2x+1
mozeme hned ¢len 107 skrtnut, lebo je nasobkom 5, a teda na [ nezalezi - staci, aby 2x + 1 bolo delitelné 5. To bude
splnené iba v pripade, ze k bude mat spravny zvysok po deleni 5.

Po rychlom vyskusani zistujeme, Ze jediné vyhovujuce je x = 2, teda rieSeniami by mohli byt dvojice n = 5, k = 51+2
pre vsetky nezdporné I. Uz si len dosadenim treba overit, ¢i to tak vzdy plati. Dostaneme

5[(51+2)*+1=25PF+20l+5, 5| (51+2+1)*+1=25F+30I+10.
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Tu vidime Ze oba vyrazy zo zadania po dosadeni a uprave maju vsetky cleny delitelné piatimi.

Odpovede pretosun=1,ke Nan=5,k=5/+2preleNy.

3.4 Kusok Milej Stereometrie (x < 5)

Zadanie. V laboratoriu je vtakopysk, ktory robi mnohé nebezpecné experimenty. My sa obmedzime na bezpecnejsie
priestorové pokusy.

K dispozicii mdame dva ndstroje. Gulidlo pre zadané body A, B zostroji gulu so stredom A, ktord md na povrchu bod
B. Rovinitko pre tri zadané body, ktoré nelezia na jednej priamke, zostroji rovinu, ktord prechddza tymito bodmi.

o V priestore je zadand rovina a bod, ktory na nej nelezi. Ndjdite spdsob, ako zostrojit priamku kolmii na zadanii
rovinu, prechddzajiicu zadanym bodom. Priamku p a rovinu  nazyvame navzdjom kolmymi, ak je priamka
p kolmd na dve lubovolné réznobezné priamky leZiace v rovine .

o Pre dve zadané roviny skonstruujte ich rovinu siimernosti. Rovina stimernosti je mnozina bodov, ktoré sii
rovnako vzdialené od oboch rovin. Vzdialenost bodu X od roviny m je vzdialenost bodu X od najblizsieho bodu
roviny .

o V priestore je zadany Stvorsten. Skonstruujte jemu vpisani gulu. Gula vpisand stvorstenu je takd gula, ktord
md s kazdou jeho stenou spolocny prave jeden bod.

Nezabudnite aj dokdzat spravnost vasej konstrukcie.
Riesenie. opravuje MiSo M. (michal.molnar@trojsten.sk)

Postupne zaradom vyrieSime otazky zo zadania. Za¢nime zopar zékladnymi pozorovaniami, ktoré nam zjed-
nodusia pracu. Ak sa povrchy dvoch guli pretinaju vo viac ako jednom bode, tvori dany priese¢nik kruznicu.
Ak povrch gule pretina rovinu vo viac ako jednom bode, priesecnik je opat kruznica. V oboch pripadoch vieme
cez priese¢nik viest rovinu. Na kruznici vyznacime tri body a pouzijeme rovinitko. KedZe kruznica je rovinny
utvar, vo vyslednej rovine budu lezat vSetky jej body. V pripade dvoch guli bude navyse vysledna rovina kolma
na spojnicu stredov.

Kolmica na rovinu.

Prejdime ku kolmici k — nech je zadany bod A a rovina 71, na ktoru robime kolmicu cez A. Vyzna¢me lubovolny
bod B € 7 a spravme gulu g so stredom A, ktord ma na povrchu B. Ak je prienik g a 77 len bod B, hladand kolmica
k je prave priamka AB. V opacnom pripade je priese¢nikom kruznica. Priamka k musi pretat 7 v bode, ktory je
k nej najblizsie a to bude prave stred vzniknutej kruznice.

Ako najdeme tento stred? Vyuzijeme nase znalosti z roviny. Na kruznici vyznacime dve usecky a spravime ich
osi. Ak nebudu usecky rovnobezné, priese¢nikom osi bude stred kruznice. Tato konstrukciu vieme spravit aj
v priestore pomocou gulidla a rovinitka. Gule budi mat v rovine 7 len kruznice, roviny ju zase pretnu v priamke.
Os usecky XY tak vieme ziskat pomocou gule so stredom X a bodom Y na povrchu a gule so stredom Y a bodom
X na povrchu. Kruznicou, ktora ktora vznikne ako prienik tychto guli, prevedieme rovinu, ktora nam da v rovine
hladant os. V priestore to bude rovina symetrie usecky XY, teda mnozina bodov rovnako vzdialena od oboch
koncov usecky.
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Ked nédjdeme stred S nasej kruznice, vyslednou kolmicou k bude priamka AS. Ta vieme skonstruovat ako prienik
dvoch réznobeznych rovin, ktoré obsahuji A aj S.

Roviny simernosti.

Druhym krokom je rovina simernosti. Mame zadané roviny 7 a p, chceme rovinu g, ktora bude spliat podmienky
zo zadania. Tu je dolezité si uvedomit, Ze rovina simernosti je analdgiou k osi uhla v rovine. Ked si nasu situaciu
prelozime rovinou kolmou na obe zadané roviny, v prieniku dostaneme dve priamky. Tu spliiaji zadanie prave
osi uhlov, ktoré tieto priamky zvieraja. V priestore potom potrebujeme tento pripad ,roztiahnut“ kolmo na rovinu
v ktorej sme pracovali. RieSenie rozdelime na dva pripady.

Prvym je moznost, Ze ma p st rovnobezné. Vtedy hladame rovinu, ktora bude presne v strede medzi nimi. Zvolime
si bod A Tubovolne a podla postupu vyssie skonstruujeme spolo¢nut kolmicu na obe roviny. Jej priesecniky s ma p
oznacime postupne B, C a spravime rovinu symetrie usecky BC. To nam da hladant rovinu.

Teraz sa pozrime na moznost, ked su 7 a p réoznobezné. Ich priese¢nikom je priamka p. Zvolme na nej body
A, B a spravme rovinu symetrie usecky AB, ktoru ozna¢ime 7. Rovina 7 je kolma na priamku p, takze je kolma
aj na 7 a p. Pozrime sa do roviny 7. Aj 7 aj p ju pretinaju v dvoch priamkach - g a r. Opit si vieme pomoct
situdciou z roviny a teda zostrojit os(i) uhla medzi tymito priamkami. Ozna¢me X priese¢nik p N 7 a zostrojme
gulu so stredom X a [ubovoInym polomerom. T4 pretne priamky g a r vbodoch Y,Y” a Z, Z'. Roviny symetrie YZ
a Y’Z budu rovinami symetrie o.

Vpisana gula.

Na zaver majme $tvorsten ABCD. Stred S vpisanej gule musi byt rovnako vzdialeny od vsetkych stien a teda aj
rovnako vzdialeny od rovin ABC, ABD, ACD, BCD. Musi teda lezat na osi kazdej dvojice rovin. Nam budu stacit

<> <—> <> <>
S, ABC| = s, ABD| - S,ACD‘ = s, BCD‘ sta¢i bodu $ lezat na osi ABC a ABD (prva rovnost),
<—> <> <——> <>
ABD a ACD (druha rovnost), ACD a BCD (tretia rovnost).

aj tri osi. TotiZ, na

Tieto roviny simernosti zostrojime podla postupu vyssie a vyznac¢ime ich prienik — bod S. Nésledne potrebujeme
<> <>
ndjst najbliz$i bod roviny ABC k bodu S. Cez ten vedie kolmica na ABC prechadzajica bodom S. Tu vieme tiez

zostrojit. Tento bod oznac¢ime X a gula so stredom §, ktora ma na povrchu bod X bude vpisana do $tvorstenu
ABCD.

3.5 Kukame Mikroskopom Svetelnym (x < 8)

Zadanie. Unaveny Féro sa nudi, a tak sa pozerd na polarizdciu foténov. Polarizdcia je kvantovy jav, ktory moze
skolabovat do horizontdlneho alebo vertikdlneho stavu s rovnakou pravdepodobnostou. Teda funguje ako férova
minca. Féro si povedal, Ze skonci, ked dvakrdt po sebe uvidi vertikdlne polarizované fotony. V zavislosti od n urcte,
akd je pravdepodobnost, Ze skonci po pozreti sa na presne n foténov.

Riesenie. opravuju Oski (oskar.hritz@trojsten.sk), Nata (natalia.cigasova@trojsten.sk)
a Vit (vit.hanika@trojsten.sk)

Preformulujme si ulohu pomocou hodov mincou. Nech hlava (pozorovanie vertikalne polarizovaného foténu)
je reprezentovana jednotkou a orol (pozorovanie horizontalne polarizovaného foténu) je reprezentovany nulou.
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Platna séria hodov moze vyzerat nasledovne:

01001(011)

Najprv skusime spocitat pocet moznosti pre série hodov, ktoré koncia prave n-tym hodom. Pozrieme sa na to,
ako taka séria hodov musi vyzerat.

Mozeme si v§imnut, ze pre n > 3 st posledné tri hody pevne dané. Posledné dva hody (hod n — 1 a hod n) musia
byt dve 1, aby sa séria hodov ukon¢ila prave n-tym hodom a (n — 3)-ti hod musela byt 0, ind¢ by sme skondili na
(n—1)-vom hode. Kazda séria n > 3 hodov je preto jednozna¢ne dand prvymi n — 3 hodmi.

Zamerajme sa na spocitanie sérii tychto m = n — 3 hodov, kedzZe ich pocet je rovnaky ako pocet sérii n hodov
so zakonc¢enim (011).

Kazdé séria hodov sa moze za¢inat 0 alebo 1, teda celkovy pocet sérii hodov dlzky m (dalej oznacenych P,,) je
rovny suctu

« poctu takychto sérii hodov zac¢inajicich s 0 (oznacenych PY),
« a poctu takychto sérii hodov zacinajicich s 1 (oznacenych P).
Zapiseme si to rovnicou ako
P, =PY + P,
Pozrime sa teraz na série hodov s dlzkou m + 1. Viimneme si, Ze ich vieme vytvorit zo sérii hodov s dizkou .

01001(011) - (0/1)01001(011)

Ak sa nejaka séria hodov dlzky m zadina 1, tak na zadiatok vieme pridat len 0 (ina¢ by sme dostali dve za sebou
iduce 1) a ak sa nejaka séria hodov dlzky m zacina 0, tak na zadiatok vieme pridaf aj 0 aj 1. Z toho dostdvame, Ze

0 0 1

PO =p® +pM =p,,
1 0

P, - )

P =P, + P =P, + P

m+1 m+1

To isté vieme urobit pre série hodov dlzky m + 2, ¢&im dostaneme

Pz =P, + P, =P,y + P

m+2 m+2 m+1*
. B ()
Uz sme ale zistili, Ze an-i)—l =P, teda

Pm+2:Pm+1+P(0) =Py + Py,

m+1

¢o je identické predpisu Fibonacciho postupnosti

Fn+2 = Fi’H—l +Fn) FO = 0, F1 = 1
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Na to, aby sme mohli povedat, Ze st tplne totozné, overime P; a P4. Ocividne existuje jedind séria hodov, ktora
skon¢i uspechom po troch hodoch, a to 011. Po $tyroch hodoch mézeme skoncit dvomi spdsobmi, a to 0011
a 1011. Vidime teda, ze P; = 1 = F,, P, = 2 = F3, ¢ize vo vSeobecnosti dostavame P, = F,_;.

Samozrejme, vynechali sme n = 1 a n = 2, kde si ale vSimneme, Ze nas$ predpis plati:
n = 1 - nevieme ukonc¢it hadzanie, teda P, = 0 = F,.
n=2: 11—>P2:1:F1.

Spocitali sme pocty moznosti sérii hodov pre n hodov, teraz z toho spoc¢itame hladant pravdepodobnost.

Pravdepodobnost, Ze nastane nejaka konkrétna séria hodov dizky  je 57> pretoze pravdepodobnost, Ze konkrétny

samostatny hod dopadne tak, ako dopadol v danej sérii, je 5. Hladanych sérii dizky n je F,_, teda hladand prav-
depodobnost je
1 Fn—l

Fn_l'iz 2n .

Pozndmka: Uznavali sme aj rieSenia, ktoré vysledok reprezentovali prehladnou a dobre odévodnenou rekuren-
ciou, ak rekurencia vysledok jednoznac¢ne udévala, nakolko aj samotnd Fibonacciho postupnost je reprezentovana
rekurenciou.

3.6 Kvader M6zeme Skumat

Zadanie. Majme stvordimenziondlny kvdder s kladnymi redlnymi rozmermi a x b x ¢ x d. Experiment bude fungovat
prave vtedy, ked bude platit, Ze

(a+b+c+dy( ! + ! + ! + ! )24

b+2c+d c¢+2d+a d+2a+b a+2b+c

Dokazte, Ze experiment bude fungovat vZdy.

Riesenie. opravuje Kopy (martin.kopcany@trojsten.sk)
KedZe plati

(b+2c+d)+(c+2d+a)+(d+2a+b)+(a+2b+c)

4
mozeme si nerovnost prepisat do tvaru, v ktorom sa ndm opakuju tie isté vyrazy:

a+b+c+d=

(b+2c+d)+(c+2d+a)+(d+2a+b)+(a+2b+c)_( 1 s 1 .\ 1 . 1 )>4
4 b+2c+d c+2d+a d+2a+b a+2b+c)

Opakujuce sa vyrazy (b+2c+d), (c+2d+a), (d+2a+b) a (a+2b+c) si oznatime ako w, x, y, z, aby bola nerovnost
prehladnejsia. Nové premenné st pritom tiez kladné, pretoze s suctom kladnych cisel.

w+x+y+z (1 1 1 1
—_— -+ -+ =] 24
4 w o ox ¥y z
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Kedze prevratena hodnota kladného ¢isla je kladna a sucet kladnych ¢isel je kladny, druhou zatvorkou moézeme
nerovnost vydelit a dostat

b

4 Ly
w

¢o plati zo zndmej nerovnosti medzi aritmetickym a harmonickym priemerom (AM-HM nerovnost) — je to presne
jej znenie pre $tyri ¢isla. A nakolko sme v celom rieseni pouzivali ekvivalentné upravy, vieme sa spétne dostat
k pozadovanej nerovnosti.

w+x+y+z> 4
+ -+

N =

bl
==

Riesenie pomocou permutacnej nerovnosti

Iny spdsob, ako nerovnost dokdzat, ak nam nenapadne harmonicky priemer, ale pozname permuta¢nt nerovnost,
je nasledovny. Vynasobme nerovnost $tyrmi:

1 1 1 1
(w+x+y+z)(—+—+—+—)2l6.
w o x y z

Po rozndsobeni a preusporiadani ¢lenov dostaneme

( 1 1 1 1) ( 1 1 1 1)
Xe—+y-—+z-—+w-—|+|x-—+y- —+z-—+w-— |+
x y z w y z w x

1 1 1 1 1 1 1 1
+Hlx-—+y-—+z-—+w-— |+ |x-—+y-—+z-—+w-— ] >16.
z w X y w X y z

Mozete si overit, Ze kazda kombinacia premennych v ¢itateli a menovateli sa tu vyskytuje prave raz. V kazdej
$tvorici s¢itancov (v zatvorke) je kazdd premenna prave raz v Citateli a prave raz v menovateli. Kazda stvorica

s¢itancov je teda stéet si¢inov nejako poparovanych hodnét x, y, z, w s hodnotami £, 1,1, 1

x>y’ 22w’
Z permutac¢nej nerovnosti vieme, Ze takyto sicet bude najmensi, ak poparujeme najvacsie ¢islo s najmensim atd.
Oplati sa ndm preto parovat vidy xs 2, y's i atd., pretoZe ak je x najvacsie spomedzi naich premennych, tak  bude
najmensie. Je to tak preto, Ze funkcia 1 je klesajiica, ¢im mém vicSie x, tym mensie mém . Pozor, tu vyuZivame,
ze nase premenné su kladné.

Kazda $tvorica bude mat teda vdcsiu alebo rovnakd hodnotu ako najmensia permutacia, a kedZze mame $tyri stvo-

rice, tak plati:
( 1 1 1 1) ( 1 1 1 1)
Xe—+y - —+z-—+w-—|+|x-—+y-—+z-—+w-— |+

x y z w y z w x
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
+lx-—+y- —+z-—+w-—|+|x-—+y- —tz-—+w-— |24 |x-—+y-—+z-—+tw-— | =4-4=16,
z w X y w x y z x y z w

¢o sme presne chceli dokazat.
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Riesenie pomocou Jensenovej nerovnosti

Ukazeme iny sposob, ako dokazat nerovnost

1 1 1 1
(w+x+y+z)(—+—+—+—)216.
w o x y z

Upravime si ju na

+

2=
R I=

1 1
tyte 4 1
2 T owx+y+z e
4

4 CWHX+Y+Z

O funkcii f(x) = + vieme, Ze na kladnych redlnych &islach je konvexna (oblast nad jej grafom je konvexna). Preto
pre nu z Jensenovej nerovnosti plati, Ze priemer funkénych hodnét (v bodoch w, x, y, z— na Iavej strane nerovnosti)

. e vY 7 ’ v 7 . +XxX+y+ v/ . 7 ]
je vacsi alebo rovny ako funkénd hodnota v priemere, teda f{ *52=) = —1—, &im sme dostali chcenti nerovnost.
WHx+y+z

Rie$enie pomocou ,zlomkobijca“

~Zlomkobijec* je nerovnost odvodena z Cauchy-Schwarzovej nerovnosti a hovori nam, Ze pre kladné redlne ¢isla
ai, ...a,, by, ...b, plati:

2 2
4, 4, @t ta)
b, b, by+---+b,
Plati preto
1 1 1 1 I1+1+1+1)2
(w+x+y+z)(—+—+—+—)2(w+x+y+z)-( ) =4 = 16.
w o x y z wW+x+y+z

Tu sme vyuzili, ze w + x + y + z je kladné ¢islo, takze z neho mdézeme zobrat odmocninu. Celé by sa to dalo urobit
aj bez zavedenia w, x, y, z (staci si v kazdom kroku za ne dosadit), ale boli by tam velmi dlhé vyrazy.

3.7 Kopec Masivnej Sily

Zadanie.

V ostrouhlom trojuholniku ABC nech vektor sily ma pociatok v bode C a konci v bode F, ktory je pdtou vysky na
strane AB. Nech M je taZisko® strany AC. Ak plati, Zze |BM| = |CF| a | < MBC| = |< FCA|, dokdzte, Ze trojuholnik
ABC je rovnostranny.

Riesenie. opravuje Mati (matus.zelko@trojsten.sk)

Najprv si véimnime, Zze M je stredom Télesovej kruznice nad trojuholnikom AFC, preto |MC| = |MF|. Vdaka tomu
dostédvame, 7e |< MFC| = |< MCF| = a, lebo ide o rovnoramenny trojuholnik. Taktiez dostdvame, Ze |< AMF| =
2 - |<ACF| = 2a. Ide o stredovy uhol vzhladom k vy$$ie spominanej Télesovej kruZznici. Teraz nahliadneme, ze
$tvoruholnik MFBC je tetivovy (| < MBC| = | < FCA| = a = | < MFC|). Vdaka tomu | < MCF| = | < MBF| = a.

Pokra¢ujme jednoduchym pozorovanim, ze | < CAF| = 180°—| < AFC|-| < ACF| = 90° —a, ateda | < AMB| = 180° -
| < MAB| - |<ABM| = 90°. Zéroven vsak zo zhodnosti trojuholnikov MAB a FAC podla vety usu (pripomeiime,

Zstred
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ze |[MB| = |CF|) dostdvame, Ze |AF| = |[AM|. Z rovnoramennosti trojuholnika AMF, dostdvame, ze |< AMF| =
| <AFM| = 2a, a teda 3a = 90°, preto a = 30°.

Vdaka tomu | < CAB| = 90° — 30° = 60° = 2 - 30° = |< ABC]|, ¢ize trojuholnik je rovnostranny.

M /90°

20)

(&4
90°—« 20 WI (o)

3.8 Konvoltcia Mnozstva So$oviek

Zadanie.

Soso md na stole 2 Sosovky. KaZdi miniitu na stol pridd sosovky v polte najvicsieho prvociselného delitela poctu
sosoviek doteraz vyloZenych na stole. Ndjdite vsetky prirodzené m také, Ze v nejakej miniite bude pocet Sosoviek na
stole prdave m?.

Riesenie. opravuje Stepi (martin.stepanek@trojsten.sk)

Zoberme si postupnost, ktorej ¢leny st pocty Sosoviek postupne v kazdej minute. Ked si vypiSeme prvych par
¢lenov, zistime, Ze zo Stvorcov su tam prave Stvorce prvocisel. Chceeli by sme dokazat, Ze to naozaj plati pre vietky
prvocisla - teda Ze su tam prave ich $tvorce a Ziadne iné.

Pozrime sa teda na to, ako sa postupnost sprava od bodu, ked nadobudne hodnotu p? pre nejaké prvocislo p.
Najvadsi prvociselny delitel p? je p, takze dalsi ¢len bude p(p + 1). Takto budeme pripocitavat p az dovtedy, kym
p(p + k) nebude mat vicsieho prvociselného delitela ako p. Prvy takyto delitel moze byt az najblizsie prvocislo
vacsie ako p, ozna¢me ho g. Postupnym pripocitavanim p sa potom dostaneme az k pq. Teraz je najvacsi prvoci-
selny delitel g, postupnost teda bude pokracovat ¢lenmi (p + k)q. Kym bude p + k < g, najvacsi prvociselny delitel
bude stale g a teda sa takto dostaneme az po ¢>.

Tym sme dokazali, ze takto dosiahneme postupne vsetky prvocisla. Ostava este ukazat, ze Ziadne iné Stvorce
nedosiahneme. Ak by sme taky $tvorec mali dosiahnut, musel by byt tvaru p(p + k) alebo (p + k)g, kde p + k < q.
Stvorec tvaru (p + k)q nedosiahneme, lebo p + k nemdze byt delitelné g, kedze je mensie. Stvorec tvaru p(p + k)
by musel byt delitelny p, teda aj p?, a najblizsi vacsi taky $tvorec od p? je 4p*. Muselo by sa teda stat, ze g > 4p,
teda by nemohli byt Ziadne prvocisla medzi p a 4p, ¢o znie celkom podozrivo, teda ze by sa to nemalo stat. Aby
sme dokazali, Ze sa to naozaj nemoze stat, pouzijeme tvrdenie zname ako Bertrandov postulat, ktory hovori, ze
pre kazdé prirodzené n existuje prvocislo medzi n a 2n. K najbliz§iemu inému $tvorcu, ktory by vyhovoval, sa teda
nedostaneme, preto su to naozaj len $tvorce prvocisel.
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3.9 Kirchhoffa Musime Splnit

Zadanie. Baska poskladala elektricky obvod pozostdvajiici z niekolkych uzlov, kde niektoré dvojice uzlov sii spojené
vodicom. Navyse kazdy vodic je siicastou nejakého stvoruholnika pozostavajiiceho zo 4 uzlov pospdjanych vodicmi
,do kruhu“.> Dokdze Baska v kazdom obvode, ktory spliia tiito viastnost, nastavit elektricky prid tak, aby kazdym
vodicom prechddzal prud velkosti 1, 2, 3 alebo 4 ampére (pricom prechddzat méze vodicom v lubovolnom smere)?
Samozrejme, v kazdom uzle musi platit prvy Kirchhoffov zdkon - sucet velkosti priidov doriho vchddzajiicich musi
byt rovny stuctu velkosti prudov z neho vychddzajticich.

Riesenie. opravuje Joztek (jozef.rajnik@trojsten.sk)

Na zaciatok je fajn si nakreslit niekolko takych obvodov. Ako ich nakreslime, aby sme splnili podmienku o $tvo-
ruholnikoch? Jednoduchy sposob je nakreslit jeden $tvoruholnik, potom k nemu pridat dalsi a takto postupne
pridavat $tvoruholniky do nasho obvodu. Ked si nakreslime takyto obvod, tak vieme vyskusat, ¢i sa ndm v nom
podari nastavit prud podla zadania. Len tazko tu ndjdeme nejaku prekazku, preco by to nemalo ist. Navyse sa ndm
tu ponutkne sposob, ako taky prud hladat — vieme ich hladat spolu s tym, ako nas obvod tvorime. Ak mame len
$tvoruholnik, tak nim vie pretekat 1 ampér. Druhym $tvoruholnikom mozeme napr. poslat 2 ampére. Na mies-
tach, kde sa tieto $tvoruholniky stretnu, tak dostaneme 1 alebo 3 ampére podla toho, ¢i sa prudy stretli v sithlasom
smere. Dalej sa to uz komplikuje a zavisi to od situacie.

Obrazok 9.1: Priklad pridania stvoruholnika

Vo vseobecnosti mame situdciu, kde mame uz nejaky obvod s uréenymi pradmi, napr. ako na obrazku 9.1. Do
tohto obvodu pridame zeleny $tvoruholnik. Tri jeho vodice uz boli v obvode, tak nimi uz tecie prud, len jeden
jeho vodi¢ (spodny) este prid nema. Tato situdcia je priazniva, lebo napr. vo vyznacenom (modrom) smere vieme
po pridanom zelenom §tvoruholniku poslat 1 ampér, ¢im dostaneme prudy podla zadania. Avsak nie vzdy to ide
tak [ahko, napr. ak by sme mali v zelenom $tvoruholniku dva vodice, ktorymi prechadzaju 4 ampére v opacnych
smeroch.

Ulohu vyriesime s vyuzitim dvoch myslienok. Najprv dovolime dosiahnut hodnoty pradu vyssie ako 4 ampére,
aby sme vedeli pouzit nasu ideu s posielanim vhodného prudu do pridaného stvoruholnika. Pritom v$ak hodnota
5 (spolu s 0) ostane zakazana. MoZeme sa na to aj pozerat, Ze zakazujeme nasobky piatich. Potom ukdzeme, ze
ak nikde nemame prud s hodnotou delitelnou piatimi, tak sa vieme privelkych hodnot zbavit.

V dokaze budeme uvazovat fixny obvod O. Kazdy jeho vodi¢ sa nachddza v nejakom $tvoruholniku - tie si ozna-
¢ime Sy, Sy, ..., Sk postupne pre jednotlivé vodice. Samozrejme, tato postupnost nemusi obsahovat navzdjom rozne
$tvoruholniky. Matematickou indukciou ukidZeme, Ze pre kazdé n € {0, 1, ..., k} plati, Ze obvod O, ktory vznikne

3¢ize ak uvazovany vodic je medzi uzlami a, b, tak existujti uzly ¢, d také, Ze dvojice uzlov (a, b), (b, ¢), (¢, d), (d, a) sa vietky pospajané

vodi¢mi
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spojenim $tvoruholnikov S1,S,,...S, moZno nastavit prud s hodnotami 1, 2, 3 a 4 ampére. Pre n = 0 nemame
v obvode Ziadne vodice, teda tvrdenie zjavne plati. Predpokladajme teraz, Ze pre nejaké n € {0,1,...,k— 1} mozno
v obvode O, nastavit pripustny prud. Ukazeme, Ze to mozno spravit aj v obvode O,;,;.

Obvod O,,,, sa od obvodu O, 1i§i tym, ze sme do neho pridali $tvoruholnik S,,,,. Ak sa vietky vodice §tvoruholnika
S,+1 uz nachadzali v obvode O,, tak uz nemame ¢o dokazovat. V opa¢nom prlpade niektory vodi¢ v §tvoruholnika
S.+1 nie je v obvode O,, a teda este nema priradeny prud. Stvoruholnikom S,,,; prejdeme v jednom smere, &im
zistime, Ze vodi¢mi réznymi od v pretekaju prudy postupne a, b, c ampérov - tieto hodnoty mozu byt aj zaporné
(ked prud tecie opa¢nym smerom, ako vodicom prechadzame) alebo aj nulové (ak sa prislusny vodic¢ tieZ nenacha-
dzav O,). Teraz zvolime také ¢&islo d € {1,2,3,4}, pre ktoré ziadne z ¢isel a + d, b + d, ¢ + d nie je delitelné piatimi
~ to vieme spravit, nakolko kazdé z hodnét a, b, ¢ ndm vylu¢uje najviac jednu moznt hodnotu d. Po cykle S,,;
posleme prud d ampérov v zvolenom smere. Tym sa dostavame do situdcie, Ze mame nastaveny pruad v obvode
O, tak, ze ziadnym vodicom neprechadza prud, ktorého velkost je delitelnd piatimi.

Avsak po tejto operacii moze niektorym vodi¢om prechadzat prud vacsi ako 4 ampére, presnejsie 6 az 9 ampérov.
Ukazeme, 7e teraz sa vieme takychto hodnot zbavit. Nech z uzla x do uzla y prechadza prud velkostia € {6,7,8,9}
ampérov. Teraz ndjdeme orientovanu cestu z uzla y do uzla x, teda cestu, na ktorej sa presivame vodi¢mi vzdy
v smere prudu. Nech M je mnozina v$etkych uzlov, do ktorych sa vieme dostat z vodica y, ak dodrziavame smer
pradov. Na zéklade toho, ako prudi prad, aj pre mnozinu M musi platit, Ze to, ¢o do nej vtecie, musi z nej vytiect
(pre dokaz si dajte do rovnosti vietky prudy vchadzajice do uzlov v M so vSetkymi vychddzajucimi pradmi).
Kedze vsak z M ziaden prud nevyteka, tak nemdze ani vtekat, teda x musi byt tiez v M.

Teda mame orientovanu cestu z uzla y do x. Spolu s vodi¢om z x do y tak dostavame orientovany cyklus C nie-
kolkych vodicov. Tymto cyklom C posleme v opa¢nom smere prud 5 ampérov. Z hodnoty a sa tak stane hodnota
a-5 € {1,2,3,4}. To isté sa stane aj s dalsimi hodnotami medzi 6 a 9, ak este nejaké v cykle C boli. Zvy$né
hodnoty, ktoré st z mnoziny {1,2,3,4}, sa zmenia na {-4,-3,-2,-1}, ¢o je v poriadku, nakolko zaporny prad
znamena opacny smer toku pradu. Touto operaciou sa teda vieme zbavit hodnoty vicsej ako 4 ampére. Ak este
nejaka taka hodnota ostala, tak tento proces zopakujeme. Tym dosataneme hladané prady aj v obvode O, ;, ¢im
je nas dokaz ukonceny.

Komentare k ulohe

Skuseni riesitelia si isto v§imli, Ze tato uloha sa da reprezentovat pomocou tedrie grafov. V nasom pripade su
vrcholy grafu uzly a hrany grafu su vodice. Takyto ,,prud® v grafoch sa nazyva tok. Pomocou tokov vieme re-
prezentovat situdcie ako tecenie vody v potrubiach ¢i pohyb aut v cestnej sieti. Avsak v tychto situdcidch nam
vacsinou ide o to, kolko najviac toku vieme prepravit z jedného miesta na druhé, pricom mame zhora ohraniceny
tok cez jednotlivé hrany. V tejto ulohe sme vsak ziadne dva Specidlne vrcholy nemali. TaktiezZ sme tu mali po-
merne netradi¢né obmedzenie, aby kazdou hranou nieco tieklo. Takyto tok sa v teérii grafov nazyva nikde-nulovy
tok, presnejsie nikde-nulovy 5-tok, kedze sme mohli pouzivat len nenulové hodnoty mensie ako 5.

Nikde nulové toky nemaju az také priame uplatnenia, ale za to celkom pekne stvisia s roznymi vlastnostami grafov,
napr. s farbeniami. Jeden taky suvis si mozete pozriet v tlohe Korporatna Mestska Stabilita (40. ro¢nik, 3. zimné
kolo, uloha 9). Na ziver este spomenieme, Ze podla vietkého predpoklad o stvoruholnikoch je prili§ silny. Co
ak by sme vyzadovali len to, Ze kazd4 hrana grafu sa nachadza v nejakom cykle (teda nie nutne v cykle dlzky 4)?
Tato podmienka je ekvivalentna tomu, Ze graf nema most, ¢o je taka hrana, po ktorej odstraneni prestane existovat
cesta medzi niektorymi dvomi vrcholmi. Doteraj$i vyskum naznacuje, Ze tato podmienka je postacujica - nikomu
sa nepodarilo ndjst graf, v ktorom by to nestacilo. Hypotézu o tom, Ze to staci, sformuloval v roku 1954 William T.
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Tutte. Odvtedy sa ju nikomu nepodarilo dokdzat ¢i vyvratit. Vyznam tejto hypotézy je porovnatelny s davnejsou
hypotézou, teraz uz vetou o $tyroch farbach, ktora hovori o tom, ze $taty lubovolnej mapy mozno zafarbit $tyrmi
farbami tak, aby susedné $taty mali rozne farby. Najvyznamnejsi pokrok v tomto smere dosiahol Paul Seymour,
ktory ukazal, ze kazdy graf bez mostu pripusta nikde-nulovy 6-tok, teda tok vyuzivajici hodnoty 1, 2, 3,4 a 5.

3.10 Kosé Mam Stvorce

Zadanie.

Krtko sa nachddzal v konzervativnom poli, v ktorom sa prechddzal po svojich obliibenych chodnickoch. Po chvili
zastal a uvedomil si, Ze prdca, ktoru pole vykonalo, je nulovd. Po blizsej analyze svojej trasy zistil, Ze je to preto, Ze
isiel po obvode kosostvorca.

Majme trojuholnik ABC. Jeho vpisand kruznica so stredom I sa dotyka stran AB a AC postupne v bodoch E, F.
Oznacme M a N postupne taZiskd kruznic opisanych trojuholnikom AIC a AIB. Vedme z bodu M dotycnice ku kruz-
nici vpisanej trojuholnika ABC, ktoré sa jej dotykajii v bodoch K, G. Analogicky vedme aj z bodu N, ktoré sa dotykajti
zas v bodoch ], L. Priamky KG a JL sa pretinaju v bode X. Dokdzte, Ze EFXI je kosostvorec.

Riesenie. opravuje Dzavo (adam.dzavoronok@trojsten.sk)

Na zaciatok si uvedomme, ze I ako stred kruznice vpisanej trojuholniku ABC lezi na osi usecky EF. Ak si jeho
obraz v osovej simernosti podla EF ozna¢ime ako I, bude platit, Ze II a EF st na seba kolmé a polia sa, teda tvoria
kosostvorec. Staci teda dokdzat, Ze body I a X st osovo simerné podla priamky EF.

Dalej si vsimneme, Ze priamka MN je z definicie stredov opisanych kruznic osou tse¢ky AI. Ozna¢me si teda
stred Al ako S. Nasledne ozna¢me U stred EF. Nahliadneme, Ze body A,S,I’, U a I lezia na priamke Al Nasledne
je rovnako lahko vidiet, Ze EAFI je tetivovy deltoid.

Bystré oko geometra uz tusi, Ze nam staci len dokdzat, Ze priamka MN je polarou’ bodu I’ vzhladom ku kruznici
vpisanej, z ¢oho uz z La Hire Theorem vyplyva, ze body I a X st jeden a ten isty bod a tym vyhrame. To vyplyva
z toho, ze priamka, na ktorej lezia body dotyku doty¢nic vedenych z jedného bodu, je polarou tohto bodu. D4
sa to nahliadnut tym, Ze kolmy priemet bodu na tato priamku je prave jeho obraz v kruznicovej inverzii. To je
presne pripad priamky KG abodu M a L] a N.

Vyuzijeme teraz fakt, Ze pre pél P a jeho priemet P’ na jeho polaru plati, ze
|OP|-|OP'| = 7%,
kde O a rsu stred a polomer kruznice, vzhladom ku ktorej je polara ur¢ena. V nasom pripade P, P’ a O st postupne
I', Sal. Teda chceme dokazat, ze
\T'1|- |1S| = r* = |IE|* = |IF|.
To sa podoba na nejaki mocnost bodu I k vhodnej kruznici, pre ktort plati, Ze jedna z priamok IE alebo IF je k nej

doty¢nicou. Teraz uz len najst takato kruznicu. Lahko si z tetivovosti AEIF vieme napisat nasledovnu rovnost
uhlov

| < UAE| = | <IAF| = | <IEF,

“Ak si o polarach v Zivote nepocul, modze§ sa o nich doéitat napriklad v nasledovnom materidli https://prase.cz/library/
1KS-DvoupomeraPolaryPT/iKS-DvoupomeraPolaryPT.pdf
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¢o znamena, Ze podla vety o usekovom uhle je priamka IE doty¢nicou ku kruznici opisanej trojuholniku AUE.
Mocnost bodu I k tejto kruznici teda je

1
B = [1A] -J1U| = 5 - |7 -2 18| = 1] |1,

¢o je presne to, ¢o sme chceli teda dokazat. Teda os Al je polarou bodu I’, teda body X a I st ten isty bod a z toho
vieme, ze EXFI je kosostvorec, ¢im je dokaz hotovy.
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