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RieSenia 2. kola letnej Casti

2.1 Kosiar Malamut Strazi (x < 0)

Zadanie. Mily dennicek,

pamiitds sa na ten kosiar, ktory podaval tii lahodnii jahniacinku... Ten sviniar Dunco sa vratil z dovolenky a hned je
to ind pesnicka. Ani som sa usadit nestihol a uz ma hnal. Od hladu neviem ani zaspat. Skiisal som pocitat ovecky,
ale myslim, Ze to moj problém len zhorsilo.

Napocital som o oviec, b baranov a j jahniatok, pricom o, b, j sii celé (mozno aj zaporné) cisla. Navyse plati, Ze
0%+ b? +j2 = 2bj+ 1 a tiez 20 + b + j = 2024. Urcte vietky mozné trojice (0, b, ), ku ktorym som sa mohol dopocitat.

Riesenie. opravuje Matka (martina.ganova@trojsten.sk)
Najskor si skusime upravit prvi rovnicu zo zadania. Rychlo si v§imneme, Ze vieme vyuzit zndmy vzorec (a + b)>.
o*+ b+ =2bj+ 1,
o>+ b* - 2bj+j* =1,
o*+(b-j)=1.

Vieme, Ze ¢isla umocnené na parnu mocninu su vzdy nezaporné, a preto jedina moznost ako ziskat sucet 1 z dvoch
celych nezapornych ¢isel je, ak jedno z nich je 1 a druhé 0.
To nam dava niekolko moznosti, ktoré postupne budeme dosadzovat do druhej rovnice zo zadania.

e 02=1a(b-j)?=0. Toznamena, Zeo=+lab-j=0,tj. b=].
- 0=1ab=j. Dosadenim do druhej rovnice zo zadania dostaneme

20+b+j=2024,

2-1+j+j= 2024,

2j = 2022,
j=1011,
b=1011.

Jedno riesenie bude tedao =1, j=1011ab = 1011.
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- 0=-1ab=j. Dosadime do druhej rovnice zo zadania a dostavame

20+b+j=2024,

2-(-1) +j+j = 2024,

2j = 2026,
j=1013,
b=1013.

Dalsie riesenie bude teda o = —1,j = 1013 a b = 1013.
e 02=0a(b-j)?=1Toznamena, ze 0 = 0 a b —j = 1. Druht rovnicu si upravime od¢itanim 2j a pozrieme
sa na paritu rovnice po dosadeni zndmych hodnot.
20+ b+j=2024,
2-0+b—-j=2024-2j,
b—j=2024-2j,
+1=2(1012 - ).
Vidime, ze [ava strana rovnice ma neparnu hodnotu, zatial¢o ta prava ma parnu hodnotu, a preto pre tento
pripad neexistuje ziadne riesenie.

Tato uloha ma 2 rieSenia: 0 = 1,j=1011,b=1011a0=-1,j = 1013, b = 1013.

2.2 Kozliatka Ma Spoznali (x < 0)

Zadanie. Mily dennicek,

ako som sa tak ponevieral po lese, nadabil som na malii chalupku, v ktorej byvajii stavnaté kozliatka. Mama koza
nebola doma, tak som sa rozhodol vyuZzit situdciu. Zaklopal som na dvere a hovorim: ,Kozliatka, kozliatka, otvorte
mi vrdtka. To som ja, vasa mamicka. V duchu som bol na seba mimoriadne pysny, Ze som s takym tiskokom prisiel.
Kozliatka vsak spoznali, Ze moj hlas neznie ako ich mamicka, takze som nepochodil. Cestou lesom som vsak nasiel
katalog miestnej kliniky, ktord okrem iného pontika tipravu hlasu.

Klinika poniika Styri druhy operdcie na zmenu hlasu. Kazda operdcia ma n-miestny identifikacny kod zloZeny z 0
a 1.' Aby sa predislo chybam, st kody urobené tak, Ze ak pacient pri diktovani spravi nanajvys jednu chybu (teda
namiesto jednej 0 povie 1 alebo naopak), tak doktor vie jednoznacne urcit, ktorii operdciu mal pacient na mysli. Urcte
najmensie n, pre ktoré mozu takéto identifikacné kédy existovat, a vysvetlite, preco mensie n nevyhovuje.

Riesenie. opravuje Mimi (matej.hanus@trojsten.sk)

Pre n = 5 existuje napriklad $tvorica kodov 00000, 00111, 11011 a 11100. Overit, Ze vyhovuju, mdéZeme vypisanim
vSetkych moznosti, ako sa mozno pomylit v jednej ¢islici. Zistime, Ze takou chybou nemoézeme dostat z dvoch

'Koéd moze zadinat aj cislicou 0.
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roznych kodov (z nasej Stvorice) jedno pitéislie. Menej pracne to mozno overit pozorovanim, ze kazdé dva kody
sa liSia na aspon troch poziciach. To znamend, Ze pit¢islie, ktoré ziskame jednou chybou, sa bude od kazdého
z ostatnych kdodov stale 1isit na aspon dvoch poziciach.

Keby boli kédy stvormiestne, v kdéde by bolo mozné spravit chybu $tyrmi r6znymi spdsobmi. To znamena, Ze
pre kazdy druh operacie by sme museli uznavat pét rdoznych stvorcisli, ktoré by mohol pacient povedat — spravny
kod a $tyri chybné. To je spolu 5 - 4 = 20 §tvor¢isli s jednozna¢nymi vyznamami, ale celkovo existuje iba 2* = 16
$tvorcisli, takze sa medzi ne nase kédy nezmestia.

Lahko si rozmyslime, Ze kody nemdzu byt ani kratsie. Keby existovali, mohli by sme ich predlzit na §tvormiestne
napriklad doplnenim nul na koniec. Najmensie pouzitelné » je teda 5.

2.3 Krasa Melodického Sopranu (x < 1)

Zadanie. Mily dennicek,
dnes som teda bol na tej operdcii na zmenu hlasu. Z katalégu som si vybral ,,Hlas mamicky kozy*.

Hlasivky maju tvar ostrouhlého trojuholnika. Kozliatka dokdzu z hlasu urcit uhly tohoto trojuholnika, pricom vedia,
Ze ich mama nemd ani pravouhlé, ani rovnoramenné hlasivky. Aby mali istotu, vyuzZivajii bezpecnostné cislo b > 0,
ktorym sa riadia nasledovne:

o Ak sa niektoré dva uhly trojuholnika lisia o menej ako b stupriov, tak ho povazujii za rovnoramenny.
o Ak sa niektory uhol trojuholnika lisi od pravého uhla o menej ako b stupriov, tak ho povaZujii za pravouhly.

Urcte, aké najvicsie moze byt b, aby existoval ostrouhly trojuholnik, ktory nepovazujii ani za pravouhly, ani za
rovnoramenny.

Islo to hladko, ale dnes sa musim Setrit, takZe za kozliatkami poéjdem az zajtra.
Riesenie. opravuje Vasino (samuel.vasko@trojsten.sk)

Skusme sa na zaciatok zamysliet a ,,tipnut™ si rieSenie. Kedze hladany trojuholnik je ostrouhly, vSetky jeho uhly
budu ostré. Zaroven priemerny uhol ma 60°. Povedzme, Ze jeden z uhlov by mal 60°, potom by z ostatnych dvoch
bol jeden vacsi ako 60° a druhy mensi ako 60°. Zaroven v$ak musia byt oba mensie ako 90°. Teda ten vacsi ma
hodnotu nieco medzi 60° a 90°. Zoberme si teda ich priemer, ¢o je 75°. Uhly v tomto trojuholniku su teda 45°,
60°, 75°. Z tohto vieme vyvodit, Ze ak b = 15, tak taky trojuholnik existuje.

Kedze hladany trojuholnik je ostrouhly, tak st vSetky jeho uhly ostré. Rovnako vieme, Ze najvacsi uhol sa musi
od lisit aspon o b od pravého uhla, teda moéze byt najviac 90° — b. Rovnako sa druhy najvacsi musi od prvého
najvacsieho lisit aspon o b, ¢ize bude najviac 90° — 2b. Analogicky treti bude najviac 90° — 3b. Sucet vSetkych
uhlov potom bude najviac 90° — b + 90° — 2b + 90° — 3b = 270° — 6b. Mame teda, ze 180° < 270° — 6b. Po uprave
dostavame 6b < 90° a nasledne b < 15°, teda b vie byt najviac 15°.

2.4 Klamstvo Miesto Smrti (x < 2)

Zadanie. Mily dennicek,

dnes som bol za tymi kozliatkami, ale nedopadlo to bohvieako. Samozrejme, kozliatka mi otvorili vrdtka, tak som
ich vsetky zhltol. Taky som bol plny, Ze som sa nevlddal pohniit. Preto ma nacapala mama koza vo svojom vlastnom
dome a lahko si domyslela, co sa stalo. Chcel som sa vyhniit bitke, nuz som povedal: | Prepdcte mi, mama koza,
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nevedel som, Ze sti vase. Viete, ja som vegetarian, ja papdm iba sirétky.“ Uverila mi a vsetko bolo odpustené, len som
musel ist na operdciu, aby mi kozliatka z brucha vytiahli.

V cakdrni pred operdciou sme hrali s mamou kozou karty. Na nich boli celé ¢isla od 1 po 2k vrdtane, pricom kazda
karticka mala prave jedno Cislo a Ziadne dve karticky nemali rovnaké. S mamou kozou sme si ich ndhodne rozdelili
na polovicu a hrali sme nasledovne:

o Ja a mama koza sme sa striedali v tahoch, pricom som zacinal ja.

o Hrdc na tahu musi vyloZit jednu karticku s ¢islom m taku, Ze je m mensie ako vsetky alebo vicsie ako vsetky
ostatné uz vylozené karticky. (Ak nie je na stole Ziadna karta, tak hrac moze vyloZit lubovolnii.)

o Ak hrdc nemoze vylozit na tahu Ziadnu karticku, prehral. (Aj ak minul vetky svoje karticky.)
Urcte vitaznii stratégiu pre jedného z hracov na zdklade zaciatocného rozdelenia kariet.
Rie$enie. opravuju Denys (denys.andrukhovskyi@trojsten.sk) a Lukas (lukas.gaborik@trojsten.sk)

Aby sa ndm podarilo najst nejaka myslienku pre riesenie, skisime si vymysliet jednoduchy priklad. Nech vlk ma
obidve karticky 1 a 2k. On teda moze zahrat v prvom tahu 1, potom mama koza zahra cokolvek, a vlk zahra 2k v
druhom tahu. Je ocividné, Ze mama koza nevie zahrat karticku mensiu ako 1 alebo vacsiu ako 2k - ¢ize prehrala.
Analogicky, ked by mama koza mala tuto dvojicu, tiez by vyhrala - vzdy vie zahrat aj 1, aj 2k, a vlk po jej tahu
nemoze vylozit ziadnu karticku.

CiZe aj intuitfvne, aj s tymto prikladom ndm méze prist Gvaha o tom, Ze okrajové karti¢ky st ,lepsie“, a pritom
dolezitou je nie karticka sama o sebe, ale par kariet.

Podme sa pozriet dalej. Co ked ale kazdy hra¢ m4 len jednu karticku z dvojice 1, 2k? Skdsime si tiez vymysliet
priklad. Nech vlk ma karticky 1, 2, 5, a mama koza ma zvys$né 3, 4, 6. Ked vlk v prvom tahu zahra 1, tak mama
koza vie hned zahrat 6 a vyhra. Nech teda vlk vylozi 2. Potom mame 2 moznosti:

« Mama koza zahra 3 alebo 4. Dalej vlk zahra 5, a mama koza uz nebude moct vylozit zvy$nu karticku z
dvojice (3,4), lebo sa obe nachadzaju medzi 2 a 5. Mama koza preto modze vylozit len 6. Vlk vylozi 1 a
mama koza uz nemoze ni¢ dokladat.

» Mama koza hned zahra 6, teda vlk zahra 1 a mama koza prehra.

Cize vlk vie vyhrat v tomto pripade bez ohladu na to, ¢o zahra mama koza. Analogicky, ked by karti¢ky boli
vymenené, tak by aj mama koza mohla vyhrat skoro takisto (premyslite si to).

Takze, uz mame niekolko dolezitych myslienok: symetrické dvojice karticiek su dolezité pre hracov, pricom , lep-
$ie“ st viac vzdialené od stredu. Okrem toho, ten, kto ma nejaku taka dvojicu, vyhra bez ohladu na to, kto zacina.
Skusime teraz tieto myslienky zovSeobecnit, upresnit a dokazat.

Urobme dvojice karti¢iek (1,2k), (2,2k — 1), ..., (k,k + 1), ktoré dalej budeme volat ,,par“. Skusime vymysliet a
dokazat stratégiu pre toho hraca, ktory ma ,,najviac vzdialeny par* karticiek, alebo, presne povedané, taku dvojicu
(i,2k+1—-1i),%e 1 <i <k, aprevsetky 1 < j < i Ziaden hra¢ nevlastni dvojicu karti¢iek (j,2k + 1 — j). Budeme
hovorit, Ze par (j,2k + 1 —j) je ,,viac vzdialeny od stredu®, ked'j < i.

Za¢neme vlkom. Nech on ma najviac vzdialeny par. Pomenujeme ho (i,2k + 1 — i), pricom nech 1 < i < k. Teda
vlk, aby vyhral, moze postupovat nasledovne: zacne hru tym, Ze vylozi jednu karticku zo svojho paru, nech to
bude i. Dalej st 2 moznosti:
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« Mama koza vylozi karti¢ku j takd, ze i < j < (2k + 1 — i), ¢ize vnutri vlkovho péru. Vlk potom moze vylozit
(2k+1—1i),lebo (2k + 1 — i) > j > i, ¢ize je vacsia ako vSetky ostatné uz vylozené karticky.

o Mama koza vylozi karticku m, takua, Ze m; < i alebo karticku m, taku, ze (2k + 1 — i) < m,. V oboch
pripadoch, kedZe vieme, Ze vlk ma najviac vzdialeny par, a vietky pary, ¢o st viac vzdialené, s rozdelené
medzi hra¢mi, tak vlk musi mat karticku, ktora doplna m, alebo m, do paru, ktort moze vylozit.

V oboch pripadoch, po 2 tahoch oboch hracov vedia zahrat len tie karticky, ktoré st viac vzdialené od stredu ako
(i,2k + 1 — i) (v prvom pripade st to prave vietky také karti¢ky, a v druhom st to karticky, ktoré su viac vzdialené
od stredu ako (m;,2k + 1 — m;) alebo (2k + 1 — my, m,)). Je to dolezZité preto, lebo vetky také karticky su po
paroch rozdelené, ¢ize prave jednu karticku z kazdej takej dvojice ma prave jeden hra¢. To nam hovori o tom, ze
na kazdy tah mamy kozy vlk vie zahrat karticku z toho istého paru, lebo ked mama koza zahra karticku n, ktora
je mensia ako vsetky, tak 2k + 1 — n je vdcsia, ako vSetky. Naozaj, ked by to bolo inak, tak by existovala karticka
2k+1-n'>2k+1-n,tedan’ < n,azkonstrukcie stratégie pre vlka by muselo vyplyvat, Ze ked bola zahrana
nejaka karticka, tak aj jej doplnok by musel byt zahrany. Teda mama koza by nemohla vylozit n, lebo uz by bola
zahrana karticka n’ < n. Analogicky dokaz vieme spravit aj pre pripad, ked # je vacsie, ako vsetky ostatné karticky.

Takze, vlk vidy vie ,,symetricky® dokladat karticky z toho istého paru, z ktorého zahrala karticku mama koza. Vlk
teda nikdy neprehra, ¢ize vyhra.

Analogicky vieme sformulovat postup pre mamu kozu, ked ma najviac vzdialeny par (i,2k + 1 —i):
« Pokusi sa vylozit obidve karticky zo svojho paru.
o Ked vlk vyloZi karti¢ku j, Ze j < i alebo (2k + 1 — i) < j, tak mama koza vylozi doplnok tej karticky do paru.

 Potom, ak mama koza vylozila svoj par, alebo jej v tom vlk zabranil a ona vylozila doplnok do ho karticky,
vedia uz hrat len tie karticky, ktoré st viac vzdialené od stredu a st rozdelené medzi hra¢mi. Mama koza
preto vzdy vie vylozit karticku, ktora je doplnkom do paru karticky vlka. Vidime preto, Ze mama koza vyhra.

Zostalo nam prebrat ten pripad, ked nikto nema najviac vzdialeny par. V tomto pripade plati skoro ta ista logika.
Kazdy par karticiek je rozdeleny medzi hra¢mi, a teda na kazdy tah vlka mama koza vie vylozit karticku, ktora je
z toho istého paru. V tomto pripade vyhra mama koza.

Takze, ked niekto ma najviac vzdialeny par, tak vyhra bez ohladu na to, kto za¢ina. Ak nikto nema najviac vzdialeny
par, tak vyhra mama koza.

Iné riesenie
Ak ma mama koza obe z kariet 1, 2k, oc¢ividne moze kazdu z nich polozit v ktoromkolvek tahu. Zaroven, po
tom, ako budu polozené obe, zrejme uz nie je mozné ulozit ziadnu dal$iu kartu. Znamena to, Ze mama koza ich

vie ulozit v prvych dvoch svojich tahoch bez ohladu na to, ¢i zac¢ina a nasledne vlk nevie tahat, ¢im mama koza
vyhrala. Analogickou argumentaciou v rovnakej situdcii vyhra aj vlk.

Zostava teda presetrit, ¢o sa deje vo zvysnom pripade - a teda, ked kazdy z hracov ma prave jednu z kariet 1, 2k.
Nech bez ujmy na veobecnosti mama koza ma kartu 1 a vlk kartu 2k. Pozrime sa teraz, kolko po sebe iducich
kariet od okraja maju u seba nasi hra¢i. Povedzme, Ze mama koza ma g kariet 1, 2, ..., a, avSak kartu a + 1 uz
nema a vlk ma b kariet 2k, 2k — 1, ..., 2k — b + 1, av8ak kartu 2k — b uz nema. Je zrejmé, ze obaja s schopni tieto
svoje okrajové karty zahrat bez ohladu na to, ¢o bude robit ich super. Ostdava nam preskimat, aké Sance maja hrat
karty zo stredu.
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Kazdy z hracov vie vo svojom prvom tahu ulozit ktorukolvek kartu, lebo na to, aby niektoré karty nebolo mozné
vykladat, musia uz byt vylozené aspon dve karty. Znamena to, Ze vlk vie v prvom svojom tahu ulozit kartu 2k — b,
v druhom kartu a a nasledne uz obaja moézu ukladat iba svoje okrajové karty. Tym vie vlk dosiahnut, Ze mama
koza bude schopna vylozit najviac jednu kartu, ktora nie je jej okrajova. Kedze vlk vylozil tiez jednu neokrajova
kartu, tak takouto stratégiou je schopny vyhrat za predpokladu, Ze vie vylozit viac kariet ako mama koza, a teda
b+1>a+1,cojeekvivalentnés b > a.

Podobna stratégia funguje aj pre mamu kozu. Vtedy moze vlk teoreticky vylozit dve svoje neokrajové karty, kym
mu to mama koza znemozni. Mama koza zaroven touto stratégiou dokaze vylozit okrem okrajovych kariet jednu
neokrajovi. Uvedomme si v8ak, Ze kedZe nezacina, na vyhru jej staci vediet vylozit aspon tolko kariet ako vlk, ¢o
dava podmienku a + 1 > b + 2, ¢o je v celych ¢islach opit to isté ako a > b.

Mama koza teda vie vyhrat vzdy, ked a > b. Naopak, vlk vie vyhrat vzdy, ked b > a. Ostdva ndm teda presetrit
pripad a = b.

Uvedomme si, Ze akonahle niektory z nich zahra niektora svoju okrajovu kartu, jeho siper moze zahrat ta svoju
najblizsie k stredu (ak tak doteraz neurobil). Odteraz uz teda vedia hrat len svoje okrajové karty. A nakolko a = b,
skor sa ich zbavi ten, kto polozil svoju okrajova kartu ako prvy, a teda prehra. Znamena to, ze cielom oboch
hracov je vylozit svoju prvu okrajovu kartu neskor ako super. Vieme to interpretovat aj tak, ze kedze ani jeden z
nich nechce zahrat okrajovu kartu, tak akoby sme hrali bez nich. Potom totiz ten, kto nemoéze vylozit kartu, tak
by sice mohol vylozit niektort svoju okrajovu kartu, no to vedie k tomu, Ze prehral. Vlk a mama koza teda hraja
s kartamia + 1,a + 2, ..., 2k — a. KedZe nezalezi na absolitnych hodnotach na kartickach, iba na ich relativnych
velkostiach, m6Zeme vietky hodnoty znizit o a. Tym dostaneme, ze hraju s kartami 1,2, ...,2(k—a), ¢o je rovnakd
uloha ako predtym, len s mensim poctom kariet.

Tato ulohu teda vieme vyriesit rekurzivnou myslienkou. Je zrejmé, ze postupnym zjednodusovanim otazky nie-
kedy dosiahneme pripad, kedy bud a > b (a teda vyhra mama koza), a < b (a teda vyhra vlk) aleboa = b = k.
V opac¢nom pripade totiz stale mdézeme tlohu postupom uvedenym vyssie zredukovat na jednoduchsi pripad. Je
zrejmé, Ze v pripade a = b = k vyhra ten hra¢, ktory nezacina, pretoze obaja s schopni vylozit vietky svoje karty
bez ohladu na supera.

Suma sumarum teda dostavame, Ze vyhra ten, kto ma vic¢si pocet okrajovych kariet, pricom v pripade rovnosti
tieto odstranime a otazku sa opytame znova v mensom pripade, kym nedostaneme odpoved. Ak sa takto zbavime
vSetkych kariet, vyhra ten, ¢o nezacinal.

Poznamky

Ako to, Ze sme sa dostali k dvom réznym vysledkom? Ide totiz o to, Ze obe interpretacie su ekvivalentné. Skuste
si premysliet, preco.

Viacerym z vas v rieSeniach chybal poriadny popis, ako ma hra¢ s vitaznou stratégiou hrat, aby zarucene vyhral.
Toto je skoro vzdy nevyhnutna stcast riesenia a je to dobré napisat, aj ked tato stratégia z vasich ostatnych tvah

implicitne vyplyva.
2.5 Kosik Ma Syti (x < 6)

Zadanie. Mily dennicek,
uz piaty derni som nejedol. Dnes som stretol v lese také dievéa v Cervenej Ciapocke. Ked ma zbadala, vzala nohy na
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ramend. Netusil som, Ze ludia su aZ taki ohybni. Za normdlnych okolnosti by som ju aj tak zozral, ale po dvoch
operdcidch som sa na nahdnacku uplne necitil. Nastastie, po dievcine zostal kosik s jedlom a pohladnicou.

Pohladnica mala tvar lichobeznika ABCD s priese¢nikom uhlopriecok E, pricom plati |[BC| = |CD| = |DA|. Bod
S je stred kruznice opisanej lichobezniku ABCD, bod Q je stred kruZnice opisanej trojuholniku ABE. DokdZte, Ze
trojuholniky DSC a AQE sii podobné.

Z pohladnice som sa dozvedel, Ze dievcina ma babicku, ktord byva sama. To by mohla byt lahko ulovitelnd potrava.
Riesenie. opravuju Baska (barbora.novosadova@trojsten.sk) a Andy (martin.andricik@trojsten.sk)

Ako to pri geometrii byva, je viac spravnych dokazov. Napriklad s vyuzitim obvodovych uhlov sa da riesenie dost
skratit. My ukazeme, Ze st to rovnoramenné trojuholniky s rovnakym uhlom oproti zakladni, teda podobné podla
vety SUS.

KedZe Q je stred kruznice opisanej ABE, plati QA = QE. Podobne, S je stred kruznice opisanej ABCD, teda

SC = SD. Z toho zrejme plati % = % Staci uz len ukézat | < AQE| = | < DSC|.

KedZze ABCD je rovnoramenny, jeho zakladne maju spolo¢nti os. Z definicie bodov S a Q ako stredov opisanych
kruznic plati, Ze lezia na tejto osi. Trojuholniky ABD a BAC su zhodné podla SUS (|AD| = |BC|, AB je spolo¢na,
| <ABC| = | < BAD| st zhodné uhly pri zékladni rovnoramenného lichobeZnika). Preto st zhodné aj uhly BAC a
ABD, ¢o znamena, ze trojuholnik ABE je rovnoramenny, a teda aj bod E lezi na osi AB, teda aj na osi CD.

Oznaéme F stred strany CD. KedZe trojuholnik DSC je rovnoramenny, plati | < DSF| = |< FSD|. V trojuholniku
AQE je os uhla AQE aj osou strany AE. Oznalme P stred strany AE. Sta¢i ndm potom ukdzat, ze | < PQE| = | < FSD|.

Bod § je stred kruznice opisanej lichobezniku ABCD, teda aj trojuholniku ADC, lezi teda na osi AC. Takze DS je
kolma na AC. Priamka PQ je os strany AE, takze aj PQ je kolma na AC, preto PQ a DS st rovnobezné. KedZze body
F,S,E a Q lezia na priamke, st uhly FSD a EQP stihlasné, teda rovnaké. Z toho uz vyplyva | < DSC| = | < AQE]|.

2.6 Korist Moju Sledujem

Zadanie. Mily dennicek,
ako sa ukdzalo, babicka ,cervenej Ciapocky” byva v paneldku, takze len jej adresa mi je nanic.
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Babickin panelak mad prizemie a n poschodi. Medzi poschodiami sa dd chodit po schodisku. Babicke trva prekonanie
vzdialenosti medzi dvoma susednymi poschodiami konstantne celociselny pocet v > 1 sekiind a prechod zo schodiska
do vlastného bytu opdt celociselny pocet h > 1 sekuind. Ja viak tieto konstanty nepozndm.

V kosiku ,,cervenej ciapocky* vsak bol specidlny dalekohlad, ktorym mézem kazdii sekundu sledovat jedno konkrétne
poschodie paneldku. Kvoli stendm a inym zdbrandm vsak dalekohladom nedovidim na schodisko - to znamend, Ze
babicku uvidim na prizemi a potom az vtedy, ked sa na svojom poschodi poberie do svojho bytu.

Uvidel som babicku vojst na schodisko. Vzhladom na n ndjdite najmensie mozné h také, Ze viem s istotou urcit, kde
babicka byva, bez ohladu na hodnotu v.

Riesenie. opravuje Viktor (viktor.balan@trojsten.sk)

Uvedomme si najprv, ¢o sa vlastne snazi vlk dosiahnut. Snazi sa pozorovat poschodia tak, aby zarucil, ze babicku
niekedy uvidi. Potom bude vediet, Ze na tom poschodi byva. Nemoze sa ale stat, Ze by zistil, kde babicka byva, aj
bez toho, aby ju priamo uvidel? Napriklad Ze bude pozorovat vietky poschodia az na jedno, a pokial ju neuvidi,
vie, ze na tom jednom byva? Nie, pretoze kym babicku neuvidi, nemoze si byt isty, Ze to nebude len tym, Ze babicka
eSte na poschodie nedorazila, a teda lubovolny tip, ktory spravi, moze byt nespravny...

Teraz teda podme na odhad odpovede samotny: Ak nepozname hodnotu v, babicka sa vie na poschodi ¢islo k
ukazat po ktoromkolvek nasobku k sekiind. Inak povedané, pre poschodie s ¢islom k plati, Ze po uplynuti nejakého
nasobku k sekund existuje také ¢islo v, ze babicka sa na tom poschodi teraz objavi. To znameng, ze po uplynuti 7!
sekind sa moze babicka ukazat na lubovolnom poschodi, a az do tohto momentu nemusime vébec tusit, kde sa
nachadza. Predstavme si, ze babicka bude potom na chodbe menej ako n sekund. V tomto pripade sa urcite pocas
tychto menej nez n sekund nestihneme pozriet na kazdé poschodie, a kedze babicka moze byt na ktoromkolvek,

nemame zaruku, Ze ju uvidime. Preto vlk stratégiu pre h < n nema.

Ukdazme teraz, Ze staci nech h = n, aby vlk vedel vitazstvo zarucit. Naozaj jednoducho, staci mu prejst v priebehu
n sekund vsetky poschodia, a toto opakovat, kym babi¢ku neuvidi. Babicka sa nikdy nestihne presmyknut, kedze
na kazdé jedno poschodie sa vlk pozrie kazda n-ta sekundu, a teda nikdy sa nendjde #n po sebe iducich sekund,
kedy vlk nejaké poschodie nevidi a babicka by sa tam mohla vtedy objavit bez pov§imnutia. Preto vlk ma stratégiu
pre h > n.

2.7 Karkulkine Marinované Stehienka

Zadanie. Mily dennicek,

mdm za sebou tretiu operdciu. A to som preukdzal svoj um a prekabatil som aj ,.Cervenu ciapocku®, s ktorou som
vobec nerdtal. To uz som mal v sebe babicku, takZe to bola hostina. Ale s hordarom som si poradit nedokdzal, kedze
tu nemohla o sirdtkach byt Ziadna rec. Ale poviem Ti to radsej celé postupne.

Budem ti postupne rozprdvat Cisla. Zacnem cislom x, = 2 a potom si kazdé dalsie Cislo spocitam z toho predoslého

ako x,., = lzfz’;’ . Ak narazim na &isla 0 alebo % skoncim. Dokdzte, Ze nikdy neskoncim.
n

RieSenie. opravuje Mati (matus.zelko@trojsten.sk)

Vzorové rie$enie si pozic¢alo postup od Mariana Kovala.
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Namiesto postupnosti, ktorti nam ponuka zadanie, uvazme 2 postupnosti

Aye1 =, +2- by,
bn+1:bn_2'an

s podiato¢nymi ¢lenmi ay = 2 a by = 1. VSimnime si, Ze ¢leny tychto postupnosti su celé &isla a splnaju, ze ich
podiely tvoria pdvodnu postupnost. Skutoéne, x = 2 = ag/by a

an
24%,  2%4  a,+2b,  ay.

1-2x, 1-2-% b,-2a, by

Xn+l =

Takze na to, aby sme v pdvodnej postupnosti niekedy dostali ¢islo x; = 1/2, potrebujeme, aby pre nejaké k € N
platilo, ze 2a; = b;. KedZe ide o celé ¢isla, minimalne potrebujeme, aby b bolo parne. Viimnime si, ze by = 1 je
neparne. Dalej viak od neho iba odratavame 2a,, ¢o je parne Cislo, a teda parita sa zachova. Povodna postupnost
teda nikde nedosiahne hodnotu 1/2.

Aby sme ukazali, Ze sa ani 0 v pdvodnej postupnosti nevyskytne, sta¢i ukdzat, ze a; nikdy nebude nula. Pozrime
sa na zvysky, ktoré davaju ¢leny postupnosti po deleni piatimi. KedZe a, = 2 a b, = 1, tak by mohlo byt zaujimavé,
ako sa menia zvysky, ak plati

a,=2 (mod5),
b,=1 (mod5).
Potom dostavame
Api1=a,+2b,=2+2=4 (mod 5),
bpy1=b,—2a,=1-4=2 (mod 5).
Dalej,
Apys = Gpyy +2b,,1=4+4=3 (mod 5),
bpi2 =by —2a,,,=2-8=4 (mod 5).
Nevzdavame to a odhodlane pocitame
Api3 = iy +2b,,=3+8=1 (mod 5),
bpsz =byy—2a,,=4-6=3 (mod 5).
Nakoniec,
Apig = Apy3 +2b,3=1+6=2 (mod 5),
bpsa =bys—2a,,3=3-2=1 (mod 5).

Uz sme spominali, Ze ay = 2 a by = 1. Z vypoctu uvedeného vyssie a indukcie je jasné, Ze hodnota gy nikdy nebude
delitelna piatimi, a teda nemoze byt 0, ¢o sme chceli ukazat.
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2.8 Kamen, Morusa, Slama

Zadanie. Mily dennicek,

dnes som sa zobudil s chutou na bravéovinu, i ked po tyzdni bez jedla by som zjedol aj sirotky zo zdhrady. Vydal som
sa teda do Prasaciniec, aby som si pochutil. Hned skraja dediny som videl slameny domcek. Tak som don fiikol, az
po 1om nic neostalo. Ale domdceho nikde. Hned vedla stal druhy domcek, tentoraz dreveny. Tak som don fiikol, az
po riom nic neostalo, ale domdceho opdit nikde.

Treti dom bol z kameria a popisany cislami. Spredu vyzeral ako tabulka n x n, pricom n > 3. 'V kazdom policku je
vpisané Cislo 1 alebo 2, pricom v kazdom obdlzniku 2 x 3 alebo 3 x 2 je pdrny stcet. Vzhladom na n urcte, kolkymi
spdsobmi mohla byt takdto tabulka vyplnend.

Nech som fiikal, ako som fiikal, tento dom som nerozfiikal.
RieSenie. opravuje Stepi (martin.stepanek@trojsten.sk)

Vyberme si nejaké vyplnenie prvych troch poli¢ok prvého riadku a prvych dvoch poli¢ok druhého riadku. Uka-
zeme, ze teraz uz vieme cely zvysok tabulky vyplnit prave jednym sp6sobom.

Zavedme si znacenie, kde poli¢ko (x, y) bude v x-tom stlpci a y-tom riadku. Poli¢ko (3,2) vieme uréit jednoznacne
z obdlznika od (1,1) po (3,2), ¢im ho cely vyplnime.

Z tohto obdlznika vieme dalej jednoznaéne urcit aj policko (1,3): obdlznik od (1,2) do (3,3) nam urcuje paritu
riadku od (1,3) po (3,3) a obdlznik od (2,1) po (3,3) uréuje paritu iba dvoch pravych poli¢ok (2,3) a (3,3), z
¢oho uz jednoznacne dostdvame (1,3). Potom vieme zrejme doplnit aj policko (2,3) a potom aj (3, 3).

Takto si teda vieme zobrat vyplneny 2 x 3 obdlZnik a jednoznaé¢ne ho rozsirit na 3 x 3. Potom si méZeme zobrat
ten dolny 2 x 3 obdlznik z nasho novovyplneného Stvorca 3 x 3 a ten dalej rozsirit, a tak dalej, ¢im vyplnime celé
prvé tri stlpce. Symetricky vieme takto vyplnit prvé tri riadky. No a potom uz zrejme vieme vyplnit celd tabulku.

Takto sme dokazali, ze ak nejaké vyplnenie pre danych prvych 5 policok existuje, tak je jednoznacné, ale musime
overit, ¢i také vyplnenie aj naozaj existuje (mohlo by sa stat, zZe takto ziskané vyplnenie v skuto¢nosti nie je platné).

Zostrojime vyplnenie tabulky pre pripady, ked je medzi prvymi piatimi polickami iba jedna jednotka a vsetky
ostatné su dvojky. Vzdy vyplnime lavy horny 3 x 3 $tvorec a nim vydlazdime zvysok tabulky, stac¢i teda overit,
7e vyhovuju stiéty v obdlznikoch v tomto §tvorci, vratane tych ,cez okraj“ (teda treti a prvy riadok/stlpec). Pre
prehladnost namiesto dvojok budeme pisat iba bodky.

o
p—
—_
—
—_
—_

Tabulka so samymi dvojkami tiez funguje. Ak chceme mat medzi prvymi piatimi polickami viac jednotiek, mo-
zeme zobrat sucet (po prvkoch modulo 2) tych tabuliek, ktoré maju jednotky na prislusnych miestach a dvojky na
tych ostatnych. Ak totiZ nejaké dve tabulky splfaju podmienku v zadani, potom ju splia aj takyto ich sucet.
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2.9 Kruté Majetnicke Svine!!

Zadanie. Mily dennicek,

tolkd to nespravodlivost!! Nielenze som sa viera nenajedol, ale tie svine si pytajii odskodnenie za ujmu na majetku!
Tak som sa napajedil, Ze som sa vybral do toho kamenného domu, Ze ich zozZeriem!! Kedze ma vsak nechceli vpustit
dnu vrdatkami, vybral som sa kominom! Tesil som sa, ako s nimi vypeciem, ale nakoniec vypekali nieco onil!! Tak som
sa spdlil, Ze som rovno uhdnal prec! Asi im budem musiet nakoniec zaplatit!!

Majitelovi slameného domu dlZim p periazi, majitelovi dreveného domu dlZim q peniazi a majitelovi kamenného dlZim
r pefiazi. Plati, Ze p, q, r su prvocisla spliiajiice

plgirt | (p+ ) (p+r)(g+ 1)),
pricom ! oznacuje dvojity faktoridl, teda 0!! = 1!! = 1 a n!! = n(n—2)!!. Ndjdite vSetky také trojice prvocisel (p, g, ).
Riesenie. opravuje Martin Kopcany (martinkopcany001@gmail.com)

Vsimnime si, Ze ak na oboch stranach vyrazu vymenime dve premenné a napriklad prepiSeme p na g a g na p,
ni¢ sa na vyraze nezmeni a bude to stale rovnaky vyraz. Bez ujmy na vSeobecnosti si teda mozeme povedat, ze
p > q >, lebo si ich vieme jednoducho prepismenkovat, aby to platilo.

Ulohu si rozdelime na niekolko podpripadov, ktoré vyriesime zvlast. Konkrétne to bude tychto pit:
« akp, g, r su rovnaké neparne prvocisla,
« ak p, g, r st neparne prvocisla, pricom p je ostro vacsie ako ostatné dve,
 akp, g, r st neparne prvocisla, pricom p =g > r,
« akr=2,apaqsineparne prvocisla a
e akr=g=2.
Riesenia jednotlivych casti:
o Ak p, g, r st rovnaké neparne prvocisla, tak na lavej strane bude vyraz plplp! a na pravej strane bude
2p)N(2p)!(2p)!. To si vieme rozpisat ako
p'plp! | (2p)!1(2p) ! (2p)",
()’ | ((2p)(2p-2)(2p - 4)+-4-2)’,
@)’ 12 (p)-2-(p=1)-2-(p—2)-2:(2)-2- (1)),
()| (p!-27).

To ocividne plati. Tym padom, ak st p, g, r rovnaké neparne prvoéisla, tak splnaji delitelnost v zadani.

v, . . . / v/ £
Vsimnime si, ze ak je x parne ¢islo, tak x!! = (’5‘)' - 22,
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o Akp, g, r s neparne prvocisla, pricom p je ostro vicsie ako ostatné dve. Potom kazdé z ¢isel (p+q), (g+71),
(p + r) je parne &islo, takze moézeme pouZit pozorovanie z predoslej Casti a zistime, Ze

plgirt | (p+ )N (p + )1 (g + )N,

Pl | (P;q)!(p;r)!(q;r)!-z"? 25 2%,

Prvocislo p nemoze delit Ziaden z vyrazov na pravej strane. Je to preto, Ze p je najvacsie z troch prvocisel,

+ + + + ’ 7 7y . ANV > v
atedap = B2 > 24 > BX 5 42 Tym padom sudin na pravej strane nemdze obsahovat v prvo¢iselnom
rozklade prvocislo p, a teda takato trojica ¢isel nemoze byt riesenim.

o Ak p, g, r st neparne prvocisla, pricom p = g > r, vyraz si moézeme rozpisat ako
plgirt | (p+ ) (p+r)(g+ )Y,
plpirt | 2p)(p+ )N(p+ 1),

plplrt | pl (P’Lr) (p;rr) P ol ol

Teraz uz ma na lavej strane prvocislo p nasobnost (p-valudciu) rovni dvom. Na pravej strane vsak deli
vyraz p! len v prvej mocnine a zvy$né vyrazy nedeli. Tym padom nemoze vyraz na favej strane delit vyraz
na pravej strane.

o Akr=2,apagqsineparne prvocisla, vyraz upravime na

plgt-21 (p+2)!N(g+2)!M(p+ g,

plgl-2] (p+2)11(g+2)! (qu) 25

Jeden zo spdsobov ako dokazat, Ze lava strana deli pravu je, Ze ukazeme, ze prava strana deleno lava strana
je celé ¢islo, pricom si uvedomime, Ze x! = x!! - (x — 1)!l.

(p+2)!(g+2)1N(B)1-25" (p+2)l(g+2)! (&) 25 C(p+2)-(q+2)-(B2)2 PT
plgl-2 Tol-(p-DIlgl-(g-D)-2 - (p-DI-(g-Dl-2

_(pr2)(g+2)- (5125 (p+2)-(g+2)- (52!
(B (525 2% 2 () (%)

_P_ L) (as (5 _(e+De+2)(q+2) Tq)
BN G TR E=): z E

2 2

>
—_

2
Plati, Ze posledna zatvorka je kombinacné, ¢islo a teda tento vyraz je celé Cislo.

Tym padom ak p, g st [ubovolné neparne prvocisla a r = 2, tak vyraz nalavo vzdy deli vyraz napravo.
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o Akr =g =2, opit si rozpi$me vyraz

pl-2:-2|(p+2)!(p+2)!-4l,
Pl (p+2)!N(p+2)N-2.

Siciny (p + 2)!!'a (g + 2)!! obsahuju len neparne &isla a teda jediné parne Cislo na pravej strane vyrazu je
2. Z toho vyplyva, ze ¢islo 4 nedeli pravu stranu a teda 4 nedeli ani favt stranu. Z toho vyplyva, ze p! je
najviac 3!, lebo pre vSetky vyssie faktoridly plati, Ze maju v sebe mocninu dvojky s nasobnostou aspon 2.
Tym padom v tejto Casti su jediné vyhovujice rieSenia p = 3,g=2,r=2ap=2,9=2,r = 2.

Toto su teda vSetky rieSenia tejto delitelnosti:
e p=gq=rsuprvocisla,
« jedno z prvocisel p, g, r je 2 a zvy$né dve su neparne prvocisla,
« z prvocisel p, g, r st dve rovné 2 a tretie rovné 3.

Gratulujem vsetkym, ¢o to docitali az do konca a ako odmenu pontkam video s macickami.

2.10 Kone¢ne Mam Stastie

Zadanie. Mily dennicek,
dnes za mnou prisiel exekiitor, kedZe som nemal dost periazi na zaplatenie dlhu. Normdlne mi vosiel az do nory. Tak
som ho zozral. Konecne viem, ako vyzerd stastie.

Stastie md tvar trojuholnika ABC so stredom opisanej kruznice O. Bod T je na vyske na stranu AB taky, Ze | < TBA| =
| < ACB|. Priamka CO pretina stranu AB v bode K. DokdZte, Ze os strany AB, vyska na BC a tisecka KT sa pretinajii
v jednom bode.

Riesenie. opravuje Misko P. (michal.pecho@trojsten.sk)
Vzorové riesenie tejto tilohy si mozes pozriet aj ako video na nasom YouTube kandli www. youtube. com/KorMatSen.

Oznacme si G priese¢nik priamky BT s osou strany AB. Trojuholnik ABG je rovnoramenny, preto plati
| <AGB| = 180° — 2| < TBA| = 180° — 2| < ACB| = 180° — | < AOB|.

Kedze plati OG L AB a zéroveii | < AGB| = 180° — | < AOB|, je G ortocentrum trojuholnika AOB.

Nech H je ortocentrum trojuholnika ABC. Ozna¢me E priese¢nik vysky AH s osou strany AB, teda priamkou OG.
Sta¢i nam dokazat, ze body K, E, T lezia na priamke.

Uvazujme kuzelosecku H prechadzajucu bodmi A, B, C, H, O. Tato kuzelosecka je zjavne hyperbolou. Plati, Ze
hyperbola prechadzajica bodmi X, Y, Z je pravouhla prave vtedy, ked na nej lezi ortocentrum trojuholnika XYZ.”
KedZe ortocentrum H lezi na H prechadzajicej bodmi A, B, C, je tito hyperbola pravouhld. To znamena, Ze na
nej lezi aj ortocentrum trojuholnika AOB, teda bod G.

ZAk nepoznas, spoznaj tu https://davidaltizio.web.illinois.edu/geom- conics.pdf (Theorem 4.4).
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~
KedZebody A, H, C, O, G, Blezia na H, mozeme pouzit Pascalovu vetu” na Sestuholnik AHCOGB a tym dostavame,

ze AHN OG = E, HCn GB = Ta CO N AB = K lezia na priamke, ¢o sme chceli dokézat.

Poznamky

Ziadne z odovzdanych rieeni neslo podla vzorového a ani jedno z nich nebolo syntetické.

3Ak nepoznas, spoznaj tu https://en.wikipedia.org/wiki/Pascal%27s_theorem.
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