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Uvod

Mili citatelia, drzite v rukéch zbierku iloh Koresponden¢ného
matematického seminara. To beztak viete, takze vam radsej pre-
zradime nieco uzito¢nejsie: ako ¢itat tito knihu.

V zbierke sa nachadzaju takmer vSetky tlohy z prvych pia-
tich roénikov KMS. Roztriedené st podla oblasti matematiky
(geometria, kombinatorika, tedria ¢isel, algebra) a podla me-
tédy, ktord sa pri rieseni vyuziva.

Vicsina podkapitol knihy pozostéva z kratkeho ¢i dlhsieho
avodného textu, v ktorom st vysvetlené zakladné pojmy a me-
tédy z tej-ktorej oblasti. Sicastou tohto textu s aj rozne tlohy,
ktoré sluzia na vysvetlenie metdd alebo ich precvicenie. Tieto
tlohy nemaju ¢isla a nepochadzaja z KMS. Konce rieseni tloh
a dokazov su oznacené Stvorcekom na pravej strane.

Po tvodnom texte nasleduju tlohy z KMS, ktoré sme sa
pokusili aspon priblizne zoradit podla naroc¢nosti. Ku kazdej
tlohe sme pripravili dva navody, ktoré maju citatelovi pomoct
tlohu vyriesit. Samozrejme, uzito¢nost navodov sa lisi od tlohy
k tulohe, pri naro¢nych ulohach z kategérie GAMA névod ob-
Cas pozostava z dlhého vysvetlenia metddy, ktorou sa da tloha
vyriesit. Navody ndjdete na konci knihy.

Chceme vés povzbudit, aby ste k rieSeniu tiloh pristupovali
aktivne a naozaj si to vyskuSali. Ked sa v rieseni beznadejne
zaseknete, skliste si pozriet prvy névod, azda vas navedie sprav-
nym smerom. Ak sa vadm tlohu nepodari vyriesit ani po precitani
oboch navodov a po dokladnom spénku, vZdy je tu moznost
pozriet si vzorové rieSenie, ktoré nijdete na stranke kms.sk/
archiv. Povodné zaradenie tlohy v KMS zistite z rAmceka (¢islo


kms.sk/archiv
kms.sk/archiv

ulohy) a textu na okraji vedla zadania (ro¢nik a séria). Podla
¢isla v rdmceku viete odhadnitf aj ndro¢nost tlohy. Samozrejme,
Casto vam pri rieSeni tlohy pomoze, ak poznate rieSenia niekto-
rych z predchadzajuicich tloh. Ak véas Glohy zaujmu, moZete sa
zapojit do KMS naostro a vyhrat uc¢ast na ststredeni. Viac sa
o seminari dozviete na stranke http://kms.sk/cojekms.

Ni¢ vdm nebrani pustif sa do ¢itania ktorejkolvek kapitoly.
Ak sa vSak nepokladate za skiisenych rieSitelov matematickych
problémov, odportcéame zacat prvou kapitolou o dokazoch a po-
tom pokracovat tvodnymi ¢astami kapitoly o geometrii.

Napriek nasej snahe pri ¢itani knihy urcite natrafite na rézne
nedostatky, od preklepov mozno az po chybné rieSenia. Chceme
véas poprosit, aby ste ndm objavené chyby oznamili, napriklad
e-mailom na adresu kms@kms . sk. Pripadné opravy chyb sa skor
¢i neskor zjavia aj na webstranke KMS.

Zelame vam prijemné pocitanie a vela radosti z matematiky.


http://kms.sk/cojekms

Kapitola 1

Dokazy v matematike

Cielom tejto kapitoly je ukézat, akym sposobom uvazuji mate-
matici a zaviest niekolko pojmov, ktoré vyuzivaja pri dokazoch.

Zacénime tym, ze matematika sa podstatnym sposobom lisi
od inych prirodnych vied. Vo fyzike, biolégii ¢ geografii to fun-
guje takto: vSimneme si Cosi v okolitom svete — trebars to,
7e na oblohe cez den svieti slnko, ale v noci nie — a poki-
sime sa tento jav nejako vysvetlit. Prijmeme teda nejakt hypo-
tézu, predpoklad, ktory vysvetluje toto spravanie slnka — napri-
klad ,slnko v noci spi, schovava sa pod zem“. Takéto hypotézy
sa daju experimentalne vyvratit a nahradif inymi hypotézami,
ktoré budua zniet lepSie a pripadne viac vysvetlovat dany jav.
Napriklad ,,Zem je gulatd a Slnko okolo nej obieha, preto je
obcas na druhej strane a nevidime ho“.

Na vysvetlenie mechaniky pohybu sa pred vySe sto rokmi
pouzivali Newtonove zdkony, ukazalo sa vSak, Ze realitu nepo-
pisuju pri vysokych rychlostiach presne. Dnes mame Einstei-
novu tedriu relativity, ktorad dava presnejsi popis pohybu aj pre
rychle objekty. Nemozeme si vSak byt isti, Ze sme nasli tu de-
finitivne spravnu tedriu zodpovedajicu redlnemu svetu: mozno
len nemédme dost experimentdlnych dat alebo sme nieco pre-
hliadli. Podobne mézeme mat akési podporné nélezy a zistenia
pre Darwinovu evolu¢nu tedriu, ale tie tuto tedriu nemdzu do-
kézat nad vSetky pochybnosti, iba naznacuju, Zze by mohla byt
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spravna.' TakZe v prirodnych vedich okrem matematiky sa za-
vrhuju tvrdenia, ktoré sa doteraz pokladali za spréavne (v zmysle
»popisovali realitu“) na zdklade experimentov.

V matematike to funguje inak, za spravne sa pokladaja len
tvrdenia, ktoré st dokazané. Vyskum prebieha v matematike
tak, Ze si najprv vSimneme akisi vlastnost, napriklad Ze line-
arne rovnice nemaja nikdy presne dve rieSenia. Druhym krokom
je snaha najst dokaz tohto tvrdenia, ¢ize argumenty, ktoré nad
vSetku pochybnost dokézu spravnost tvrdenia. Vyriesit milién
linedrnych rovnic a skonstatovat, Ze Zziadna nemala presne dve
rieSenia je pre matematika ako dékaz bezcenné, neméa to argu-
mentac¢nit hodnotu. Kym neméme doékaz, tvrdenie nikto nepo-
klada za platné; v skolach sa nevyucuje alebo sa len spomenie
ako neoverend hypotéza. Na matematickych dokazoch je pekné,
Ze si ich moze overit kazdy a nepotrebuje na to nié¢, len zdravy
rozum. (Aj ked overenie dékazu moZe trvat roky.)

Podme teda dokdzat, Ze linedrna rovnica neméze mat prave
dve rieSenia. Potom budeme sktimat, aké argumenty sme pouzili.

Majme rovnicu ax +b = 0. Tato rovnica mé presne také isté
rieSenia, ako rovnica ax = —b. Teraz mame dve moznosti: bud
a = 0, alebo a # 0. V prvom pripade bude mat rovnica neko-
ne¢ne vela rieSeni, ak b = 0, alebo nebude mat Ziadne rieSenie,
ak b # 0. V druhom pripade (a # 0) moZeme obe strany rovnice
¢islom a vydelit; dostaneme © = —b/a, ¢iZe pre x bude existo-
vat uz len jedind moznost. Vidime, ze ak mé linedrna rovnica
nejaké rieSenia, tak bud je jedno alebo ich je nekonecne vela.
Nikdy teda nema presne dve riesenia.

Nasa argumentacia je zalozena na tom, ze kazdy pozné vlast-
nosti redlnych ¢isel. Napriklad musime verif tomu, Ze ked nulou
vynasobime akékolvek redlne ¢islo, dostaneme opét nulu. Ak
niekto neveri tomuto tvrdeniu, nemé prentho nas dékaz ziadnu
hodnotu, lebo je zalozeny na ,nedéveryhodnom* tvrdeni. Takto

1Je tu este jeden problém navyse: neostdva nam iné, ako verit niekomu
inému. Neméme Sancu si sami overit, Ze experimenty a pozorovania naozaj
davaju také vysledky, ako niekto iny tvrdi (napriklad niekto nasiel zopéar
kosti z dinosaura a tie medzitym zhoreli pri poziari; avsak aj keby sme ich
mali doma, nemame ako overit, Ze st to naozaj kosti z dinosaura staré viac
ako milién rokov). Tento problém je zvlast vypukly mimo oblasti prirodnych
vied, napriklad v histérii — kazdy historik ma vlastnt verziu minulosti a
niet spésobu, ako si objektivne vybrat ti spravnu.
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to funguje v matematike vzdy: kazdy dékaz vychadza z istych
zdkladnych tvrdeni, ktorym sa veri a ich pravdivost uZ nijako
nedokazujeme. Otazka je, ktoré tvrdenia pokladame za zakladné
(uveritelné) a ktoré nie. Napriklad je zndme, Ze stcet uhlov v u-
bovolnom trojuholniku je 180 stuptiov a veri tomu asi kazdy, ale
malokto vie, preco je to tak. D4 sa to dokdzat z eSte jednoduch-
gich tvrdeni, ako si teraz ukazeme.

Vezmime si trojuholnik ABC a vedme bo- £ ¢ D
dom C rovnobezku s priamkou AB (predpo-
kladame, Ze tito rovnobezka existuje). Vez-
mime si na tejto rovnobezke bod D, ktory lezi
v polrovine opacnej k BCA. Uhol BCD méa 4 B
rovnaku velkost ako uhol ABC (spolichame
sa na vlastnost striedavych uhlov). Vezmime este bod E vnutri
polpriamky opac¢nej k CD. Uhol ACE mé rovnaku velkost ako
CAB. Uhol ECD je priamy a mé rovnaku velkost ako stucet
velkosti vnutornych uhlov trojuholnika ABC, ¢o je zaver nasho
dokazu. Takze ak verime tvrdeniam uvedenym v zatvorkach (a
niekolkym, ktoré sme neuviedli, ale treba ich), budeme uz verit
aj tomu, ze sucet uhlov v trojuholniku je 180 stupnov.

Ako sme povedali, kazdy dékaz vychadza z akychsi zaklad-
nych tvrdeni. Volbu tychto tvrdeni treba prispdsobit naro¢nosti
ulohy a ¢itatelom (¢ posluchdcom), ktorym je dokaz urceny.
Napriklad v rieseni tlohy na medzinarodnej olympidde mézeme
bez dokazovania prehlasit, ze &slo v/2+1/3 je iracionalne. V Tah-
kej tillohe z kategorie alfa vsak takéto tvrdenie zvyc¢ajne znamend
prilis velky logicky skok — dokaz tohto tvrdenia je obtiaznostou
zhruba na trovni pévodnej tlohy.

1.1 Implikacie, ekvivalencie a dokaz
sporom

Ak z tvrdenia A vyplyva tvrdenie B, hovorime, Zze A impli-
kuje B; snaZime sa tym povedaf, Ze ak A je pravda, aj B
musi byt pravda. Tym sme zdroven vytvorili nové tvrdenie: ,ak
A je pravda, tak aj B je pravda“, toto zapisujeme symbolom
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A = B a tvrdenie v takomto tvare nazyvame implikdcia.>

Matematické tvrdenia maja casto podobu , A plati prave
vtedy, ked B“. Tymto chceme povedat zaroven dve veci: ,ak
A plati, tak aj B plati“ a ,ak B plati, tak aj A plati“. Inak
povedané, tvrdenia A a B st bud obe zaroven pravdivé, alebo
obe zaroven nepravdivé. Z hladiska pravdivosti s rovnocenné
(ekvivalentné), a preto sa tvrdenie ,A plati prave vtedy, ked
B“ nazyva ekvivalenciou a zapisuje sa A <= B. Sklad4 sa
z dvoch implikacii: A = B a B =—> A. Takto sa zvycajne
aj dokazuje, najprv dokdzeme jednu implikaciu a potom druh.
Ukézeme si priklad takéhoto tvrdenia: dokdZeme, Ze 7 | © + 1
prave vtedy, ked 7 | 2z — 5.

Ak 7| x+1, tak ¢islo x musi davat po deleni siedmimi zvysok
6 (pre €islo s hocijakym inym zvySkom po deleni siedmimi
nebude x + 1 delitelné siedmimi). Preto sa 2 d4 napisat v tvare
Tk+6 pre vhodné celé ¢islo k. Potom vSak 2o0—5 = 2(7k+6)—5 =
14k +7="7(2k+ 1), a teda 7| 22 — 5.

Teraz dokdzeme opaént implikaciu: ak 7 | 2z—5, tak 7 | x+1.
Predpokladajme, ze 7 | 22 —5. Cislo z mézeme vydelit siedmimi,
dostaneme podiel k a zvySok z, ¢ize x = Tk + z. Pri tomto
oznadeni 2z — 5 =2(Tk+2) — 5 =14k + 2z — 5. Ak 7 | 22 — 5,
tak 7 | 2z — 5. Pritom ¢islo z je z mnoziny {0,1,2,3,4,5,6} a
lahko overime, Ze jedind moznost je z = 6 (inak 7 nedeli 22 —5).
Potomxz+1=Tk+2+4+1=7Tk+7, preto 7|z + 1.

Obe implikacie sme dokézali priamo: ak plati A, potom plati
dosi iné, z toho vyplyva nieco dalSie, a nakoniec musi platif aj
B. K dokazu implikacie sa da pristupovat aj inak. Povedzme,
7e chceme dokazaf tvrdenie A = B. Tato implikdcia moze
byt nepravdivé len v jedinom pripade: ked tvrdenie A plati, ale
B nie. Vo vSetkych ostatnych pripadoch je implikacia pravdiva
a nemame ¢o dokazovat. Preto sta¢i dokdzaf tvrdenie ,ak B
neplati, tak ani A neplati“ (toto tvrdenie nazyvame obmenou
povodnej implikdcie). Tym vylac¢ime spominani zli moznost a
dokazeme implikdciu A = B. Takyto pristup sa nazyva ne-
priamy dokaz. Ukazeme si ho na nasledujacich prikladoch.

2Symbol = pre implikaciu sa zvy¢ajne vyuziva len v pracach o mate-
matickej logike. Pri zapise dokazov preferujeme slovny popis vztahov medzi
tvrdeniami; vyuzivame slova ,preto“, ,potom®, ,takze“, ,teda“, ,c¢ize“ a
konstrukcie typu ,z toho vyplyva, ze“.
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Uloha. Dokézte, ze ak 5 nedeli n, tak ani 25 nedeli n.
Riesenie. Najprv vytvorime obmenu dokazovaného tvrdenia: ak
25 deli n, tak 5 deli n. Platnost obmeny je jasné: ak 25 deli n,
tak ¢islo n obsahuje v rozklade na prvodisla aspon dve pétky,
preto je delitené piatimi.>

Uloha. Ak stéin dvoch realnych ésel z a y je iraciondlne ¢slo,
musi byt aspon jedno z ¢isel x a y iracionalne.

Riesenie. Dokazeme obmenu: ak x a y sa racionilne ¢isla, aj
ich si¢in je racionélne ¢islo. V podstate niet ¢o dokazovat: raci-
onélne ¢isla vieme vyjadrif v tvare zlomku, a suéin dvoch zlom-
kov je opit zlomok.

Uloha. Dokéazte, ze ak stcet dvoch celych &isel je parne &slo,
musia mat tieto ¢isla rovnakd paritu (¢ize rovnaky zvySok po
deleni dvomi).

Dalsou zndmou metédou dokazovania je dékaz sporom, ktory
si teraz ukdzeme na priklade. Tento pristup je zaloZzeny na prin-
cipe vylucenia treticho: tvrdenie moze byt bud pravdivé, alebo
nepravdivé; ziadna ind moznost nie je.

Dokézeme, 7e ¢islo /2 je iracionalne, ¢ize sa neda napisaf
v tvare zlomku. Zac¢neme tym, Ze vyslovime negdciu dokazova-
ného tvrdenia, teda tvrdenie s presne opacnym vyznamom: ¢islo
V2 je racionalne. Teraz z tejto negécie odvodime nejaky zjavny
nezmysel, ¢osi rozporuplné, ¢o nemédze platif. Toto nepravdivé
tvrdenie bude dosledkom negacie. Ked je vSak nepravdivé a od-
vodili sme ho logicky korektnym postupom, musi byt nepravdiva
uZ té negacia. Ale potom je pravdivé povodné tvrdenie, ktoré
sme cheeli dokdzaf. (VSimnime si pouZitie principu vylacenia
treticho — predpokladame, Ze existuju len tvrdenia pravdivé a
tvrdenia nepravdivé, ni¢ iné nemoze nastat.)

Podme na to. Ak je odmocnina z 2 racionélne ¢islo, d4 sa na-
pisat v tvare zlomku a/b, ktory je v zékladnom tvare (teda ¢ita-
tel a menovatel st nestdelitelné celé ¢isla, menovatel je kladny).
Ak V2 = a/b, tak a® = 2b°. Prava strana tejto rovnosti je de-
litelnd dvomi, preto aj Tavd musi byt, a to sa stane len vtedy,
ked a je parne ¢islo. Potom vsak a? je éislo delitelné $tyrmi, a

3 Aby ste ocenili elegantnost nepriameho dékazu, skiste spravit priamy
dokaz tvrdenia tlohy bez toho, aby ste akymkolvek spésobom vyuzili jeho
obmenu.
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preto b musi byt delitelné dvomi. LenzZe teraz méame ¢isla a i b
parne, a to je v spore s tym, Ze zlomok a/b bol v zdkladnom
tvare. TakZe negécia nemoze byt pravdiva; pravdivé musi byt
povodné tvrdenie o iraciondlnosti ¢isla V2.

Odvodit spor mdZeme samozrejme aj inym sposobom. Na-
priklad takto: Pokra¢ujme od rovnosti a? = 2b%. Prava strana je
deliteln4 ¢islom b, preto aj lava musi byt. LenZe ziadne prvocislo
z rozkladu b sa nenachddza v rozklade a (inak by sa zlomok a/b
dal kratit). Preto b nemoze v rozklade na prvocisla obsahovat
Ziadne prvodisla, ¢ize b = 1. Potom viak a? = 2, a to zjavne
nenastane pre Ziadne celé ¢islo a (02 = 0, (£1)? = 1 a pre kazdé
iné celé ¢islo ma jeho druhd mocnina hodnotu aspon 4). To je
spor s tym, Ze existuje vhodny zlomok a/b (a teda vhodné ¢islo
a).

Doékaz sporom nie je v matematike ni¢ nové. Pred viac ako
2000 rokmi tymto spésobom Euklides dokézal, ze prvocisel je
nekoneéne vela. Skuste to aj vy. (Navod: ak pi,pa,...,pr st
vietky prvodisla, ¢o vieme povedat o éisle py - pa - ... - pr +17)

1.2 Matematicka indukcia

Vezmime si viraz x2 4+ = + 41 a postupne za x dosddzajme ¢isla
0,1,2,3,4,5,6,.... Dostaneme hodnoty 41, 43, 47, 53, 61, 71,
83... Vyzera to tak, ze nas vjraz nadobtda len prvociselné hod-
noty. Toto presvedcenie eSte zosilnie, ak dosadime niekolko dal-
§ich hodnét za x, skuste si napr. x = 20,21,22... Mnohym
ludom (najmi vzdelanym v inych odboroch ako matematika)
tieto pozorovania stacia na to, aby usudili, Ze nas vyraz na-
ozaj nadobuda len prvociselné hodnoty. Podobne usudzujeme,
ze trebars kon ma Styri nohy; pre kone, ¢o sme stretli alebo vi-
deli na obrazku, to naozaj plati. Ak niekto povie, ze videl koiia
s tridsiatimi nohami, velmi mu verit nebudeme. Tento tisudok
(zovSeobecnenie na zdklade niekolkych pozorovanych pripadov)
sa nazyva indukcia.*

40pakom tejto myslienkovej operacie je dedukcia, t. j. odvodenie vlast-
nosti konkrétneho objektu zo vseobecnych vlastnosti a vztahov. Napriklad
vsetky trojuholniky maja sucet velkosti vnutornych uhlov rovny velkosti
priameho uhla, preto to plati aj pre rovnostranny trojuholnik, cize jeho
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Pre matematika je to vSak malo. Napriklad pre vyssie ski-
many vyraz po dosadeni x = 41 dostaneme hodnotu delitelnt 41
pozorovania sice nie st celkom na zahodenie, ale mozu slazit
nanajvys ako podklad pre vyslovenie hypotézy o prvociselnosti
hodnét virazu 2+ = +41. A t4 bude nepravdiva, ako vidno na
uvedenom priklade z = 41.

Co teda mo7e matematik urobit, ak chce zoveobecnif po-
zorovania spravené pre malé pripady? Méze vyslovit hypotézu
a dokazat ju matematickou indukciou. Vyslovend hypotéza by
mala mat podobu tvrdenia, v ktorom vystupuje ako parame-
ter prirodzené ¢islo (budeme ho oznacovat n). Napriklad ,¢islo
n3—n je delitené tromi“. Tvrdenie hypotézy pre ¢islo n budeme
v tejto kapitole oznacovat V(n).

Dékaz matematickou indukciou pozostava z dvoch krokov.
V prvom kroku ukazeme, ze tvrdenie plati pre aspoi jednu kon-
krétnu hodnotu n, zvyéajne V(1) (hypotéza sa d4 vzdy prefor-
mulovat tak, aby platila uz pre V(1)). V druhom kroku dokéa-
Zeme, Ze ak plati V(n), tak plati aj V(n+1). Naco je to dobré?
Povedzme, Ze sa ndm podarilo spravif oba kroky. Podla prvého
kroku tvrdenie plati pre V' (1). Potom podla druhého kroku plati
aj pre V(2). Ale potom (opit podla druhého kroku) plati aj pre
V(3). A tak dalej. Preto V(n) bude platit pre vSetky prirodzené
cisla n.

Ukazeme si priklad takéhoto dokazu; nech V(n) oznaluje
tvrdenie ,,&slo n® — n je delitelné tromi“.

Prvy krok: Pre n = 1 dostaneme 13 — 1 = 0, ¢o je &islo
evidentne delitelné tromi bezo zvysku. Preto V(1) plati.

Druhy krok: Predpokladame, Ze plati V(n) (tento predpo-
klad sa nazyva indukény). Chceme dokazat, ze plati V(n + 1).
Teda chceme dokazat, Ze 3 | (n + 1)3 — (n + 1). Pritom

(n+1)3—(n+1) =n*+3n*+3n+1-n—1=n*>—n+3(n*+n).

Z indukéného predpokladu vieme, ze n® — n je delitelné tromi,

preto aj (n +1)3 — (n + 1) je delitelné tromi. Hotovo.
Tvrdenie sme sice dokéazali, ale indukcia ndm vela nepovedala

o skuto¢nom dévode jeho platnosti. Cim je zrovna vyraz n® —n

uhly maju velkost 60°.
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zaujimavy z hladiska delitelnosti tromi? Keby tam bolo 2n3 +
10n, bude to fungovat tiez? A ¢o tak delitelnost vyrazu n® —n
Styrmi? Prvy krok indukcie by bez problémov presiel. Z tohto
hladiska je pochopitelné, Ze matematici sa snazia ndjst dokazy,
ktoré ¢o najviac povedia o podstate problému. Skiste teda bez
pouZitia matematickej indukcie dokézat, 7e 3 deli n® — n pre
kazdé prirodzené cislo n.

Uloha. Matematickou indukciou dokazte, ze n* —n? je delitené

Styrmi pre kazdé prirodzené ¢islo n.

Matematickd indukcia je velmi vSeobecny postup. D4 sa vy-
uzit takmer v kazdej oblasti matematiky. UkéZzeme si niekolko
prikladov.

Uloha. Dokézte, 7e pre kladné realne &isla a a b a Tubovolné
prirodzené ¢islo n plati

a" +0" _ (a+b ".
2 - 2
Riesenie. Prvy krok: pre n = 1 nerovnost zjavne plati.
Druhy krok: Staéi dokdzat, ze

n+1 n+1 n n
a +b Za—l—b_a —I—b. (1.1)
2 2 2

Z indukéného predpokladu potom bude vyplyvat aj platnost
dokazovaného tvrdenia pre n 4+ 1 (premyslite si).

Nerovnost (1.1) najprv ekvivalentne upravime; zbavime sa
zlomkov, roznasobime pravu stranu a dostaneme

20" 4+ 26" > " 4 B 4 ab™ + ba™.
Déame vSetko na Tav( stranu a rozlozime ju na saéin:
(@™ = b")(a—b) > 0.

Platnost tejto nerovnosti je ocividna: ak a > b, tak aj a™ > b™;
ak a < b, tak a™ < b". Tymto sme ukoncili dékaz druhého
kroku. O

Uloha. Dokézte, ze pre prirodzené &islo n > 5 plati 2® > n+15.
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Uloha. Rovinu rozdelime koneénym po¢tom priamok na oblasti
(niektoré z nich st mnohouholniky, iné st nekone¢né). Dve ob-
lasti pokladame za susedné, ak maja spolo¢nu Gsecku nenulovej
dizky, nestacéi jeden bod. Dokaite, Ze tieto oblasti sa daju ofar-
bit ¢iernou a bielou tak, aby Ziadne dve susedné oblasti nemali
rovnaku farbu (farbime iba vnitro oblasti, hranice nie).
Riesenie. Tvrdenie dokdZeme matematickou indukciou podla
poctu priamok, ktoré rozdelujt rovinu. Tvrdenie je jasne prav-
divé, ak nemame ziadne priamky (vtedy dokonca staéi jedna
farba).

V druhom kroku treba ukézat, Ze vieme ofarbit oblasti, ktoré
vznikn(i pouzitim n priamok, ak vieme ofarbit oblasti, ktoré
vzniknd pouzitim n — 1 priamok. Majme teda n priamok. Od-
strafime lubovolnt z nich; odstranent priamku nazveme p. Os-
talo n — 1 priamok, preto sa vzniknuté oblasti daju dvomi far-
bami ofarbit tak, aby ziadne dve susedné oblasti nemali rovnakt
farbu. Pridajme teraz priamku p; tato priamka rozdeli rovinu na
dve polroviny. V jednej polrovine ponechdme pévodné ofarbenie,
v druhej farby vymenime (Giernu za bielu a naopak). Vzniklo
ofarbenie oblasti, v ktorom nemaju ziadne dve susedné oblasti
rovnaku farbu (premyslite si). O

Doteraz sme v druhom kroku dokazovali, Ze z V' (n) vyplyva
V(n + 1). Aby indukcia fungovala, platnost V(n + 1) pritom
nemusime odvodit prave z V' (n), sta¢i ju odvodit z platnosti Iu-
bovolného doteraz dokédzaného tvrdenia, napriklad z V(1) alebo
z V(n — 3). UkdZeme si takato indukciu na priklade.

Uloha. Méame tabulku ¢okolady, ktora sa sklada z m x n §tvorce-
kov. V jednom tahu mézeme rozlomit jeden z doterajsich kusov
¢okolady na dva mensie pozdlz deliacich &iar medzi §tvoréekmi
na ¢okolade. Samozrejme, lamat vieme len pozdlz priamky a od
okraja k okraju. Dokdzte, Ze na tiplné rozldmanie ¢okolady (na
kasky 1 x 1) treba spravit mn — 1 fahov.

Riesenie. Dokaz spravime matematickou indukciou podla hod-
noty sucinu m - n, ¢ize podla pocétu Stvoréekov v tabulke ¢oko-
lady (to je prirodzené &islo a teda vhodné indukénd premennd).
Budeme dokazovat toto tvrdenie: na tiplné rozldmanie ¢okolady
m X n treba spravit aspori mn — 1 tahov a existuje sposob, ako
ju rozldmat na presne mn — 1 tahov.
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V prvom kroku preverime ¢okolddy, ktoré maji hodnotu st-
¢inu mn miniméalnu mozn1, ¢ize rovnu 1. To je ¢okolada 1 x 1, a
na jej naldmanie potrebujeme spravit naozaj mn —1 = 0 tahov.

Druhy krok: vezmime si nejaki ¢okolddu velkosti m x n (vié-
Siu ako 1 x 1). Zjavne aspoii jeden tah budeme potrebovat. V pr-
vom kroku ju rozlomime na dve ¢asti, ktoré sice mozu byt rozne
velké, ale ich velkost (pocet Stvorcekov) je mensia ako velkost po-
vodnej ¢okolady m x n. Povedzme, Ze prva ¢ast méa = Stvoréekov
a druhd y. Z indukéného predpokladu vieme, Ze na naldmanie
¢okolady s x Stvorcekmi treba x — 1 krokov a na druhy kus zase
potrebujeme y — 1 krokov. Celkovo tak pocet spravenych krokov
bude aspon 1+ x —1+y—1=x+4+y —1=mn — 1. Zaroven
z indukéného predpokladu vieme, Ze pri hocijakom prvom tahu
bude existovat postup, ako ldmanie dokoné¢it na mn — 2 tahov.
Takze druhy krok je kompletny.? O

Na dalSej tlohe si ukédzeme, ako mozno niekedy pomoct in-
dukcii, ked nechce fungovat sama od seba.

Uloha. Dokézte, e pre lubovoInych n realnych &isel aq, as, .. .,
an plati

2 2 2
ai +a3;+---+a;, > ajaz +azaz + - -+ anag.

Riesenie. Tvrdenie dokdZeme matematickou indukciou podla n.
Prvy krok: n = 1, vtedy tvrdenie hovori a? > a2, ¢o je
trividlna pravda.

Druhy krok: Chceme dokazat nerovnost
2., .2 2, 2
ayjtas+---+a, +a,q > ajag+agasz+- -+ anap41 +anpy101.

Na zaklade indukéného predpokladu vieme, ze a3+a3+- - -+a2 >
aias + asaz + - - - + apay, preto ndm staci dokdzat, ze

2
Qpiq 2 Aplpy1 + Gpi101 — Apay.

Nanestastie toto nemusi byt pravda, napriklad pre a1 = 1, a,, =
3 aayy1 = 2. Ked vsak vetko ddme na lava stranu, bude sa to

5Samozrejme, tlohu je mozné vyriesif aj jednoduchsie. Kazdy krok
spravit mn — 1 krokov. To nijako neznizuje hodnotu matematickej indukcie
ako dokazovacej metddy, netvrdili sme, ze vedie vzdy k najjednoduchsiemu
rieseniu.
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dat rozlozif na saéin:
(@ns1 —ar)(@ng1 — an) > 0.

Keby a1 bolo vicsie ako ay i a,, nerovnost by platila a ukon-
¢ili by sme druhy krok indukcie. VSimnime si, ze ak posunieme
oznacenie ¢isel ay, ..., an41 0 jedna dolava (¢o bolo oznacdené a;,
bude teraz a;y1, doterajsie ¢islo a,41 bude oznadené a;), tak
sa nerovnost vobec nezmeni. No a takymito posunmi oznade-
nia vieme dosiahnut, aby a,, 1 bolo najviicsie z ¢isel oznacenych

ai,...,an4+1. AZ potom pouzijeme pre n-ticu ¢isel oznacenych
ai,-.-..,a, indukény predpoklad a dokon¢ime druhy krok, ako
sme uviedli. O

Na zaver ukazeme dve tvrdenia, na dokaz ktorych sa mate-
maticka indukcia priamo vébec ned4 pouzit.®
1. Ak p je prvocislo, tak éislo (p — 1)P~! — 1 je nasobkom p.
2. Pre kazdé prirodzené ¢islo n plati

1 1 1 1 1 9
ottt ot <2

V prvom pripade by sa dala indukcia robit len podla p. Prob-
lém je, Ze tvrdenie nemusi platit, ak p nie je prvodcislo (overte).
Preto sa ned4 robit indukcia, kde v druhom kroku robime posun
o 1. Navyse o prvodislach je zndme, Ze ak vieme ¢osi o delitelnosti
prvocislom p, nehovori to viacmenej ni¢ o delitelnosti nasledu-
jacim prvocislom. Dokonca ani nepozname dobry postup, ako
nasledujice prvodcislo ndjst.

V druhom pripade je situacia eSte horsia. V druhom kroku
by sme mali vediet odvodit platnost tvrdenia V'(n) z niektorého
z tvrdeni V(k), kde k¥ < n. LenZe uz pre malé n vidime, ze
tvrdenie V (k) pre k < n vobec nepomdze. Naco mi je vediet,
7e 1+ 1/2 < 2, ak chcem dokdzat evidentne silnejsie tvrdenie
1+1/2+1/4<2?

6Je zaujimavé, ze hoci ani jedno z uvedenych tvrdeni nevieme dokazaft
indukciou, st obe dosledkami tvrdeni, ktoré sa uz indukciou dokazat daju.
V prvom pripade je to mald Fermatova veta, ktort najdete v Casti o tedrii
¢isel. V druhom pripade zase vieme najst vzorec pre sucet lavej strany a
indukciou ho dokazat.
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1.3 Extremalny princip

Doteraz sme hovorili o metédach dokazovania (dokaz sporom,
matematickd indukcia). Otdzka vsak je, ako tie dokazy vymys-
lat, napriklad ako odvodit spor, ktory potrebujeme. Vela sa da
naucit rieSenim mnoZstva tloh z oblasti, v ktorej sa chceme zdo-
konalit. Existuje vSak niekolko pristupov, ktoré pomozu v tak-
mer [ubovolnej oblasti. Jednym z nich je takzvany extremalny
princip. Najprv si ho ukdzeme na konkrétnych prikladoch.

Uloha. Dokézte, Ze pre ziadnu dvojicu z, y kladnych celych
¢isel neplati 2 = 35y2.

Riesenie. Predpokladajme, Ze existuju dvojice x, y kladnych ce-
Iych éisel také, ze 22 = 35y2. Vezmime si z tychto dvojic tu,
ktord ma najmensiu hodnotu z (ak ich je viac s najmensim z,
vezmeme hociktortl). Uvedeny vztah moze platif len vtedy, ked
je ¢islo x delitelné piatimi. Ozna¢me 2z = 5X. Potom 5X?2 = 7y2.
Vidime, Ze ¢islo y musi byt tieZ delitelné piatimi. Nech teda
y = 5Y . Po dosadeni dostaneme X2 = 35Y2. Cize dvojica X, Y
je aj rieSenim pdvodnej rovnice, lenze s mensou hodnotu prvej
neznamej, ¢o je spor s volbou dvojice z, y.

Uloha. V istej triede ma kazdy aspon pif kamaratov (kama-
ratstva su vzajomné). Dokazte, Ze niekolko Ziakov vie vytvorit
aspon Sestélenny rad tak, Ze kazdi dvaja susedia st kamarati.
Riesenie. Vezmime najdlhsi mozny rad, v ktorom sa kazdi dvaja
susedia kamaréti. Ak mé aspon Sest ziakov, vyhrali sme. Ak m4
menej, viimnime si prvého v rade. Musi mat aspon pit kamara-
tov, lenZe v zvolenom rade st okrem neho nanajvys styria udia.
Preto musi mat kamaréta aj mimo radu a rad vieme o tohto ka-
maréta predlzit. Predtym teda nemohol byt najdlhsi; spor.

Uloha. V tenisovom turnaji, ktorého sa zac¢astnilo n hracov,
odohrala kazda dvojica hracov presne jeden zdpas (zapasy ne-
mozu skondif remizou, vzdy jeden z hradov vyhral). Dokazte, ze
ak kazdy hrac¢ aspoii raz vyhral, vieme néjst trojicu hracov A,
B, C tak, ze A vyhral nad B, B nad C a C nad A.

Riesenie. Ulohou je dokazaf, Ze existuje ,zacyklend“ trojica hra-
¢ov A, B, C. Najprv dokdzeme, Ze existuje zacyklend k-tica (pre
isté k). Vezmime si prvého hraca, ozna¢me ho A;. Ten nad nie-
kym vyhral, tohto porazeného ozna¢ime As. Aj As nad niekym
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vyhral, oznaéme porazeného As. Takto postupujeme aj dalej.
KedZe hracov je konec¢ne vela, raz niektory hra¢ A; vyhrd nad
hra¢om A;, kde j < i. Potom hraci A;, Aj41,. .., A; tvoria hla-
dant zacyklenu k-ticu.

Teraz vieme, Ze sa urcite vytvorili nejaké zacyklené skupiny
hracov (jeden hra¢ moze byt vo viacerych takych skupinich).
Vezmime si z tychto skupin ti najmensiu (ak mé viacero skupin
najmensi mozny pocet hracov, vyberieme hociktora z nich). Ne-
modze maf menej ako 3 hracov, lebo dvojica odohrala len jeden
vzajomny zapas. Ak méa skupina presne 3 hracov, skoncili sme
dokaz. Ostéava pripad, ked mé viac ako troch hracov. Je jasné,
7e toto je v rozpore s dokazovanym tvrdenim, preto sa budeme
snazit odvodit spor.

Nech nasa skupina S mé k hracov, priCom A; vyhral nad
A, As nad Az a tak dalej, az Aj vyhral nad A;. Vezmime si
hrécov A; a As. Ako mohol dopadnit zadpas medzi nimi? Ak A;
vyhral nad As, tak mdzeme z nasej skupiny vyhodit hraca A, a
dostaneme mensiu zacyklent skupinu. To je v8ak spor s volbou
S — vybrali sme najmensiu skupinu S. Ostéva len moznost, Ze
As vyhral nad A;. Lenze potom A;, Ay, A3 tvoria zacyklena
skupinu s tromi hraémi, ¢o je opét spor s tym, ze skupina S je
najmensia a ma pritom aspon Styroch hracov.

Uloha. V rovine je rozmiestnenych n bodov tak, Ze na kai-
dej priamke urc¢enej dvoma z tychto bodov lezi dalsi z nasich n
bodov. Dokazte, ze vSetkych n bodov lezi na jednej priamke.
Riesenie. Uvazujme vSetky dvojice (X, p), kde X je jeden z da-
nych bodov a p jedna z priamok uréenych dvojicami nasich bo-
dov. Pre kazdd takato dvojicu (X,p) vieme urcit vzdialenost
bodu X od priamky p. Predpokladajme, Ze dokazované tvrde-
nie neplati. Potom vieme néjst bod X a priamku p, ktord nim
neprechadza, ¢ize asponi jedna zo spominanych vzdialenosti bude
kladné. Vezmime si takd dvojicu (X, p), ze vzdialenost X od p
je kladna a najmensia mozna.

Na priamke p lezia podla predpokladu zo zadania aspon tri
body; oznac¢me tri z nich A, B, C. Oznaéme Y pétu kolmice
z bodu X na priamku p. Bod Y rozdeli priamku p na dve pol-
priamky. Na aspoii jednej z nich musia lezat aspon dva z bodov
A, B, C; upravme ich oznacenie tak, aby to boli A a B a aby B
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lezal medzi Y a A (moze byt totozny s Y). VSimnime si vzdiale-
nost bodu B od priamky X A. Zjavne tato vzdialenost je kladné
a nie je vicsia ako vyska pravouhlého trojuholnika XY A vedené
z vrchola Y. Lenze tato vyska je kratsia ako odvesna XY. Takze
dvojica (B, X A) mé mensiu vzdialenost ako (X, p), ¢o je spor
s volbou dvojice (X, p).

Co majut spoloéné predchadzajtce styri Glohy? Vo vSetkjch
sme v rieSeni zvolili ¢osi extrémne, najvicsie ¢i najmensie. Presne
0 tom je extremélny princip, snazime sa zvolit extrémny objekt
a bud ukézat, ze vyhovuje zadanym podmienkam, alebo nejako
vyrobif spor s negaciou dokazovaného tvrdenia. Vyskusajte si
to na nasledujicich tlohach. Dalsie tilohy, kde sa d& v rieseni
vyuzit extremdlny princip, stretnete na réznych miestach tejto
zbierky.

Uloha. Dan4 je kone¢na mnozina M tetiv kruznice k. Vieme, ze
kazda tetiva z M prechadza stredom inej tetivy z M. Dokéazte,
ze vSetky tetivy v M st priemermi kruznice k.

Uloha. V rovine je dan4 koneéna mnozina M obsahujiica modré
body a konefnd mnozina Z obsahujica zelené body. (Ostatné
body farbu nemaj.) Vnutri Gsecky uréenej lubovolnymi dvomi
modrymi bodmi lezi nejaky zeleny bod, vnutri tsecky urcenej
lubovolnymi dvomi zelenymi bodmi lezi modry bod. Dokéazte,
ze vSetky zelené aj modré body lezia na priamke.

Uloha. Kazdy z 3n ¢lenov parlamentu dal facku presne jednému
inému ¢lenovi. Dokézte, Ze vieme z poslancov vybrat n-Glenny
vybor tak, ze nikto z vyboru nedal facku inému ¢lenovi vyboru.

Uloha. Kazdy poslanec mé najviac troch nepriatelov. Dokézte,
Ze vieme rozdelit poslancov na dve skupiny tak, aby kazdy mal
vo svojej nanajvys jedného nepriatela. (Ndvod: vSimnite si roz-
delenie, v ktorom je najmensi mozny pocet nepriatelskych dvojic
vnatri skupin.)

V tejto kapitole sme si ukdzali niekolko zdkladnych dokazo-
vych metdéd. Po takejto priprave sa mozete smelo pustit do iloh
v dalgich castiach knihy. Pred samotnymi tlohami z KMS st
zhrnuté bezné postupy a metédy vyuzivané v tej-ktorej oblasti
matematiky; samozrejme, nendjdete tam vsetko — viac sa na-
ucite pri samostatnom rieseni tloh ¢i z navodov k jednotlivym
tlohdm.



Kapitola 2

Geometria

Na tvod si povieme niekolko praktickych rdd. Ked dostaneme
do rak dlohu, precitame si zadanie. Toto prvé prec¢itanie ndm da
priblizny obraz o tlohe; napriklad zistime, Ze sa tam spominaja
kruznice a tloha je konstrukéna. Potom si zadanie precitame
znova — tentoraz poriadne, dbame na vSetky detaily. Sticasne
si popritom kreslime obrazok, stac¢i nacrt. Ked sa niekde po-
mylime, napriklad sa maju nejaké dve priamky pretnat a nam
akurat vysli rovnobezné (lebo sme si nevhodne zvolili nejaké
body), tak sa nebojime zacat kreslit odznova. Niektoré dlohy
maju obrazok taky neprijemny, Ze sa ndm ho nepodari nakreslit
rukou, vtedy nevahame pouzit rysovacie pomocky.

Zrozumitelny obrazok je dolezity. Len pri malo tlohach si
vieme vsetko predstavit aj bez obrdzka. A so zlym obrizkom sa
zle pracuje: ked tri body st na priamke, tak nech aj na obrazku
st na priamke, inak na to zabudneme. Ked je nieco kruznica, tak
to mé patricne aj vyzerat, a nie ako nepodareny zemiak. Lebo
dasto treba obrazok sktimat a vytvéarat si hypotézy, napriklad
o kolmosti priamok. A ako si v§imneme, Ze tie priamky si na
seba kolmé, ak na nasom obrazku zvieraji uhol 60°7

Ked uz mame dobry obrazok, preditame si zadanie znova.
Tentokrat si k obrazku napiseme vsetky dolezité fakty, ktoré sa
spominaju v zadani, napriklad ktoré priamky st na seba kolmé,
7e BD je osou uhla ABC a podobne. Pre kolmost priamok ¢i
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rovnobeznost mame dohodnuté znacky, ktoré sa daju kreslit do
obréazka, urcite ich poznate. Takisto si treba niekam napisaf,
ktoré body ako vznikli, napriklad, ze M je priesecnik priamky
AB s priamkou C'D. A nakoniec si rozmyslime a poznamename
na papier, ¢o od nés v tlohe chct. Dokdzat nie¢o? N4jst mnozinu
bodov? Zostrojit nie¢o?

Niekedy je v zadani chyba alebo mu nerozumieme. Treba sa
spytat toho, kto nam tlohu zadal; v pripade tlohy v KMS je
vhodné pouzit e-mail.

Maéame za sebou prvu fazu riesenia. Je dolezitd a nevynecha-
vaja ju ani skuaseni riesitelia. Bez nej nevieme, o ¢o v tlohe ide
a tazko moZeme nieco riesit. A ti z vas, ktori si uz niekedy zle
precitali zadanie a potom dostali 0 bodov, urcite vedia, preco sa
oplati spravnemu pochopeniu zadania venovat dostatok ¢asu.

2.1 Pocéitanie uhlov

Od zékladnej skoly sa stretdavame s tlohami, v ktorych sa podi-
taju velkosti uhlov. Azda prvym ndstrojom na takéto pocitanie
je poznatok, zZe stcet vnutornych uhlov trojuholnika je 180 stup-
nov. Stredoskolské ucivo rozsiri paletu nastrojov o stredové a ob-
vodové uhly, v matematickej olympiade sa riesitel obcéas stretne
s tisekovymi uhlami. Cielom tejto ¢asti je ukéazaf si, Ze tieto me-
t6dy slazia nielen na uréenie velkosti konkrétnych uhlov, ale st
aj silnym nastrojom v dokazovych tlohach.

Zacneme ddkazom vety o stredovom a obvodovom uhle, na
ktorom si ukézeme, ako pristupovat k dokazovym geometrickym
tlohdm.

Veta (o stredovom a obvodovom uhle). V kruznici so
stredom S je dand jej tetiva AB. Vezmime si jeden z oblikov
AB tejto kruznice a ozna¢me ho k. Nech C je Iubovolny bod
leziaci vnutri oblika k. Potom plati | ASB| = 2|4 ACB|.

Specialnym pripadom tohto tvrdenia je zndma Talesova veta:
uhly nad priemerom kruznice st pravé, ¢ize ich velkost je polo-
vicou velkosti priameho uhla.

Dokaz. Ked si nakreslime niekolko obrazkov, zistime, Ze to mozZe
vyzerat kadejako, trebars bod S moze lezat v polrovine ABC
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alebo v opac¢nej polrovine. Podla toho bude treba rozobrat nie-
kolko pripadov. Postup si ukdzeme len na jednom z nich, ostatné
uz potom hravo zvlddnete vyriesit sami.

Nech bod S lezi vnutri trojuholnika ABC' (a je stredom opi-
sanej kruznice trojuholnika ABC'). Zaujima nas velkost uhla
ACB, preto dokreslime do obrazka ramend tohto uhla. (Do ob-
razka je zvycajne mozné dokreslit vela réznych tsediek ¢i kruz-
nic, ktoré sa v zadani nespominaju, ale situacia sa potom skom-
plikuje. Sktisme teda dokreslovat len to, ¢o vyzera uzitoéne. Ne-
bojme sa nakreslif novy obréazok, ked sa povodny stal nepre-
hladnym.)

V zadani je bod S (a teda aj uhol ASB) dany napevno,
na druhej strane bod C ma isti volnost pohybu. Ak€ si pred-
poklady? Specidlne, ¢o vieme o bode C? Lezi na obliku k. Je
tento predpoklad délezity? Co sa stane, ak tento predpoklad vy-
pustime? Odpoved je jasna, uhol AC'B by mohol mat hocijakt
velkost a dokazované tvrdenie by uz neplatilo. Takze budeme
musief v dokaze vyuzif tato vlastnost bodu C. Dobre, vieme
ingym sposobom povedat, ze bod C lezi na obliku kruZnice so
stredom S? Staci si pripomenit definiciu kruznice: bod C' je rov-
nako vzdialeny od stredu S ako body A a B. (Cas dokreslit si
spojnice bodu S s bodmi A, B, C.) Dokazované tvrdenie hovori
o uhloch, preto preformulujeme aj tieto tvrdenia o vzdialenos-
tiach na uhly: trojuholniky ASC a BSC' st rovnoramenné.

Teraz prichddza t4 pravé chvila na oznadenie velkosti nie-
ktorych uhlov a dopoditanie velkosti ostatnych. Mohli by sme si
oznacit velkost uhla AC'B a potom pomocou nej skusit vyjadro-
vat velkost uhla ASB, ale priamociaro to nejde (sktste). V pre-
doslom odseku sme vSak odhalili podstatnii vlastnost bodu C, a
podTa toho zvolime oznadenia uhlov: nech |[YSAC| = |4 SCA| =
a, |[$SBC| = [4SCB| = B. Dalsie pismenka na velkosti uhlov
uz nebudeme potrebovat: Tahko vyjadrime |[SACB| = a + 3,

|[FASB| = 360° — (180° — 2«a) — (180° — 253) =
= 2a+28=2|4ACB|.
Hotovo. Ostéva venovat sa pripadom, kde bod S nie je vnu-

tornym bodom trojuholnika ABC'; prenechavame ich ¢itatelovi.
O
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Miesto a a 8 sme mohli oznadenie zvolit aj inak: napr. ozna-
¢it velkost uhla ASB trebars ¢ (velkost tohto uhla uréuje tvar
trojuholnika ASB) a velkost uhla ASC zase w (urcuje polohu
bodu C na obliku k). Pri takejto volbe jasne vidime, Ze velkosti
vSetkych ostatnych uhlov sa musia daf urcit pomocou ¢ a w,
pretoze celd situdcia (vzdjomna poloha bodov A, B, C, S) je
uréend tymito velkostami — samozrejme, az na podobnost, ne-
vieme dlzky tseciek, iba tvar obrazka. Doratajte si velkosti uhlov
pri tomto oznaceni; vSimnite si, Ze by sa troska pohodlnejsie po-
¢italo, keby sme zvolili [ ASC| = 2w miesto |[JASC| = w.

7 dokazaného tvrdenia vidno zaujimavi vec: vSetky uhly
ACB (pre vsetky body C vnitri oblika k) maja rovnaki vel-
kost. Vezmime si teraz takuto situdciu: mame tusecku AB a
vnutri jednej z polrovin uréenych priamkou AB leZia body C
a D tak, ze uhly ACB a ADB maja rovnaka velkost. Mo6zeme
tvrdit, ze body A, B, C, D lezia na jednej kruznici?

D
¢ Trojuholniky ABC a ABD mayji opi-

sané kruznice.! Uvazujme o situécii, kde

tieto kruznice nie st totozné. Bez ujmy

na vseobecnosti mozeme predpokladat,

ze bod D lezi mimo kruznice (ABC') opi-

A B sanej trojuholniku ABC — ak by to tak
nebolo, sta¢i vymenit oznacenie bodov C

a D. Zaujima nds velkost uhla ADB, preto si dokreslime do ob-
razka usecky AD a BD; aspon jedna z tychto tseciek musi pre-
tinat oblik k kruznice AB, na ktorom lezi bod C.? Nech je to
trebars tisecka AD, ozna¢me jej priese¢nik s oblikom k pisme-
nom X. Teraz pride drsny trik: vyuzijeme, ¢o sme pred chvilou

IKruznicu opisant trojuholniku XY Z budeme oznacovat (XY 7).

2Prave bol v texte predlozeny fakt, ktorému chyba zdévodnenie. Je
vhodné nepokracovat v éitani a zviest s tymto faktom bitku s jednym s na-
sledujtcich vysledkov: (1) fakt vieme zdévodnit a mézeme pokracovat, (2)
autor sa nas pokusa obabrat nepravdivym tvrdenim a treba mu to slusne
oznamit, (3) o pravdivosti faktu nevieme rozhodnit a teda bud to autor
odflédkol, alebo ma citatel dlhé vedenie (moézete hddat, ktoré z tychto dvoch
vysvetleni si voli vi¢sina ¢itatelov).
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dokézali.® Cize

IJACB| = |3AXB|=|4XBD|+|3XDB| >
> |3XDB|=|3ADB,

a to je spor s predpokladom, ze uhly ACB a AD B maju rovnaki
velkost. Preto musia body A, B, C, D lezat na jednej kruznici.

Celkovo teda vieme, ze ak body C a D lezia v tej istej pol-
rovine urc¢enej priamkou AB, tak uhly ACB a ADB majui rov-
nakt velkost prave vtedy, ked lezia body A, B, C, D na kruznici.
Inymi slovami, uhly ACB a ADB maju rovnaki velkost prave
vtedy, ked je Stvoruholnik ABC'D (alebo ABDC, podla poradia
bodov na kruznici) tetivovy.

Tetivové Stvoruholniky maja jednu podstatnt vlastnost: si-
et protilahlych uhlov v tetivovom $tvoruholniku je 180 stupiiov.
Plati to aj naopak: ak body B, D lezia vnutri rdéznych polro-
vin uréenych priamkou AC a plati |[FABC| + |[<ADC| = 180°,
tak je stvoruholnik ABCD tetivovy. Dokézat tieto tvrdenia by
pre vas nemal byt problém, sta¢i vyuzit prave dokdzané vztahy
medzi stredovymi a obvodovymi uhlami.

2.1.1 Ako poéitat uhly

Zhrnieme si zasady, ktorymi sa pri ratani uhlov zvycajne ria-
dime.

1. Velkosti uhlov oznac¢ujeme pismenkami, zvycajne gréc-
kymi: «, 8, v, d, ¢, €, w, ... Ked vieme, Ze dva uhly maja
rovnaki velkost, oznaéime ju rovnakym pismenom. Nezaskodi
niekam napisat, preco si tieto uhly rovnaké.

2. Kreslime si velky obrazok. Aby bol prehladny a aby bolo
dost miesta na vSetky veci, ktoré tam neskor budeme chciet
doplnit, napriklad zistené velkosti uhlov.

3. Nepotrebujeme do obrazka pisat velkosti vSetkych uhlov,
ktoré vieme vypocitat. Napriklad z dvoch vrcholovych uhlov
sta¢i napisaf velkost len k jednému. Pomaéha to udrzaf si prehlad
o tom, ¢o vlastne robime. Ked ideme skusit nie¢o nové, nebojme
sa nakreslit si novy obrazok. Staré pokusy by len odvadzali nasu

3Tento pristup k dokazovaniu ekvivalencii je pomerne bezny. Objavi sa
napriklad v kapitole 2.4.3 pri dokaze Cevovej vety.
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pozornost. Na stary obrazok sa mozeme pozriet kedykolvek, ked
to bude potrebné.

4. Uhly ratame len vtedy, ked to vyzera nadejne. Mnoho veci
sa d& vyjadrit v re¢i uhlov, trebérs rovnoramennost trojuhol-
nika, kolmost ¢ rovnobeznost dvoch priamok, podobnost troju-
holnikov, os uhla. Aj to, ze tri body A, B, C lezia na priamke; to
nastéva vtedy, ked uhol ABC je priamy (mé velkost 180°). Ro-
zmyslite si, ako pomocou uhlov popisete vymenované situicie.
Napadla vam aj nejaka ind, ktora sa da popisat uhlami?

Pokial na obrazku ni¢ takéto nie je, tak ani uhly nem4 zmysel
pocitat, ved o ich velkostiach nebudeme vediet povedat takmer
ni¢.4

5. Uhol ozna¢ime (resp. pripiSeme velkost) len vtedy, ked to
potrebujeme. Nové pismenko na oznacenie uhla zavedieme len
vtedy, ked mame dobry doévod. Uvedieme si tri zndme dobré
dovody.

a) Uhol je nezavisly na velkostiach doteraz oznacenych uhlov.
(Napriklad v situécii z dokazu vety o stredovom a obvodom uhle
jeden uhol nestaci na to, aby zaroven popisal tvar trojuholnika
ASB a polohu bodu C' na obliku AB.)

b) Uhol sice je zavisly, ale nevieme ho dobre vyjadrit.

Toto nastane pri uvazovani uhlov pri tazniciach. Pre dany
trojuholnik ABC' s velkostami vntutornych uhlov «, 8,7 je sice
jeho taznica aj uhol pri nej jednoznacne urcena, ale my jeho vel-
kost pomocou o, 3,y vyjadrif pekne nevieme. ®> Preto ak chceme
jeho velkost pouzit dalej vo vypocétoch, treba ju oznacit novym
pismenkom.

c¢) Uhol vieme vyjadrit ,elegantne“ (bez hrubej sily a go-
niometrickych funkcif), ale vyjadrenie je zlozité ¢i neprehladné.
Napriklad oznacime treti uhol v trojuholniku v namiesto 180° —
a— (3, aby sme mali struc¢nejsie vSetky zapisy, ktoré sa tohto uhla

4Dobrym prikladom uhla, ktorého velkost je tazké vyjadrif, je uhol,
ktory zviera taznica so susednou stranou. Jeho velkost pomocou velkosti
vnutornych uhlov tohto trojuholnika vyjadrif nijako pekne nevieme. Nary-
sujte si niekolko trojuholnikov, ktorych vnatorné uhly st ,,pekné*“ a odme-
rajte uhol medzi taznicou z nejakého vrchola a protilahlou stranou. Co ste
zistili?

5Ale v principe sa to dat musi: ako davny vedici Feldo hovorieval, ¢o
nejde silou (trebars cez stredové a obvodové uhly), ide este vii¢sou (v tomto
pripade je to viacndsobné pouzitie kosinusovej a sinusovej vety; vela stastia).
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tykaju.

Pri po¢itani uhlov si treba ddvat pozor na to, Ze situdcia
nemusi vyzerat vzdy tak, ako ju mame nakreslenti. Moze sa stat,
ze body lezia na priamke ¢i na kruznici v inom poradi ako na
nasom obrazku. Potom niektoré uhly mozu mat zapornu velkost.
Priklad: Mame trojuholnik s vnutornymi uhlami «, 5 a nejaké
dalgie uhly, medzi nimi uhol s velkostou o — 5. N&§ obrazok
verne zachytava situdciu iba vtedy, ked o > 3. Pre a = 3 a
a < B si musime nakreslit iné obrazky a skontrolovat, ¢i nas
dokaz funguje aj tam.

Povedali sme si o poc¢itani uhlov dost na vyrieSenie jedno-
duchsich dloh, nuz podme na to.

2.1.1. Maéame dany pravidelny pdfuholnik ABCDE. Néajdite
sucet velkosti uhlov ACB, CAD a ADE.

2.1.2. Nakreslite si nejaky trojuholnik ABC tak, ze |AC| >
|AB|. Na jeho strane AC si vyznaéte bod D tak, aby platilo
|AB| = |AD| (bod D lezi na tsecke AC). Vieme navySe, ze
plati [SABC| — |3 ACB| = 30° (ale presné velkosti uhlov ABC
a ACB nepozname). Pokuste sa (aj bez znalosti vnitornych
uhlov trojuholnika ABC) zistit velkost uhla C'BD.

2.1.3. Majme obdlznik ABCD. Nech E a F oznacuji po-
stupne stredy jeho stran AD a CD. Priesecnik useciek AF a
EC ozna¢me G. Dokazte, ze uhly CGF a FBE maji rovnaka
velkost.

2.1.4. Blska Baska skace po dvoch rame-
nach uhla ako na obrazku. Vsetky jej skoky
st rovnakej dlzky. Zaéina z vrcholu uhla a po
siedmich skokoch sa vrati naspit do tohto
vrcholu. Aké je velkost uhla?

2.1.5. Nech V je ortocentrum trojuholnika ABC'. Dokazte,
Ze kruznice opisané trojuholnikom ABV, ACV a BCV maja
rovnaky polomer.

2.1.6. Zadany je nejaky pravouhly trojuholnik ABC'. Zostrojme
bod P tak, ze priamka PC' je kolmé na preponu AB a |PC| =
|BC| (bod P tymto nemusi byt jednoznaé¢ne urceny). Presvedéte
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néas, ze priamka BP je bud rovnobeznd alebo kolmé na os vnu-
torného uhla pri vrchole A.

2.1.7. Na polkruZnici nad priemerom AB lezi bod M. Na tsecke
AB lezi bod K. Stred kruznice prechddzajicej bodmi A, M, K
oznacme P a stred kruznice prechadzajicej bodmi M, K, B
ozna¢me (. Dokazte, ze body M, K, P a @ lezia na jednej
kruznici.

2.1.2 Uhly v kruzZniciach

Pozorny citatel si zaiste v§imol, Ze uhly sa vyborne pocitaju
v kruzniciach. Ak mame v zadani tetivové Stvoruholniky, pri-
rodzene sa ich snazime vyuzif na pocitanie uhlov. To pri na-
ro¢nejsich tlohach nemusi stacif, preto treba tetivové Stvoru-
holniky aktivne vyhladavat, aj ked v zadani o nich re¢ nebola
(ak sa ndm nedaria nacrty, nevahame pouzit rysovacie poméocky
a z presného obrdzka uhadnut, ktoré Stvorice bodov lezia na
kruZnici).

Uloha. Ostrouhly trojuholnik ABC, ktory nie je rovnoramenny,
je vpisany do kruznice k. Dokézte, Ze priesec¢nik osi strany AB
a osi uhla ACB lezi na kruznici k.

Riesenie. Co mdme dokdzat? Ze dve priamky a jedna kruznica
sa pretinaji v jednom bode. Na toto sa d4 divat tromi sposobmi:
vezmeme priesecnik dvoch z tychto troch objektov a pokisime
sa ukézaft, Ze treti objekt nim prechidza.b O

C Oznacme trebars M stred kratsieho

z oblukov AB, evidentne M leZi na osi

strany AB. Chceme dokazaft, ze bod M

leZi na osi uhla ACB. Co vieme o bode

M? Prevedieme to do rec¢i uhlov: troju-

holnik AM B je rovnoramenny. Staci sa

A B pozriet na obvodové uhly nad tetivami

M AM a BM a vidime, Ze

[FACM| = [JABM| = |[§ BAM| = [§ BCM]|,

6Tu sa treba vysporiadat s tym, Ze prieseénik dvoch priamok je uréeny
jednoznac¢ne (ak existuje), priese¢nik priamky a kruznice vSak uz nie. Pre-
myslite si to.
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¢ize C'M je osou uhla ACB.

Podobne sa tiloha vyriesi v pripade, ked za M vezmeme prie-
se¢nik osi uhla ACB s opisanou kruZnicou. (Spravte kompletny
dokaz toho, ze M potom musi leZatf na osi strany AB!)

Najhorsi pripad je, ked za M vezmeme prieseénik osi strany
AB a osi uhla ACB (kedy existuje?). Neprijemné je, Ze nevieme,
7ze bod M lezi na opisanej kruznici, a bez toho sa uhly rataja
tazko. Odporicame vyskiasat si to aspoii chvilu pred ¢itanim
dalsieho textu.

Ukézeme, Ze aj v tomto najtazsom ¢

pripade vieme tlohu vyrieSit podita-
nim uhlov. Najprv si pripomenime, zZe
os uhla je osou stimernosti tohto uhla:
osovéa sumernost podla osi uhla zobrazi
jedno rameno uhla na druhé. Predpo-
kladajme, ze |CB| < |C'A| a ozna¢me al
B’ obraz bodu B v spominanej osovej AWB
sumernosti (ak by bolo |CB| > |CA],

M

vymenime oznadenie bodov A a B).
Dalej nech P je priese¢nik osi uhla ACB so stranou AB. Aké
st predpoklady o bode M ? Potrebujeme vyuzit, ze M leZi na osi
strany AB. V re¢i uhlov to znamend, Ze uhly MAB a MBA
maji rovnakt velkost. Z definicie bodu B’ vieme, Ze aj uhly
MB'P a MBP maju rovnaku velkost. Takze uhly MAP a
M B’P st zhodné. Navyse body A a B’ lezia v tej istej polrovine
vzhladom na priamku CM, preto body A, M, P, B’ lezia na
kruZnici. Nemusia vsak byt v tomto poradi, preto rozlisime dva
pripady.

1. Body A, M, P, B’ lezia v tomto poradi na kruZnici. Z toho
vieme, ze uhly AM P a PB’C maja rovnakt velkost (lebo uhol
AB'P je doplnkom uhla AM P do priameho uhla). Preto aj uhly
AMC a ABC maju rovnaku velkost a Stvoruholnik AM BC je
tetivovy.

2. Body A, P, M, B’ lezia v tomto poradi na kruZnici. Toto
by mohlo nastat, len ak by bod M lezal vnutri trojuholnika
ABC (a teda by ur¢ite nebol na kruznici opisanej tomuto troju-
holniku). Uk4zeme si, Ze to nie je mozné. Predpokladajme teda,
Ze bod M lezi vnutri usecky C'P. Ozna¢me N stred strany AB.
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Bod P lezi vnitri tusecky AN (lebo bod C' je blizsie k bodu
B ako k bodu A), preto |[AP| < |BP| = |B’P|. V trojuhol-
niku APB’ musi oproti kratSej strane byt mensi uhol, teda
|$AB'P| < |9 B'AP|. Velkosti tychto uhlov médme vypoéitané,
¢ize mé platit 180° — 8 < «a. To je vSak zjavny spor s tym, Ze
a+ B+ v = 180°.

Z tejto tlohy si mozeme odniest dolezité ponaucenie. Do-
kazované tvrdenie sa d4 sformulovat tromi ekvivalentnymi spo-
sobmi. Tieto spbsoby vSak vedi k rézne naroénym doékazom.
Preto sktSame rozne formulacie dokazovaného tvrdenia; vybe-
rieme si z nich ta, ktora sa ,najviac hodi k predpokladom“. Sa-
mozrejme, niekedy je fazké sa rozhodnit, mozeme vsak chvilku
venovat kazdej z moznych formuldcii a potom si vybrat. Zvy-
Cajne si vyberame tak, aby sa tloha ¢o najviac zjednodusila,
aby obsahovala ¢o najmenej bodov a vztahov medzi nimi. Velmi
pomaéahaju praktické sktsenosti — mnozstvo prerieSenych tuloh.

Uloha. Na kruznici k opisanej trojuholniku ABC lezi bod P.
Oznac¢me D, E, F pity kolmic z bodu P postupne na priamky
BC, CA, AB. Dokazte, ze body D, E, F lezia na priamke. Mézu
tieto body lezaf na priamke, ak bod P nelezi na kruznici k7
Riesenie. Situécia nie je celkom jednoduchd; obrazok méze vy-
zeraf rozne a podla toho treba upravit dokaz pre jednotlivé pri-
pady (urobte si par prehladnych nacrtov). Co chceme dokdzat?
Ze tri body lezia na priamke. To sa da povedat v reéi uhlov via-
cerymi spoésobmi, napr. nam stac¢i, aby bol uhol DEF' priamy,
alebo aby uhly AFE a AFD boli rovnaké. Zatial nevieme, ako
presne sformulovat dokazované tvrdenie, ale bude sa hodit, ak
budeme poznat velkosti uhlov s vrcholmi v bodoch D, E, F.
Klicové je pohladat vhodné tetivové stvoruholniky, ostatok rie-
Senia je priamociary.

Bez ujmy na vSeobecnosti moézeme predpokladat, ze bod P
lezi vnutri oblika AC neobsahujaceho bod B (pre bod P leziaci
v niektorom z vrcholov trojuholnika ABC' tvrdenie plati tri-
vidlne). Bod E lezi potom vnutri tsecky AC. Pre bod F' mame
tri moznosti, bud lezi vnutri polpriamky AB, alebo vnitri pol-
priamky k nej opacnej, alebo je totozny s bodom A. Podobne
mame viacero moznosti pre bod D. Ukazeme si rieSenie pre pri-
pad, kde F' lezi vnutri useCky AB a D lezi vnutri polpriamky
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opacnej k CB.

Ak F lezi vnutri AB, body A, F, E, P leZia v tomto poradi
na kruZnici (Télesovej nad priemerom AP). Na popis situdcie
potrebujeme minimélne tri velkosti uhlov (dva na urcenie tvaru
trojuholnika ABC a jeden na urcenie polohy bodu P). Ozna¢me
si |YPAB| = . Stvoruholnik AFEP je tetivovy, preto uhol
PEF mé velkost 180° — ¢.

Ak ur¢ime velkost uhla PE D, budeme vediet, ¢i body D, E,
F lezia na priamke. Budeme preto hladat tetivovy Stvoruhol-
nik, ktorého vrcholmi st body P, E, D. Po chvilke zistime, Ze
najvhodnejsim kandidatom na stvrty vrchol je bod C. Naozaj,
D aj FE lezia na Télesovej kruznici nad priemerom CP. Z po-
lohy bodu D na priamke BC vieme, ze body P, E, C, D leZia
na kruznici presne v tomto poradi. Preto uhol PED je rovnaky
ako uhol PCD. NavySe vieme, Ze priamka PF oddeluje body D
aF.

Celkovo teda dostavame, ze body D, E, F lezia na priamke
prave vtedy, ked sucet uhlov PED a PEF je 180°. V naSom
pripade to nastane préve vtedy, ked | S PCD| = |SPED| = .
Uhol PCD mé velkost ¢ prave vtedy, ked je $tvoruholnik ABC P
tetivovy, ¢ize ked bod P lezi na opisanej kruznici trojuholnika
ABC. Tym sme zaroveii zodpovedali otdzku zo zadania. O

Vsimnite si, ze tvrdenia v geometrii sa ¢asto daji formulo-
vaf nielen ako implikécie, ale rovno ako ekvivalencie. Vyuzite
to pri rieSeni tlohy pre ostatné pripady polohy bodov D a F.
(Vzhladom na to, Ze nas doékaz bude fungovaf aj pri vymene
oznacenia bodov A a C' a zaroven D a F, uz nemusime rozo-
berat pripad, kde bod F je na polpriamke opac¢nej k AB a bod
D vnutri tsecky BC'. Takéto symetrie mozu usetrit dost casu,
v§imajte si ich.)

Uvedeny postup nie je jediny mozny. Vo vysSie rozobranom
pripade sa d& napriklad ukézaf, ze uhly AEF a DEC maju
rovnak velkost; z toho priamo vyplyva, Ze body D, E, F lezia
na priamke. Prec¢o by sme mali vyjadrovat velkost uhlov AEF
a DEC? Dovod je jednoduchy: ich velkost sa d4 z vhodného
tetivového stvoruholnika vyjadrit tak, Ze vyrazy nebudu zahftat
body D, E, F. Ostane ndm len situdcia s bodmi A, B, C, P a
tl raz-dva zvladneme. Dokoncite tento nacrt rieSenial
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Priamka obsahujtica body D, E, F sa nazyva Simsonovou
priamkou bodu P. V matematickych sitaziach sa moézeme na
tito priamku tymto menom odvolat a nemusime dokazovat, Ze
body D, E, F na priamke naozaj lezia.

2.1.8. Nech CD a BE su vysky trojuholnika ABC'. Dokazte,
ze trojuholniky ACB a ADFE st podobné.

Uloha. Dokazte, Ze obraz priese¢nika vysok v osovej simernosti
podla Tubovolnej strany trojuholnika lezi na opisanej kruznici.
Plati takéto tvrdenie aj pre obraz priesecnika vysok v stredovej
stmernosti podla stredu fubovolnej strany?

2.1.9. Dve kruznice ki a ko sa pretinaji v dvoch bodoch A
a B. Na kruznici k; st dalej dané dva rozne body C a D tak,
7e sefnica BC kruznice ki vytina na kruzmici ko dalsi bod F,
podobne se¢nica BD kruznice k1 vytina na kruznici ks bod F.
Dokazte, ze ak st tsecky DF a C'E rovnako dlhé, tak bod A je
rovnako vzdialeny od priamok BC' a BF.

2.1.10. V trojuholniku ABC ozna¢me M stred strany AC. Na
strandch AB a BC zvolme postupne body K a N. Dokézte, Ze
ak |[S M KB| = |94 MN B|, tak kolmice na strany AB, BC' a AC
postupne v bodoch K, N a M sa pretni1 v jednom bode. Zistite,
¢i plati aj opa¢na implikécia.

2.1.11. Nech ABCD je konvexny Stvoruholnik. Priamky AB,
CD sa pretinaju v bode K, priamky BC, AD sa pretinaja
v bode L. Os uhla AK D pretina priamky BC, AD po poradi
v bodoch @, S, os uhla ALB pretina priamky AB, C'D po poradi
v bodoch P, R. Stvoruholnik PQRS je konvexny. Dokazte, Ze
PQRS je kosostvorec prave vtedy, ked sa Stvoruholniku ABC'D
da opisat kruznica.

2.1.12. V trojuholniku ABC plati |S ABC| = 120°. Nad stra-
nami AB, BC st (zvonka) zostrojené rovnostranné trojuhol-
niky ABP a BCR. Stredy stran AB a BC ozna¢me M a K.
Zostrojme este jeden rovnostranny trojuholnik M KQ tak, zZe
body B a @ budt lezat v rovnakej polrovine uréenej priamkou
MK. Dokazte, ze body P, @, R lezia na jednej priamke.

Teraz si ukdzeme, ako pomocou velkosti uhlov popisat dotyk
kruznice a priamky (pripadne dvoch kruZnic).
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X Nech k je kruznica, ktora sa dotyka

k A priamky p v bode T'. Na priamke p zvo-

lime bod B rézny od bodu 7" a na kruz-

nici k£ bod A rozny od T. Usecka AT je

tetivou kruznice k a rozdeli tuto kruz-

nicu na dva obliky; budeme sa zaobe-

rat oblikom v polrovine opacnej k TAB.

© Uz vieme, Ze uhol TX A pre ITubovolny

T B bod X vnutri zvoleného oblika je vzdy

rovnako velky. Ideme skiimat, ako stvisi jeho velkost s velkostou
uhla AT'B (oznaéme ju ¢).

Potrebujeme vyuzit, ze priamka T'B je doty¢nicou kruznice
k. Cez uhly to vieme popisat tak, Ze je kolmé na polomer ST
(4no, je ¢as dokreslit si stred kruznice k; nazveme ho S). Uhol
ST A mé velkost 90° — ¢, preto uhol T'SA méa velkost 2. TakZe
velkost uhla TX A je ¢, ¢o je presne tolko, ako velkost uhla
ATB.

Nas vypocet velkosti uhlov vieme aj otoéit; spravte to. Cel-
kovo tak vieme dokézat, ze priamka T'B je doty¢nicou kruznice k
préave vtedy, ked uhol AT B m4 taku ista velkost ako uhol T X A.
Uhol AT B nazyvame usekovym uhlom; ekvivalencia, ktort sme
prave dokéazali, sa zvykne nazyvat veta o isekovom uhle a mo-
zeme ju pri rieSeni Gloh pouzivat bez dokazu. Premyslite si, ¢i
tsekovy uhol moze byt aj tupy.

Uloha. V lichobezniku ABCD s dlh$ou zékladiiou AB lez
vnutri strany AB bod E taky, ze kruznice opisané trojuholni-
kom ADE a BCFE sa dotykaju. Dokazte, Ze prieseénik priamok
AD a BC lezi na kruZnici opisanej trojuholniku CDE.
Riesenie. Kruznice (ADE) a (BCE) maju spoloény bod E,
preto tento bod musi byt ich dotykovym bodom.” Este sa v za-
dani hovori o prieseéniku priamok AD a BC, ozna¢me ho F.
Co mdme dokdzat? Ze $tvoruholnik DECF je tetivovy. Bod
F nem4 ziaden priamy vzfah k bodu E, preto by sa zle poci-
tali uhly, ktorych ramenom je priamka EF'. Preto sformulujeme
dokazované tvrdenie bez tychto uhlov: ideme dokdzat, Ze stdet
uhlov DFC a DEC je 180° (¢o bude stacit, lebo body E a F
lezia v roznych polrovinach uréenych priamkou CD).

7Ak to tak nevyzera na vaom obrazku, nakreslite si novy.
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Velkost uhla AF'B uréime napriklad z trojuholnika ABF.
Oznaéme si postupne « a 3 velkosti uhlov DAE a C BE, potom
|SABF| = 180° —a— 3. Ostava ukazat, ze velkost uhla DEC je
a+ f. Kruznice (ADE) a (BCE) maja v bode E spolo¢ni do-
ty¢nicu; oznac¢me K jeden z bodov tejto dotycnice leziaci vnutri
polroviny ABC'. Potom uhol DEK je usekovy a jeho velkost je
rovna zodpovedajicemu obvodovému uhlu DAE. Podobne uhly
CEK a CBE maja rovnaku velkost. Asi uz vidite, ze uhol DEC
mé pozadovanu velkost o + 3 a dokaz je kompletny. O

2.1.13. Nech bod I je stred kruznice k vpisanej do trojuhol-
nika ABC a nech T je prienik tejto kruznice s useckou BC.
Priamka rovnobeznd s priamkou I A prechadzajica bodom T
pretina kruznicu k£ po druhy raz v bode S. Doty¢nica ku kruz-
nici k& v bode S pretina tsecky AB a AC v bodoch C; a By
(v tomto poradi). Dokézte, Ze trojuholniky ABC a AB;C; st
podobné.

2.1.14. V rovnoramennom trojuholniku ABC' (|AB| = |BC|)
stredné priecka rovnobeznéa so stranou BC' pretne vpisanu kruz-
nicu trojuholnika ABC' v bode F', ktory nelezi na zédkladni AC.
Dokazte, ze dotycnica ku vpisanej kruznici v bode F' pretne os
uhla AC'B na strane AB.

2.1.15. Dany je rovnobeznik ABCD s prieseénikom uhloprie-
¢ok O. Body M, N su stredy useéieck BO, CD (v tomto po-
radi). Dokézte, Ze ak trojuholniky ABC a AMN st podobné,
tak ABCD je stvorec.

2.1.16. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC' so stredom opisa-
nej kruznice O. Nech T je stred kruznice opisanej trojuholniku
AOC'. Bod M je stredom strany AC. Body D a FE lezia po rade
na priamkach AB a CB tak, ze uhly M DB a M EB st rovnako
velké ako uhol ABC. Dokézte, ze priamky BT a DE s na seba
kolmé.

2.1.3 Dalsie tilohy

2.1.17. Je dany pravouhly trojuholnik ABC' s pravym uhlom
pri vrchole C. Nech CD je vyska na stranu AB, CF je taznica
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na stranu AB a CFE je os uhla BCA. (Body D, E aj F' lezia
na prepone AB.) Dokézte, ze uhly DCE a ECF maju rovnaki
velkost.

2.1.18. Kruznicu k so stredom S pretinaji dve roznobezné
priamky p a r. Priese¢nik P tychto priamok lezi zvonku kruz-
nice k. Priamka p prechaddza bodom S a pretina kruznicu k
v bodoch A a B, pricom bod B lezi na tuse¢ke AP. Priamka
r pretina kruznicu k v bodoch C a D, pricom bod D lezi na
tsecke C'P. Dizka DP je zhodné s polomerom kruznice k. Vy-
pocitajte velkosti vnitornych uhlov $tvoruholnika ABCD, ak
viete, ze uhol priamok p a r je .

2.1.19. Je dany ostrouhly trojuholnik ABC' s |CAB| = 45°.
Najdite vnitri tohto trojuholnika mnozinu bodov P takych, zZe
pre pity Pa, Pp, Pc kolmic z bodu P na strany BC,CA, AB
plati | PPy Po| = 45°.

2.1.20. Minule si Kubo listoval jednou ruskou zakladoskolskou
ucéebnicou matematiky a nasiel v nej zaujimava tlohu. Ked sa ju
jemu ani ostatnym vediicim nepodarilo vyriesit, povedal si, Ze do
alfy bude tak akurat. Tu je teda jej zadanie: Majme kruZnicu
s polomerom R a stredom S. Zvnutra do nej vpiSeme dalsich
pat kruznic ky, ko, k3, k4, ks, pricom kazda z nich prechadza
bodom S, m4a polomer R/2 a dotyka sa povodnej velkej kruznice.
Navyse k1 a ky st stredovo simerné podla bodu S — celi situéciu
mozno lepsie vidief na obrazku. Ulohou je dokézaf, ze obvod
vyznaceného utvaru je rovnaky, ako dizka velkej kruznice (Cize
obvod velkého kruhu). chyba obréazok..

2.1.21. Nech ABC je trojuholnik (|JAB| < |BC|) a S stred
kruznice donho vpisanej. Ozna¢me M stred tsecky AC a N
stred takého oblika AC' kruznice opisanej trojuholniku ABC,
ktory obsahuje bod B. Dokézte, Ze uhly SM A a SNB maja
rovnaku velkost.

2.2 Mocnost bodu ku kruznici

Mocnost bodu ku kruZnici, ktort predstavime za chvilu, je efek-
tivnym néstrojom v mnohych dlohach o kruzniciach. Ulohy za-
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radené v tejto ¢asti s viiésinou dost naroéné, ako vidno aj z ich
. . . . P L o ;.
povodného umiestnenia v séridch KMS. Odporucame citatelovi
najprv sa oboznamit s kruznicami v kapitole o poc¢itani uhlov.
V dalsom texte budeme dizku tsecky XY znacit XY miesto
obvyklého skolského oznacenia |XY|. USetrime si tym pisanie
zna¢ného mnozstva zvislych Giar a sprehladnime zépisy.

Uloha. Priamky AB a C'D maju spoloény bod M leziaci vnttri
polpriamok opa¢nych k AB a C'D. Dokazte, ze body A, B, C, D
lezia na kruznici prave vtedy, ked plati MA- MB = MC - M D.
(Névod: kedy st trojuholniky M AD a MC B podobné?)

V predoslej tlohe sme dokazali, ze ak vezmeme bod M le-
ziaci zvonku kruznice k a vedieme nim priamku, ktora pretina
kruznicu v bodoch A a B, tak hodnota st¢inu M A - M B neza-
visi od volby priamky (sefnice). Hodnota tohto stiéinu sa nazyva
mocnostou bodu M ku kruznici k.

Predstavme si, ze v popisanej situécii budeme se¢nicu posi-
vat tak, aby sa tsecka AB skracovala. Takto sa nakoniec dosta-
neme az do pozicie, ked priamka M A je doty¢nicou kruznice k
(v bode, ktory nazveme T'). Intuitivne o¢akévame, Ze aj v tejto
krajnej pozicii bude hodnota stdinu MA-MB = MT? taka ista
ako pre lubovolni seénicu. To vSak treba overit dokazom. Po-
vodny dokaz vychadzal z podobnosti vhodnych trojuholnikov;
viete také cosi vyuzit aj tu?

Treti sposob, ako vyjadrif mocnost bodu ku kruznici, vy-
uziva Pytagorovu vetu. Staéi ju pouzit pre trojuholnik M ST,
kde S je stred kruznice k a T spominany dotykovy bod. Dosta-
neme, ze MT? = MS? —r2, kde r je polomer kruznice k. Tento
sposob mé jednu vyhodu: Tahko sa d4 rozsirit na body M, ktoré
lezia vnutri kruznice k. Skutocne, pre kazdy bod M v rovine
kruznice k vieme uréit hodnotu M S? — r2. Tato hodnotu nazy-
vame mocnostou bodu M ku kruznici k. Vsimnite si, Ze mocnost
moze byt aj zdporné, a to prave pre body M leziace vnutri kruhu
uréeného kruZznicou k. Ako vyjadrite pomocou se¢nice mocnost
bodu M leziaceho vnutri kruznice k7 Ukazte, ze dostanete rov-

nakt hodnotu mocnosti ako pri pouziti vzorca MS? — r2.

Uloha. Dané st tisecky s dlzkami z a 3. Zostrojte tsecku dizky
vzy.

Riesenie. Vezmime si usecku, na ktorej lezia body A, B, C
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(v tomto poradi) tak, ze AB = z a BC = y. Ozname X a
Y priese¢niky Télesovej kruznice nad priemerom AC s kolmi-
cou na priamku AC v bode B. Zo znamych vlastnosti mocnosti
bodu ku kruznici vyplyva, ze BX -BY = BA-BC = zy. Pritom
BX = BY, preto BX = \/zy. O

Uloha. Dané je priamka p a body A, B leziace mimo tejto
priamky. Zostrojte kruznicu k, ktorad sa dotyka priamky p a
prechéddza bodmi A, B.

Riesenie. Je prirodzené zacaf si klast otazky. Co treba spra-
vit? Zostrojit kruznicu. Co potrebujem, aby som mohol zostrojit
kruznicu? Stred a polomer. Az ndjdeme stred, s polomerom ne-
bude problém; mame predsa dva jej body. Aha, dva mame, staci
akykolvek dalsi jej bod. No, ktory tak asi by sme mohli skusit
zostrojit? Okrem A a B je tu uz len jeden vyznamny bod, a
to dotykovy bod kruznice k a priamky p, nazvime ho 7. Co
vieme o bode T'? (Mftve ticho.) Ni¢. Co tak pridat si pomocny
element? Ako suvisia body A a B s priamkou p? Nuz, body
A, B urcuja priamku a jej prieseénik s p by mohol byt zauji-
mavy. Ozna¢me ho M. (Nemusi existovat, ¢o potom?) Bod M
pozname. V akom vztahu je s T? Keby sme poznali vzdialenost
MT, mame aj T. Znova: ¢o vieme o bode T7 Ktory predpoklad
sme nepouzili? Nuz, eSte sme nevyuzili, Zze p je doty¢nica ku
kruznici (ABT). Ano, kruznica a chceme ¢osi s dlzkami. A je to
tu, pre vzdialenost MT plati MT? = M A-M B. Vieme zostrojit
takto popisant vzdialenost MT? Kde bol takijto alebo podobny
vyraz? ... Citatel uz uréite zvladne rieSenie dokon¢it. O

2.2.1. Nech A a B st body v roznych polrovindch uréenych
priamkou m. Néjdite kruznicu k, ktora prechddza bodmi A a B
a na priamke m vytina tisek PQ minimalnej dizky (PQ je tetiva

2.2.2. Nech v lichobezniku ABCD plati AB || CD, |AB| >
|CD|, AC L BD. Ozna¢me O stred kruznice opisanej trojuhol-
niku ABC a E priese¢nik priamok OB a C'D. Ukazte, ze plati
rovnost

|BC|? = |CD|-|CE].
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2.2.3. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC' s priese¢nikom vy-
Sok V. Kruznica s priemerom AV pretina kruznicu opisanu tro-
juholniku ABC' v bodoch A a K. Priamka KV pretina tsecku
BC v bode M. Dokéazte, ze M je stredom tsecky BC.

2.2.1 Chordaly

S mocnostou bodu k jednej kruznici sme sa uZ trochu obo-
znamili. Pozrime sa na situdciu, v ktorej mame kruznice dve;
oznacme ich k1 (S1,71) a ka2(S2,72) — budeme predpokladat, ze
S1 # Se ary > ry. Ako vyzerd mnozina bodov, ktoré maja
rovnakt mocnost k tymto dvom kruzniciam?

Ako sme uz videli, mocnost bodu M ku kruzmici k(S,r)
vieme vyjadrit ako MT?, kde T je dotykovy bod Iubovolnej do-
ty¢nice z bodu M ku k. Z Pytagorovej vety dostaneme MT? =
MS? — r2. Toto nam umoziiuje definovat mocnost aj pre body
leziace vnutri kruznice k (z ktorych nevieme viest doty¢nice);
jednoducho mocnost bodu bude M S? —r? bez ohladu na polohu
bodu M. (Pre body M leziace vnutri k vyjda zdporné hodnoty.)

V zadanej situdcii mé pre bod M z hladanej mnoziny platit
MS? —r? = MS? — r2. Ked prevedieme konstanty na pravi
stranu a ozna¢ime V = M S? — M S3, dostaneme

V=MS} - MS?=ri—ri

Mnozinou bodov M s touto vlastnostou je priamka; nacrtneme
dokaz. Ked polozime bod M do bodu S, bude mat V hodnotu
—(r1 + 72)%. Prestivajme bod M po tsecke S;S, smerom k So,
hodnota vyrazu V spojito rastie, az v bode Ss je (r1 +12)2, ¢o je
viac ako rf —rZ. Preto niekde pocas presunu musela byt hodnota
vyrazu V presne ri —r3; ozna¢me M tito polohu bodu M. Pre
bod M leziaci na priamke m kolmej na S;52 prechadzajicej
bodom M plati z Pytagorovej vety

MS? — MyS; = MMZ = MS3 — MyS5,
¢ize MS? — MS3 = MoS? — MoS3 = r? —r3. Preto vietky body

M priamky m vyhovuji. Lahko sa ukéze, ze ked vezmeme bod
X leziaci mimo priamky M, bude pren hodnota vyrazu V taka
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istd, ako pre jeho priemet Xy na priamku S;53. Kedze vSak
Xo # My, bod Xy nevyhovuje (podla uvahy zo zadiatku).

Priamka obsahujica body s rovnakou mocnostou k dvom
danym kruzniciam sa nazyva chorddla tychto dvoch kruznic.
Preskimajte, ako vyzera chordéla v $pecidlnych pripadoch: pre
dve dotykajice sa kruznice, dve pretinajice sa kruznice, dve
kruznice bez spolo¢ného bodu. Viete ju v jednotlivych pripa-
doch zostrojit? Predstavme si, Ze jednu z kruznic nahradime
ykruznicou“ s nulovym polomerom, ¢ize bodom. Ostane tvrde-
nie o priamke v platnosti?

Uloha. Vezmime si dve rozne kruznice v rovine (Ziadna z nich
nelezi vnuatri druhej). Takéto dve kruznice urcite maju aspon
jednu spolo¢nti dotyénicu. Ozna¢me body dotyku jednej zo spo-
lo¢nych dotycnic s jednotlivymi kruznicami A a B. Dokazte, ze
chordéla tychto dvoch kruZnic rozpoluje tsecku AB. VyuZite
toto pozorovanie na zostrojenie chordaly.

Na tlohe z krajského kola MO (kat. A) si ukdZzeme, ako moze
byt chordala uZitocna.
Uloha. Vnitri stran CB a C'A ostrouhlého trojuholnika ABC
lezia body X a Y (v tomto poradi). Ozna¢me P priese¢nik tise-
¢iek AX a BY a @ prieseénik kruznic opisanych trojuholnikom
AXC a BYC (rozny od C). Dokazte, ze body C, P, @ leZia na
priamke prave vtedy, ked je Stvoruholnik ABXY tetivovy.
Riesenie. Co mdme dokdzat? Cosi o priamke s bodmi C, P, Q.
Co je to za priamka? Prechddza bodmi C a Q, ktoré st priesec-
nikmi kruznic (AXC) a (BY C). Potom vsak tato priamka musi
byt chordalou tychto kruznic. Bod P na nej lezi prave vtedy, ked
mé rovnaki mocnost ku kruzniciam (AXC) a (BY C), ¢ize ked
AP - PX = BP - PY. To v8ak nastane prave vtedy, ked body
A, B, X, Y lezia na kruZnici. O

Chordaly st zaujimavé, aj ked mame viac ako dve kruZnice.
Predstavme si, Ze mdme kruZznice k1, k2, k3. Oznacme p;; chor-
dalu kruznic k; a k;.

Tvrdenie. Priamky p12, p23 a p31 st bud navzajom rovnobezné,
alebo sa pretinaji v jednom bode.

Dokaz. Ak sa niektoré dve z nagich troch chordél pretni v neja-
kom bode M, tak aj tretia prechadza bodom M. Ani niet ¢o do-
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kazovat: bod M m4 rovnaki mocnost k dvom dvojiciam kruznic,
preto mus{ mat rovnaki mocnost ku vSetkym trom kruzniciam
ki1, ko, k3, a teda lezi aj na tretej chordale. O

Skuste toto tvrdenie vyuZif na dokaz toho, Ze osi strén a
vysky v trojuholniku sa pretinaju v jednom bode. Stac¢i ndjst
vhodné tri kruznice tak, aby chordaly dvojic tychto kruznic boli
osami stran (resp. vySkami) daného trojuholnika.

Pozndmka. Niekedy je vhodné divat sa aj na bod ako na
degenerovanu kruznicu s nulovym polomerom a stredom v tomto
bode. Premyslite si, ze tvrdenia o chordédlach platia aj pre takéto
degenerované kruznice.

2.2.4. Nech ABC je ostrouhly trojuholnik. Na stranidch AB a
AC zvolime po rade body M a N. Kruznice s priemermi BN
a C'M sa pretinaju v bodoch P a Q. Dokazte, ze body P, Q a
ortocentrum H trojuholnika ABC' lezia na priamke.

2.2.2 Dalsie tlohy

2.2.5. Nech AB je priemer kruZnice k a O je jej stred. Vnutri
usecky AB zvolme bod C. Uvazujme iba jeden z oblikov AB,
kolmica na AB cez bod C pretina tento obliuk v bode D. Kruz-
nica vpisand do utvaru CBD (t.j. dotykajuca sa kratsieho ob-
luka BD a tsefiek CB a CD) sa dotyka tsecky AB v bode J.
a) Dokazte, ze |AD| = |AJ|.
b) Dokézte, ze DJ je osou uhla CDB.

2.2.6. Dana je kruZnica k so stredom S a dva jej vonkajsie
body A, B. (Body A, B, S nelezia na jednej priamke.) Zostrojte
kruznicu k', ktora prechddza bodmi A, B a rozdeli kruZznicu k
na dva rovnako dlhé obluky.

2.2.7. Kruznica k1 sa v bode T zvonka dotyka kruznice ks.
Na ko uvazujme lubovolny bod P neleziaci na spojnici stredov
oboch kruznic. Bodom P vedieme doty¢nice ku k1, ktoré sa jej
dotknti v bodoch A a B. Priamky AT, BT pretnt ko znovu
postupne v bodoch C; D. Priamka CD pretne doty¢nicu ku ko
vedeni bodom P v bode M. Urcéte mnozinu vSetkych moznych
poléh bodu M, ked menime polohu bodu P.
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2.2.8. V ostrouhlom trojuholniku ABC plati |AC| < |AB|.
Body O, H, P st postupne stred kruznice opisanej trojuholniku
ABC, ortocentrum trojuholnika ABC' a pita vysky z vrcholu C
na stranu AB. Nech kolmica cez bod P na priamku OP pretina
priamku AC v bode Q. Dokazte, ze uhly PHQ a BAC maja
rovnaki velkost.

2.3 Obsah geometrickych utvarov

Vzorce pre pocitanie obsahov beznjch plosnych atvarov asi po-
zndme vietci.® O obsahoch viak existuje mnozstvo zaujimavych
loh; mnohé z nich boli dost pekné na to, aby sa zjavili v KMS.

2.3.1. Obdlznikovy platok mamutieho mésa vazil 6 kg. Rozde-
lili si ho traja praludia. Najprv obdlznik rozrezali na dva kusy.
Kratko na to jeden z nich znovu rozrezali na dva kusy. Oba tieto
rezy boli rovné. Vznikli takto tri trojuholniky a kazdy praclo-
vek si zobral jeden. Jeden z nich mal kus tazky ako aritmeticky
priemer zvysnych dvoch. Kolko vézili kusy mésa?

2.3.2. Vo stvorci ABCD oznacime stredy stran BC a CD
postupne X a Y. Nech Z je priese¢nik tseciek AX a BY . Porov-
najte obsah trojuholnika ABZ s obsahom S$tvoruholnika XCY Z.

2.3.3. Do kruZnice s polomerom 1 vpiSeme obdlznik so sirkou
b a vyskou h a rovnoramenny trojuholnik so zakladnou dizky
b, ktora je stcasne stranou obdlznika. Pre aké hodnoty h majt
obdiznik a trojuholnik rovnakyj obsah?

2.3.4. Dany je lichobeznik ABC'D (AB || CD, |AB| > |CD]).
Bodom D vedme rovnobezku so stranou BC a jej prienik s
priamkou AC ozna¢me FE. Dokézte, Ze obsahy trojuholnikov
ACD a EBC st rovnaké.

2.3.5. Vsetci pozname Pytagorovu vetu: Obsah Stvorca nad
preponou je rovnaky ako sucet obsahov Stvorcov nad odvesnami

8 Aspori tie zdkladné. Obcas sa vsak hodia aj tie, o ktorych v skole ani
nechyrovat: viete napriklad vyjadrit obsah tetivového $tvoruholnika pomo-
cou dlzok jeho stran? A ¢o sa stane, ak v tomto vzorci jednu stranu dame
rovnu nule? Dostaneme vzorec pre obsah trojuholnika?
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pravouhlého trojuholnika.

Mal by bajny matematik pravdu aj v pripade, Ze by sme na-
miesto Stvorcov pouzili

a) rovnostranné trojuholniky,

b) pravidelné Sestuholniky,

¢) pravidelné 2002-uholniky?

2.3.6. Na stene je nakresleny pravouhly trojuholnik ABC'. Nech
S je bod, v ktorom sa kruZnica vpisana trojuholniku ABC do-
tyka prepony AB. Zistite, ¢i sa obsah trojuholnika ABC dé
vypocitat ako |AS| - |BS|. Svoje tvrdenie zdovodnite.

2.3.7. Najdite stvoruholnik s obsahom

a) 8,5,

b) 8,25,
ktorého vrcholy leZia v prieseénikoch stvorcéekovej siete a ziadne
jeho dve strany nie st rovnobezné (obsah jedného Stvoréeka

je 1).

2.3.8. Dany je trojuholnik ABC'. Na strane AB lezi bod D tak,
7e je v jednej tretine tejto strany blizsie k bodu A. Na strane
BC lezi bod FE tak, ze je v jednej Stvrtine tejto strany blizsie
k bodu B. Na strane AC' lezi bod F tak, Ze je v jednej polovici
tejto strany. Zistite, aky je pomer obsahov trojuholnikov DEF
a ABC.

2.3.9. Dané st dva rovnobezniky ABCD a EFGH, pricom
bod D je totozny s bodom H, bod E lezi na strane AB a bod
C lezi na strane F'G. Dokazte, ze obsahy tychto rovnobeznikov
su rovnaké.

2.3.10. Na strane AB obdlzdnika ABCD si zvolme bod F. Os
usecky AF pretina uhlopriecku AC' v bode G. tsec¢ky F'D a BG
sa pretinaju v bode H. Dokazte, ze trojuholniky FBH a GHD
maju rovnaky obsah.

2.3.11. Na velkono¢nom obruse je uz s predstihom nakresleny
konvexny stvoruholnik ABC'D. Bod M je stred strany AB a bod
N je stred strany CD. Velkonoény zajacik si (tiez s predstihom)
vsimol, Ze tseCka M N rozdelila $tvoruholnik ABC'D na dve
Casti s rovnakym obsahom. Dokazte, ze ABC D je lichobezZnik.
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2.3.12. Rozdelte pravidelny Sestuholnik na p#f casti s rovna-
kym obsahom len pomocou pravitka a kruzidla. Casti st stvislé
a nemusia mat rovnaky tvar.

2.3.13. V rovine je dany rovnostranny trojuholnik ABC'. Do-
kazte, ze existuje kladnd konstanta k taka, Ze pre kazdy bod X
danej roviny moZzeme vhodne zvolif znamienka + a — tak, Ze
plati

:|:7)1 :|:’U2:|:U3 = k,

kde vy, vo, v3 st postupne vzdialenosti bodu X od priamok AB,

BC, CA.

2.3.14. V rovine mame dant tse¢ku AB a tieZ mame zadant
dlzku h. Uvazujme vietky mozné body C také, ze v trojuholniku
ABC bude mat vyska na stranu AB velkost h. Pre ktory z tychto
bodov C je stéin velkosti vysok trojuholnika ABC najvicsi?

2.3.15. V rovine je dany konvexny péfuholnik ABCDE, pre
ktory plati |AB| = |BC|, |CD| = |DE|, |[<ABC| = 150°,
[SCDE| = 30° a |BD| = 2 km. Zistite obsah pituholnika
ABCDE.

2.3.1 Hladanie extrémneho obsahu

Casto je ilohou uréif najvicsi alebo najmensi mozny obsah tt-
varu spliiajiceho dané podmienky, pripadne dokéazat nerovnost
pre obsahy, ktora je priamo zadana.

Uloha. ObdlZnik ma obvod 40 cm. Aky najvicsi obsah moze
mat?

Riesenie. Ozna¢me’ dlzky stran nasho obdlznika a, b. Zo vztahu
pre obvod obdlZnika vieme, Ze a 4+ b = 20. Zaujima néas maxi-
malna hodnota vyrazu S = ab.

Bolo by pekné, keby sme mohli skiimat vyraz S bez vizby
a+b = 20. D4 sa napriklad vyjadrit b = 20 —a a toto vyjadrenie
dosadit do S, ale ukdZeme si nieco lepSie. Nech a = 10 + ¢,
b = 10 — t (nepokazime symetriu a zbavime sa vizby). Potom
S = 10 — t2, ¢&ize S zjavne nepresiahne hodnotu 10 a rovnost
nastane len pre ¢t = 0, ¢ize ked nas obdlznik je Stvorec. O

9 Name and conquer. Mozog priemerného ¢loveka si viak vie kratkodobo
pamiitat len asi sedem veci, takZe to s oznadovanim netreba prehanat.
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Uloha. Dokézte, ze Stvoruholnik s uhloprieckami dizky 1 mé
obsah najviac 1. Pre aky Stvoruholnik sa nadobida maximum?
(Navod: odvodte alebo vyhladajte v tabulkich vzorec pre obsah
Stvoruholnika, ktory vychéadza z dlzok uhlopriecok.)

2.3.16. Rovnoramenny trojuholnik s ramenami s dizkou8 cm
budeme volat osmickovy. Odpovedajte na nasledujice otazky a
svoje odpovede odovodnite.

trojuholnika, tym je v&csi jeho obsah?

b) Majme osmickovy trojuholnik, ktorého velkost uhla oproti
zékladni je 30°. Kolkokrat by sme museli tento uhol zvacsit
(zmensit), aby sa obsah trojuholnika zdvojnasobil?

c) Existuje dvojica nezhodnych osmickovych trojuholnikov
s rovnakym obsahom? Ak &no, opiSte takéto dvojice.

2.3.17. Aky najvicsi obsah moze mat rovnobeznik s obvodom
20 cm?

2.3.18. V rovine lezi pit bodov O, A, B, C, D, pricom A, B, C,
D st vrcholmi konvexného stvoruholnika. Pre ich vzdialenosti
plati |[OA| < |OB| < |OC| < |OD|. Dokézte, ze pre obsah P
stvoruholnika ACBD vzdy plati

2P < (|OA| +|0D)(JOB| +|0CY) .

Zistite, kedy nastava rovnost.

2.3.19. Vezmite si krajcirsky meter a vystrite ho na zem. Po-
tom ho prelozte pozdlz niektorej priamky prechadzajtcej jeho
stredom tak, aby prekryvajace sa Casti krajéirskeho metra vy-
tvorili trojuholnik. Zistite, pre ktort z tychto priamok bude mat
trojuholnik najmensi obsah.

2.3.20. Vnutri daného uhla s vrcholom V je dany bod P. Vedte
bodom P priamku p tak, aby mal trojuholnik AV B minimalny
obsah, pri¢om A, B st priese¢niky priamky p s ramenami uhla.
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2.3.21. Nech ABCD je konvexny $tvoruholnik. Ozna¢me A’,
B', C', D' (v tomto poradi) obrazy bodov A, B, C, D v osovych
stmernostiach podla tej uhlopriecky, na ktorej nelezia. Dokazte
nasledujice tvrdenia:

a) Ak ABCD je lichobeznik a A’B'C’D’ je §tvoruholnik, tak
A’B'C'D’ je tieZ lichobeznik.

b) Ak S je obsah $tvoruholnika ABC'D a S’ je obsah $tvoruhol-
nika s vrcholmi v bodoch A’, B’, C’, D', tak S’ < 385.

2.4 Pomery vzdialenosti a obsahov

V tejto Casti sa pozrieme na stvislost medzi pomermi vzdiale-
nosti a pomermi obsahov trojuholnikov. Obozndmime sa s me-
tédami vhodnymi nielen pri vypoctoch, ale aj pri dékazoch.

2.4.1 Podobnost

Podobnost trojuholnikov pozndme zo skoly. To ndm umozni vy-
riesit zopar jednoduchych tloh.

Uloha. Pomer zodpovedajtcich si stran dvoch podobnych tro-
juholnikov je 7. Aky je pomer ich obsahov?

Uloha. Dany je lichobeznik ABCD s dlhsou zékladiiou AB a
priese¢nikom uhloprie¢ok P. Vieme, Ze obsah trojuholnika ABP
je 16 a obsah trojuholnika BC'P je 10.

a) Vypoditajte obsah trojuholnika ADP.

b) Vypoditajte obsah lichobeznika ABCD.

2.4.1. V nejakom rovnobezniku ABC'D (ktorého rozmery ne-
vieme) si na strane BC' zvolime lubovolne bod E. Priamka AE
pretne uhlopriecku BD v bode G a priamku DC v bode F' (F
lezi na polpriamke DC za bodom C'). Dokézete zistif velkost
usecky EF (v cm), ak viete iba tolko, ze plati |[AG| = 6cm a
|GE| = 4cm?

2.4.2. V rovnostrannom trojuholniku ABC (|AB| = |BC| =
|AC| = 10cm) oznaéme D pitu vysky z vrchola A. Nad AD
(ako nad priemerom) zostrojme kruznicu, ktord pretina strany
AB a AC v bodoch E a F. Vyratajte pomer dlzok |EF| : |BC|.
Zévisi tento pomer od velkosti strany trojuholnika ABC?
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Uloha. Dany je lichobeznik ABCD s dlhsou zékladiiou AB.
Nech X, Y st po rade prieseéniky dvojic priamok AD a BC),
AC a BD. Dokézte, ze body X, Y a stredy Sy, Ss usec¢iek AB,
CD (v tomto poradi) lezia na jednej priamke.

Riesenie. Tato tloha je formulovana ako dékaz, ni¢ ndm nekazali
pocitat. Nie je velmi jasné, kde zacat. V prvom rade: o mdme
dokdzat? Ze styri body lezia na priamke. Ako vieme, dva body
leZia na priamke vzdy, ale tri uz nemusia. Cize aj ked si z bodov
X.,Y, 51, Se vyberieme niektora trojicu, dostaneme netrivialne
tvrdenie. Ktor1 trojicu si vybrat, aby sa ¢o najlahsie dokazovalo,
Ze jej body lezia na priamke? Vyberieme trojicu tak, aby sme
stratili ¢o najmenej predpokladov. Medziinym zadanie hovori,
ze tseCky AB a C'D st rovnobezné, vyberieme preto trojicu Sy,
Sa, X, lebo obsahuje stredy tychto tiseciek.

Teraz spravime drobny trik: miesto bodu S; vezmeme bod
S, ktory je prieseénikom priamky XSs s tse¢kou AB, a do-
kidzeme, ze bod S je totozny s bodom S;.'° Inymi slovami,
ukdzeme, ze bod S rozdeluje tsecku AB v jej strede, ¢ize AS] :
S1B = 1. Kedze tse¢ky AB a CD sa rovnobezné, madme mnoz-
stvo dvojic podobnych trojuholnikov, ktoré maja spolo¢ny vr-
chol X. Na zédklade tychto podobnosti vieme poratat kadejaké
pomery a dokézat, ze AS] : S;B = CSy : SaD. Podrobny plédn
vypoctov i vypocty samotné nechdme na Citatela.

Ukéazeme si eSte jedno rieSenie tejto tlohy. Jeho jednodu-
chost spociva v tom, Ze vypocty z predoslého odseku sa daja
spravit vSeobecne a vysledkom st zndme vlastnosti rovnolah-
losti. Na tie sa mozeme priamo odvolat a vSetkym vypoctom sa
tak vyhneme.

Kazdé dve rovnobezné tisecky st rovnolahlé dvomi spésobmi,
stredom jednej rovnolahlosti je bod X, druhej bod Y z naSej
tlohy. Rovnolahlost so stredom v bode X zobrazujtca tsecku
AB na tsecku C'D zobrazi stred jednej zédkladne do stredu dru-
hej zakladne, preto stredy zakladni a bod X lezia na priamke.
Analogicky stredy zakladni a bod Y lezia na priamke. Hotovo.

O

10Dobre si premyslite, Ze tento obrat naozaj vedie k dokazu toho, ¢o
chceme. Podstatna je jednoznacnost bodov S1 a S}
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2.4.3. Nech CD a BE st vysky trojuholnika ABC. Aky je po-
mer polomerov kruznic opisanych trojuholnikom ADE a ABC?
Vyjadrite ho pomocou velkosti stran a uhlov trojuholnika ABC.

2.4.4. V rovnobezniku st na diagonale AC zvolené body F a
F tak, 7e |AE| = |FC|. Priamka BF pretne stranu CD v bode
G a priamka BFE pretne stranu AD v bode H. Dokéazte, ze plati
GH || AC.

2.4.5. V trojuholniku ABC je vSetko oznacené ako obvykle.
Ak je uhol o dvakrat taky velky ako uhol 3, tak a? = b(b + c).
Dokéazte. Plati aj obratena implikacia?

2.4.2 Vlastnosti osi uhla

Uloha. Os vnitorného uhla AC'B pretina stranu AB trojuhol-
nika ABC v bode D. Vyjadrite hodnotu pomeru AD : BD
pomocou dizok stran trojuholnika ABC.'!

Riesenie. Na tejto tlohe si ukdzeme klicovi mySlienku tejto
kapitoly: budeme prevadzat pomery dlzok tse¢iek na pomery
obsahov trojuholnikov'? a naopak. Treba zistit velkost pomeru
AD : BD. Trojuholniky ADC a BDC maju spolo¢ni vysku
z vrchola C, preto pomer ich obsahov je rovnaky ako pomer

zékladni:
[ADC] iAD-v AD

[BDC]  iBD-v BD’
Aké€ st predpoklady v zadani? Bod D lezi na osi uhla. Toto mu-
sime nejako vyuzit. Os uhla je mnozinou bodov istej vlastnosti:
jej body st rovnako vzdialené od ramien uhla. Inak povedané,
vysky trojuholnikov ADC a BDC z vrchola D st rovnako velké
(rovné vzdialenosti d bodu D od ramien uhla ACB). Preto po-
mer obsahov tychto trojuholnikov zodpoveda pomeru zékladni:

[ADC]  1AC-d  AC

[BDC] ~ 1BC-d  BC’

11 Aby sme do omrzenia nepisali zvislé &iary, budeme dizku tsecky XY
znadit len XY miesto | XY|. Takto je to zauzivané napriklad v angli¢tine.

12Pre obsahy trojuholnikov (alebo aj injch mnohouholnikov) si v du-
chu zasady ,name and conquer* zavedieme oznacenie: [XY Z] bude obsah
trojuholnika XY Z, [PQRS] bude obsah $tvoruholnika PQRS atd.
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Celkovo teda dostavame AD : BD = AC : BC. Tento vysle-
dok a pouziti metédu si dobre zapamitajte, eSte sa nam zidu.
(Kontrolné otézka: funguje cely dokaz aj pre trojuholnik s tu-
pym uhlom pri vrchole C' alebo A7) O
Sktste vyriesit tato tlohu inak; napriklad vyuzite na vy-
jadrenie obsahov trojuholnikov ADC' a BDC' vzorec typu S =
%ab sin~y.
2.4.6. Na strane BC lichobeznika ABCD (BC' || AD) je zostro-
jeny bod P tak, ze | APM| = |4 DPM]|, kde M je prieseénik
uhloprie¢ok AC a BD. Dokazte, ze bod B je rovnako vzdialeny
od priamky DP ako bod C od priamky AP.

2.4.7. Vnutri strany AC trojuholnika ABC lezi bod D taky,
ze |AB| = |CD| a uhly ACB a ABD maja rovnaka velkost. Os
uhla C'AB pretina stranu BC' v bode E. Dokéazte, ze priamky
AB a DE st rovnobezné.

2.4.3 Na co prisli Ceva a Menelaos

C

Vezmime si bod P, ktory lezi vnutri trojuholnika ABC.
Oznac¢me postupne K, L, M priesecniky priamok AP, BP, CP
so stranami BC, CA, AB (v tomto poradi). Ak pozname vel-
kost pomerov BK : CK a CL : AL, je poloha bodu P jed-
noznacne uréend. Preto vieme vypocitat aj pomer AM : BM.
Zaujimavé na tejto hodnote je, ze nezavisi od vlastnosti troj-
uholnika ABC'; na jej urcenie stac¢i poznaf hodnoty pomerov
BK :CK aCL: AL.

Ako sme uviedli v kapitole 2.4.2, pomery vzdialenosti sused-
nych tseciek sa dobre daju previest na pomery obsahov trojuhol-
nikov. V nasom pripade mozeme pomer AM : BM vyjadrit ako



POMERY VZDIALENOSTI A OBSAHOV o1

[AMP] : [BM P] alebo ako [AMC] : [BMC]. Ani jedno z tychto
vyjadreni nie je velmi dobré: ak by sme podobne vyjadrili po-
mery BK : CK a CL : AL, dostaneme pomery obsahov na-
vzdjom roznych trojuholnikov, o ktorych vztahu nevieme skoro
ni¢ povedat. V8imnime si vSak, ze [APC| = [AMC] — [AMP] a
[BPC] = [BMC] — [BMP]. Z tohto vyplyva, ze AM : BM =
[APC] : [BPC| — ¢iZe nas pomer vieme dokonca vyjadrit aj
ako pomer obsahov trojuholnikov, v ktorych AM a BM nie
st stranami (iba udévaji pomer vySok dvoch trojuholnikov so
spolo¢nou zakladnou). Navyse BK : CK = [BPA] : [CPA] a
CL: AL = [CPB] : [APB]. Celkovo teda

AM BK CL _[APC] [BPA] [CPB]
BM CK AL [BPC] [CPA] [APB]

=1

7 tohto vzfahu vieme ihned dopocitat jeden z pomerov AM :
BM, BK : CK, CL : AL, ak pozname zvys$né dva.

Uvedeny vztah medzi pomermi vieme obratit: ak pre priecky
AK, BL, CM plati, ze stcin pomerov, v ktorych body K, L,
M rozdeluju protilahlé strany, je rovny jedna, tak priecky AK,
BL, CM prechadzaju jednym bodom. Dokaz je velmi Tahky, ak
vyuzijeme opac¢nu implikaciu, ktort sme uz dokéazali. Nech P
je priese¢nik priamok AK a BL. Vezmime si bod M’, ktory je
priese¢nikom priamky CP so stranou AB. Podla dokdzaného
tvrdenia plati

AM' BK CL 1 AM BK CL

B CK AL =1, z predpo aduzasem~ﬁ-ﬂ—
Preto AM : BM = AM' : BM’ a bod M’ je totozny s bodom
M. Inak povedané, priamky AK, BL, C M prechadzaju jednym
bodom.

S pozorovanim o pomeroch, v ktorych priecky prechadzajtce
jednym bodom rozdeluji protilahlé strany trojuholnika, prisiel
pan Ceva v roku 1678, prvy dokaz vsak vraj pochadza uz z je-
denasteho storocia.

V dokaze Cevovej vety sme asi nijako podstatne nevyuzili, ze
bod P je vnutornym bodom trojuholnika ABC. MozZete skusit
platnost vety rozsirit aj na body P leziace mimo trojuholnika
ABC. Treba si davat pozor pri dokaze opacnej implikacie: ten
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je zaloZeny na tom, Ze existuje prieseCnik priamok AK a BL,
¢o nemusi byt pravda, ak aspori jeden z bodov K a L lezi mimo
stran trojuholnika ABC' (strany tu berieme ako tsecky, budeme
vSak chciet, aby body K, L, M lezali priamkach, na ktorych
lezia strany).

Vyskusajte si vyuzit odvodeny vztah pri rieSeni nasledujicej
alohy.

Uloha. Nech X je vnitorny bod trojuholnika ABC. Oznaéme
K a L prieseéniky priamok AX a BX so stranami CB a CA.
Dokézte, ze priamka KL je rovnobeznéa s AB prave vtedy, ked
bod X lezi na taznici z vrchola C.

Dalsim uzitoénym nastrojom pri vypoétoch s pomermi je
Menelaova veta. Vezmime si trojuholnik ABC' a priamku, ktora
neprechadza ani jednym z jeho vrcholov. Uvazujme situéciu,
v ktorej tato priamka pretina strany C'A a C'B vo vnatornych
bodoch M a L a polpriamku AB v bode K. Je jasné, ze ak su
dané dva z bodov K, L, M, je treti jednoznacne urceny. Preto
ak pozname dva z pomerov AK : BK, BL : CL, CM : AM,
mali by sme vediet dopocitat treti.

KedZe chceme pocitat pomery, hodilo by sa nieco, ¢o umozni
pomery prendsat. Napriklad dvojice podobnych trojuholnikov.
Tie najlahsie vznikajt z rovnobeziek, ale ziadne na obrazku ne-
mame, nuz si tam jednu doplnime. Pravdepodobne na tom pri-
li§ nezélezi, ktori; skisme trebars rovnobezku s priamkou AB
prechédzajicu bodom M. Ciel tohto dokreslenia je presunit po-
mer CM : AM na priamku BC, kde uz mame pomer BL : C'L.
Oznac¢me X priesecnik dokreslenej rovnobezky s priamkou BC
evidentne CM : AM = CX : X B. Ostava presuntf na priamku
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BC pomer AK : BK, a to asi tak, ze usecku AK rozdelime,
lebo AB: MX aj BK : M X vieme Tahko preniest na priamku
BC'. Plati

AK AB MX - B¢ BC-LX
ol = —— X o
BK BK MX - EL BL-CX
Potom
AK BL CM () BC-LX\ BL CX _
BK CL AM BL-CX) CL XB
7 BL~CX+BC'LX71
N CL-XB B

(pri poslednom kroku sme vyuzili, ze BC = CL+ LB a BX =
BL+ LX; doplnte zdévodnenie toho, ze bod L lezi vnutri tsecky
XB).

Z tohto dokazu si méZeme odniest ponaucenie: vypocty mozu
byt aj dlhé, ale ak postupujeme cielavedomo a podla dobrého
plénu, nestratime sa (preéitajte si eSte raz popis planu pred
samotnymi vypoctami). Trocha sme si mohli pomdct tym, Zze
by sme si useky BL, LX, XC oznacili trebars x, y, z; zapisy
pomerov by boli stru¢nejsie. Nabudtce uz budeme vediet. :)

Premyslite si, za akych podmienok sa d4 dokazana implikacia
obratit — kedy zo vzfahu medzi pomermi vieme usudit, Ze body
K, L, M lezia na jednej priamke.

2.4.8. Majme trojuholnik ABC' s tupym uhlom pri vrchole C' a
bod D na strane BC taky, ze |AC|+|AB| = 2| AD|. Taznica CM
pretina priamku AD v bode N. Dokézte, ze |AN| < 2|ND|.

2.4.9. Priamka prechadzajuca taziskom T trojuholnika ABC
pretina stranu AB v bode P a stranu CA v bode ). Dokéazte,
ze

4.PB-QC < PA-QA.

2.4.4 Dalsie tlohy

2.4.10. Dany je trojuholnik ABC. Bod B’ je obraz bodu B
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v stredovej stimernosti so stredom C, bod C’ je obraz bodu C
v stredove]j stimernosti so stredom A a bod A’ je obraz bodu A
v stredovej stmernosti so stredom B.

a) Zistite pomer obsahov trojuholnikov AC' A" a ABC.

b) Zmazeme body A, B, C' a ostani len body A’, B’, C’. D4 sa
z tychto troch bodov zrekonstruovat trojuholnik ABC? Svoju
odpoved tplne zddvodnite.

2.4.11. Je dany lichobeznik ABCD s dlhsou zakladiiou AB.
Vnutri strany BC' lezi bod K. Z bodov C, B zostrojme rovno-
bezky s priamkami KA, KD (v tomto poradi). Dokézte, Ze sa
tieto rovnobezky pretni na priamke AD.

2.4.12. Nech @ je stred pripisanej kruznice k trojuholniku
ABC, ktora sa dotyka zvnutra strany BC. Nech M je stred
strany AC a P prieseénik M Q a BC. Dokézte, 7e |AB| = |BP],
ak |[SBAC|=2-|4ACB|.

2.5 Geometrické zobrazenia

Pri rieSeni geometrickych tloh ¢asto pom6zu zobrazenia: posu-
nutie, otodenie, osova stmernost, rovnolahlost, projektivne zo-
brazenia ¢i kruznicova inverzia. Ich pouzitie nie je vzdy zrejmé
na prvy pohlad a vyzaduje skisenosti. Citatelovi odporacame
pred riesenim tloh v tejto kapitole nastudovat si nieco o geomet-
rickych zobrazeniach, alebo aspoii premysliet si odpovede na
otazky tohto typu: Co dostaneme zloZenim posunutia a otode-
nia? Aké zobrazenie moze byt vysledkom zloZenia dvoch rov-
nolahlosti? Kolko méze existovat otodeni ¢i rovnolahlosti, ktoré
zobrazia jednu dant tsecku na druhtt dant usecku? Kedy ma
zlozenie 1001 stredovych stumernosti pevny bod? (Pevny bod
zobrazenia je bod, ktory toto zobrazenie ponechd na mieste.)
Preco st dve dotykajice sa kruznice rovnolahlé so stredom rov-
nolahlosti v bode dotyku?

2.5.1 Otocenie

Uloha. Vnittri kratsieho oblika BC' kruznice opisanej rovno-
strannému trojuholniku ABC' zvolime Tubovolny bod P. Do-
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kazte, ze |AP| = |BP| + |CP|.

Riesenie. Ideme s¢itavat dlzky tiseciek. Kedysi davno na zaklad-
nej skole nas naudéili séitavat dlzky tseciek graficky; to teraz vy-
uzijeme. Na polpriamke BP zvolme bod C’ tak, aby |PC’'| =
|PC|. Treba dokézat, ze |BC’'| = |AP].

Najprv si treba uvedomit, ¢o vieme o bode P. V podstate
jedind jeho zadand vlastnost je, Ze lezi na istom obluku, ¢ize
uhol CPB mé4 velkost 120°. Prevedieme to na tvrdenie o bode
C’: uhol CPC’ m4 60°. Potom v8ak rovnoramenny trojuholnik
CPC’ musi byt rovnostranny.

Vratime sa k tomu, ¢o mame dokazaf. Usecky AP a BC' st
zhodné prave vtedy, ak existuje zhodné zobrazenie, ktoré zobrazi
jednu na druhi. KedZe nie st rovnobezné, treba jednu z nich
pootoc¢it. Vhodnym kandiddtom na stred otocdenia je prieseénik
osi usefiek AB a PC’, ¢ize bod C. (Druhym kandiddtom je
prieseénik osi tseciek AC’ a BP, ale o tomto bode nevieme
ni¢.) No a naozaj otolenie so stredom v bode C o 60° v smere

hodinovych ruciciek zobrazi C’ na P a B na A, preto su tsecky
BC" a AP zhodné. O

2.5.1. Méame pravouhly rovnoramenny trojuholnik ABC' s pra-
vym uhlom pri vrchole C'. K nemu je prilozeny pravouhly rovno-
ramenny trojuholnik CDFE s pravym uhlom pri vrchole C' tak,
ze polpriamka CD je totozna s polpriamkou C'B. Ozna¢me P,
@, R, S postupne stredy tuseciek AB, BD, DE, EA. Dokazte,
ze Stvoruholnik PQRS je Stvorec.

2.5.2. Nad kazdou stranou rovnobeznika zostrojime zvonku
stvorec. Dokazte, ze

a) Stvoruholnik urceny stredmi tychto Stvorcov je tiez Stvo-
rec.

b) uhlopriecky tohto nového Stvorca prechddzaju prieseéni-
kom uhloprie¢ok pdévodného rovnobeznika.

2.5.3. Dany je rovnostranny trojuholnik ABC' s taziskom O.
Na stranach AB a AC vyznac¢me po rade body K a M tak, aby
platilo [ KOM| = 60°. Dokézte, ze obvod trojuholnika K AM
je rovny dlzke strany AB.
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2.5.2 Rovnolahlost

Budeme predpokladat, Ze ¢itatel je obozndmeny so zdkladnymi
vlastnostami rovnolahlosti: priamka sa zobrazi v rovnolahlosti
na rovnobeznt priamku, kruznica na kruznicu, ... Kazdé dve
kruZnice ohrani¢ujtce kruhy bez spolo¢ného bodu st rovnolahlé
dvomi sposobmi. Specidlne je zaujimavé, ze dve dotykajice sa
kruznice st rovnolahlé v rovnolahlosti so stredom v bode dotyku.
Toto sa ¢asto da vyuzif pri dokazoch i konsStrukciach.

Uloha. Kruznice k a £ sa zvnitra dotykaji v bode A. Doty¢nica
v bode B ku kruznici ¢ pretina kruznicu k v dvoch réznych
bodoch C' a D. Dokézte, ze priamka AB prechadza stredom
obluka C'D neobsahujiceho bod A.

Riesenie. Aké mdme predpoklady? Priamka C'D sa dotyka £ v B
a k a £ sa dotykaju v A. Existuje teda istd rovnolahlost so stre-
dom v A, ktora zobrazi ¢ na k. Kam sa zobrazi priamka CD?
Na priamku dotykajacu sa kruznice k v bode T, ktory lezi na
priamke AB (lebo T je obraz B v nasej rovnolahlosti). C'o mdme
dokdzat? Ze T je stred oblika CD. To je vSak jasné z toho, Ze
priamka C'D je rovnobezné s doty¢nicou v bode T'. O

Uloha. Zostrojte kruznicu k, ktora sa dotfka danej kruznice m
a danych priamok p a q.

Rieenie. Na prvy pohlad nie je jasné, ¢o robif. Kruznica k mé
spliat tri podmienky zéaroveii. Skiisime jednu z nich vypustif
a sktimaf, ¢i vieme zostrojit vSetky kruZnice, ktoré spliiaju as-
poni dve zo zadanych troch podmienok. Vyberieme si dotyky
s priamkami p a ¢ (vyskasajte, ¢o dostaneme pre kombinéciu
inych dvoch podmienok).

Predpokladajme, Ze priamky p a ¢ sa pretinaju v bode P
(Go v situdcii, ak st p a ¢ rovnobezné?). Mnozina stredov nasich
kruznic dotykajucich sa p a g je tvorena dvomi na seba kolmymi
priamkami, osami uhlov, ktoré zvieraju priamky p a ¢. Keby sme
poznali stred kruznice k, uz by sme ju vedeli zostrojit. Pomohlo
by ndm, keby sme poznali aspoii jeden bod kruznice k7 Pozrieme
sa na to blizsie.!?

13Budeme dufat, ze metédy pouzité pri vyrieseni tejto ilohy ndm pomézu
vyriesit ti pévodnt. Obc¢as pomaha, ked sa na bod divame ako na kruznicu
s nulovym polomerom; v nasom pripade teraz ideme riesit tlohu, v kto-
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Nech X je bod kruznice k, predpokladajme, Ze lezi mimo
priamok p a ¢q. Kazdé dve kruznice leziace v uhle uréenom priam-
kami p a ¢ a bodom X (a dotykajice sa tychto priamok) st rov-
nolahlé v rovnolahlosti so stredom v bode P. Zostrojme preto
TubovoInd z nich, ozna¢me ju £. Kruznica k je s nou rovnolahl4,
stred rovnolahlosti P pozname, ostéava najst koeficient rovno-
lahlosti a zostrojit k ako obraz £. Vzor bodu X lezi jednak na
kruznici ¢, jednak na priamke X P. Takéto body su len dva,
preto dostaneme dve mozné kruznice k. Takze uz vieme, ako
zostrojit kruznicu dotykajicu sa dvoch danych priamok, ktorej
bod pozname (premyslite si, ¢o v pripade, ked X lezi na p alebo
q)-

Vrafme sa k povodnej tlohe. Budeme ju vediet vyriesit, ak
najdeme aspon jeden bod kruznice k. Najvyznamnejsi je jej do-
tykovy bod s kruznicou m, preto ho skiisime zostrojit. Je to bod,
podla ktorého st tieto kruznice rovnolahlé. V tejto rovnolahlosti
sa priamka p ako doty¢nica k zobrazi na doty¢nicu p’ kruZnice
m, ktora je rovnobeZné s p. Podobne ¢ sa zobrazi na ¢’, ktora je
dotyénicou m a pozname jej smer. Preto vieme zostrojit obrazy
priamok p a ¢, ¢ize aj ich priese¢nik, obraz P’ bodu P. Stred
nasej rovnolahlosti musi lezat na priamke PP’ aj na kruZnici m,
takze ho vieme najst a potom doriesit tlohu trebars spésobom
uvedenym vysSie. Vzhladom na to, ze existuju dve dotycnice
daného smeru ku kruznici m, bude treba rozobrat niekolko pri-
padov a spravit diskusiu o pocte rieSeni. To uz prenechdvame
Gitatelovi. O
Uloha. Dany je trojuholnik ABC' s vpisanou kruznicou k. Pre
bod P leziaci vnuatri kruhu uréeného kruznicou k oznac¢me K,
L, M postupne priese¢niky tseéiek AP, BP, C'P s kruZnicou k.
Zistite, ¢i existuje bod P taky, Ze trojuholniky K LM a ABC
st podobné. Moze takychto bodov existovat viac?

rej uvazujeme bod ako Specialny pripad kruznice m. Treba vsak doésledne
rozliSovat medzi fadzou ,,poktiSame sa zistit, ako to vyriesit“ a ,piSeme rie-
Senie”; korektné rieSenie by nemalo takéto triky obsahovat (pripadne treba
ich pouzitie podrobne overit). Napriklad kazdé kruznicu vieme vo vhodnej
rovnolahlosti zobrazit na dani kruZnicu s inym polomerom. Degenerovanii
kruznicu, ¢ize bod, vSak nikdy ako obraz kruznice v rovnolahlosti nedosta-
neme.
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2.5.4. Kruznice kq, ko sa zvonka dotykaju v bode D. Priamka
p sa dotyka kruznic kp, k2 po rade v (roznych) bodoch A, B.
Usecka AC je priemerom kruznice k. Priamka ¢ prechadza cez
bod C a dotyka sa kruznice k2 v bode E. Dokézte, ze trojuholnik
ACFE je rovnoramenny.

2.5.5. Dané dve kruznice sa zvnutra dotykaju v bode N. Do-
ty¢nica ku vniatornej kruznici v jej bode K pretina vonkajsiu
kruznicu v bodoch A a B. Nech M je stred oblika AB von-
kajsej kruznice, ktory neobsahuje bod N. Dokézte, ze polomer
kruZnice opisanej trojuholniku BM K nezévisi na volbe bodu
K.

2.6 Konstrukéné alohy

Pravitko je nastroj, ktory ma jednu nekonecne dlha hranu a
na nej ziadne znacky. Inak povedané, moZeme nim zostrojit
priamku prechadzajicu dvoma danymi bodmi. Neméa ziadnu
rysku na rysovanie kolmic.

Kruzidlo slizi na rysovanie kruznic s danym stredom a po-
lomerom. Kruzidlo, ako sa zvycajne pouziva v Skole, sluzi aj na
prenaSanie vzdialenosti (naberiem vzdialenost do kruzidla, za-
pichnem ho niekde inde a urobim kruznicu). To je pri prisnej
definicii kruzidla zakédzané. Akondahle vytiahnem ihlu kruzidla
z miesta, kde som ju zapichol, kruzidlo sa zatvori. V skutoc-
nosti toto nie je dolezité obmedzenie, pretoZe prenisat vzdia-
lenosti vieme pomocou niekolkokrokovej konstrukcie zndmej uz
od Euklida. Mézete preto kruzidlo pouzivat aj na preniSanie
vzdialenosti.

2.6.1. Najdite a popiste sposob, ako zostrojit trojuholnik ABC,
ak je dané dlzka faznice na stranu AC, vysky na stranu AB a
velkost uhla pri vrchole B.

2.6.2. Zostrojte lichobeznik ABCD, ak poznéte dlzky jeho
uhlopriecok, dlzku priecky spajajicej stredy nerovnobeznjch
protilahlych stran a jeden z uhlov pri zdkladni.

2.6.3. Mame dana kruznicu k, priamku p a ¢islo r. Najdite
vSetky kruznice, ktoré sa dotykaju priamky p a kruznice k a maja
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polomer 7. Dotyk kruznic uvazujte vnutorny aj vonkajsi. Pre-
vedte diskusiu o podéte rieseni.

2.6.4. Na strane AC daného trojuholnika ABC zostrojte bod
D taky, Ze obvod trojuholnika AD B sa rovna dlzke strany AC.

2.6.5. Pravidelny 3-, 4-, 5- a 6-uholnik sa d& narysovat iba
s pomocou pravitka a kruzidla, zatial ¢o pravidelny 42-uholnik
nie. (Mozete si to skusit overit.) Zistite a zdovodnite, ktoré z
nasledujicich pravidelnych n-uholnikov sa daju takto narysovat
a ktoré nie: n = 15, 35, 120.

2.6.6. Dany je uhol AV B a v niom leziaca kruznica k, ktora sa
nemusi dotykaf ramien uhla. Najdite na nej bod P, pre ktory je
stucet vzdialenosti bodu P od ramien AV a BV miniméalny.

2.6.7. Picasso namaloval na velké platno okrem niekolkych ko-
ciek aj dva trojuholniky, ABC a KLM. Odvtedy vSak uz par
roc¢kov uplynulo, obraz podlahol zubu ¢asu a z pévodnych tro-
juholnikov ostali len niektoré body: stred strany BC' oznaceny
Spc, bod A, prieseénik vySok trojuholnika ABC oznaceny V,
stred S kruznice vpisanej do trojuholnika K LM a priesecniky
osi uhlov MKL a KLM s protilahlymi stranami trojuholnika
KLM. Dokéazete zrekonstruovat tieto trojuholniky? Muzeum
vam poskytne pravitko, kruzidlo a ceruzku. Akykolvek iny na-
stroj by mohol obraz poskodit, preto ho nesmiete pouzit.

2.6.8. V rovine je dand kruznica k(S, ) a bod A rézny od bodu
S. Zostrojte na polpriamke SA bod B taky, ze |SA|-|SB| = r2.
Pri konstrukcii mozete pouzit iba kruzidlo. Popiste vasu kon-
Strukciu pre kazdu polohu bodu A.

2.7 Priestorova geometria

Stereometria sa postupne vytraca z osnov strednych $kol. V nie-
ktorych krajindch tam ani nikdy nepatrila, preto sa velmi nevys-
kytuje ani na medzinarodnej olympiade. Napriek tomu existuje
mnoho peknych tloh o telesach ¢ bodoch v priestore. Casto
sa daju riesit ,sedliackym rozumom®, bez pouzitia stiradnic a
metod analytickej geometrie.
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2.7.1. Kolko najmenej vrcholov méze mat mnohosten, ktory
ma4 Sest stien?

2.7.2. Majme pravidelny Stvorboky ihlan so Stvorcovou pod-
stavou ABCD a vrcholom V. Ozna¢me K stred hrany AB. Bod
L je v 1/9 hrany CD, blizsie k bodu C. Bod M je v 1/4 hrany
BV, blizsie k bodu V. Bod N je v 1/4 hrany C'V, blizsie k bodu
V. Porovnajte dlzku dvoch ciest z K do N:

a) |[KL| + |LN]|
b) |KM| + |MN].

2.7.3. Pavik si chece poprezerat boéné steny pyramidy so Stvor-
covou podstavou a boénymi stenami v tvare rovnostrannych tro-
juholnikov. Svoju put zac¢ina zo stredu bo¢nej steny a chce nav-
stivit stredy vsSetkjch ostatnych bocnych stien tak, aby presiel
najkratsiu trasu, pri¢om sa moze pohybovat iba po povrchu py-
ramidy. Ako to m4 spravit a akéa dlha bude jeho trasa, ak vieme,
7e dlzka kazdej hrany pyramidy je 2 cm? Nezabudnite dokézaf,
7e trasa, ktoru chcete pavikovi poradit, je naozaj najkratsia.

2.7.4. Nakreslite vSetky rozne stvislé plaste pravidelného osem-
stena. Plaste, ktoré mozeme dostat oto¢enim alebo prevratenim,
pokladédme za rovnaké.

2.7.5. V priestore je dany valec s vyskou 1 Ym a s polomerom
podstavy 1 Ym. Najdite najmensi pocet 1opt (gal) s polomerom
1 Ym potrebnych na pokrytie tohto valca.

2.7.6. Medzi Marsom a Jupiterom su tri planétky Koi,M1g a
S11, ktoré nelezia na jednej priamke. Nasa NASA vyslala sondu,
ktord by mala okolo nich preletief po priamke tak, aby boli
vzdialenosti vSetkych troch planétok od dréhy letu sondy rov-
naké. Pomoézte svojim kolegom matematikom z NASA a urcte
mnozinu vSetkych moznych drah sondy.

2.7.7. Nech ABCO je stvorsten taky, ze priamky OA, OB,
OC st navzajom kolmé. Nech r je polomer gule dotiho vpisanej
anech H je ortocentrum trojuholnika ABC'. Dokézte, ze |OH| <
.
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2.8 Narocnejsie ulohy

Riesenia nasledujucich tloh zvyc¢ajne vyuzivaji kombinaciu me-
téd a technik uvedenych v predchadzajicich kapitolach. Otvo-
rene prizndvame, Ze si velmi ndro¢né (azda okrem par tvod-
nych). Pokusili sme sa ich ako-tak zoradif podla narocnosti;
pri niektorych vSak samostatné vyrieSenie mozno ocakévat len
od riesitelov na trovni medaily z medzinarodnej matematickej
olympiady.

2.8.1. Nad stranami trojuholnika ABC zostrojime zvonku tri
stvorce BCKM, BAQT, ACNP. Ozna¢me si p; obvod troj-
uholnika ABC' a ps obvod Sestuholnika M KN PQT. Dokazte

nerovnosti
5p1 < 2pg < 6p1.

2.8.2. Nech M je vnatorny bod trojuholnika ABC' taky, zZe
[SAMC| =90°, |[SAMB| = 150° a |<BMC| = 120°. Oznacme
P, @, R stredy kruznic opisanych trojuholnikom AMC, AMB a
BMC'. Dokéazte, ze obsah trojuholnika ABC' je mensi nez obsah
trojuholnika PQR.

2.8.3. Dany je tetivovy Stvoruholnik ABCD s priese¢nikom
uhlopriecok P. Ozna¢me E, F' po rade pity kolmic z bodu P na
priamky AB, CD. Dokézte, ze os tseky EF rozpoluje tsecky
BC a DA.

2.8.4. V trojrozmernom priestore je danych n bodov A;, As,
.., A, tak, Ze kazdé tri z nich tvoria trojuholnik s jednym

.....

tieto body do lomenej ¢iary A;,, A;,, ..., A;, tak, aby kazdé

.....

2.8.5. Rado vedicim KMS oznamil, ze geometrie nikdy nie je
dost a pokracoval takto. Nech body A;, By, Cy lezia postupne
na vyskach (ako useckach) AA’, BB’, CC’ ostrouhlého trojuhol-
nika ABC' tak, ze sucet obsahov trojuholnikov ABC;, BCA; a
CAB; je rovny obsahu trojuholnika ABC. Nech H je ortocen-
trum trojuholnika ABC'. Dokéazte, Ze body Ay, By, C1, H lezia
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na kruZnici. Nakoniec Rado dodal, Ze ¢o riesitelov nezabije, to
ich posilni.

2.8.6. Osi uhlov pri vrcholoch A, B, C trojuholnika ABC
postupne pretinaji jemu opisana kruznicu v bodoch K, L, M.
Na tisecke AB zvolme bod R. Pre body P a @ plati nasledovné:
RP || AK,BP | BL,RQ || BL, AQ L AK.Uké&zte, ze priamky
KP, LQ a MR prechadzaji jednym bodom.

2.8.7. Vo vrcholoch obdlznika st §tyri mesta. Chceme postavit
cestnu siet tak, aby sa z kazdého mesta dalo dostat do kazdého
a pritom aby tato sief mala miniméalnu dizku (t.j. stéet dlzok
jednotlivych tsekov). Ako to méame spravit?

2.8.8. Nech ABC je ostrouhly trojuholnik vpisany do kruznice
so stredom O. Nech M, N st body na priamke AC také, Ze
W = E Nech D je pidta kolmice z bodu M na priamku BC),
E pita kolmice z bodu N na priamku AB. Nech O’ je stred
kruznice opisanej trojuholniku BED. Dokazte, ze ortocentrum
trojuholnika ABC' lezi na kruZnici opisanej trojuholniku BED.
Dokazte, ze stred tsecky AN a bod B su stmerne zdruzené
podla stredu tsecky OO’.

2.8.9. KruzZnice k1 a ko sa navzajom dotykaju zvonka v bode
A a stcasne sa obe dotykaju zvnitra kruznice k v bodoch A; a
As. Bod P je jeden z priesecnikov spolo¢nej vnttornej doty¢nice
k1 a ko s kruznicou k. Nakoniec, body B; st druhé priese¢niky
priamok PA; s kruZnicou k; (i = 1,2). Dokazte, Ze priamka
B B5 sa dotyka oboch kruznic k1, ks.

2.8.10. Kruznicu vpisani trojuholniku ABC' ozna¢me k a body
jej dotyku so stranami BC' a AC' postupne D; a F;. Na stra-
nach BC a AC zvolime body Ds a Ej tak, aby |CDs| = |BD4] a
|CEs| = |AE,|, bod P je priese¢nik useciek ADy a BEs. Kruz-
nica k pretina tsecku ADy v dvoch bodoch, ten bliZsie k bodu
A ozna¢ime Q. Ukézte, e plati |AQ| = | D2 P|.

2.8.11. Kruznice so stredmi O a O’ sa pretinaji v bodoch A
a B. Priamka T'T" sa dotyka prvej kruznice v bode T a dru-
hej v bode T’. Pity kolmic spustenych z bodov T a T’ na
priamku OO’ oznaéme S a S’. Polpriamka AS pretina prva
kruznicu znova v bode R a polpriamka AS’ druht kruznicu
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znova v bode R’. DokéZte, ze body R, B a R’ lezia na jednej
priamke.

2.8.12. Dokazte, ze ak vSetky steny Stvorstena majt rovnaky
obsah, tak jeho dve Iubovolné protilahlé hrany maji rovnakt
dizku.

2.8.13. Dany je trojuholnik ABC taky, v ktorom |AB| # |AC|.
Oznac¢me v nom stred vpisanej kruznice I, stred opisanej kruz-
nice O a dotykovy bod vpisanej kruznice so stranou BC nech je
D. Predpokladajme, Ze priamky IO a AD st na seba kolmé. Do-
kézte, ze priamka AD je obrazom fazZnice na stranu BC' v osovej
stimernosti podla osi vntutorného uhla BAC.

2.8.14. A pozdravuje vés aj Tomés: Bod K lezi vo vnutri rov-
nobeznika ABCD, pri¢om plati |[CL| = |LK| a |AM| = |MK],
kde L a M su postupne stredy stran AD a C'D. Ozna¢me N
stred usecky BK. Ukazte, ze | INAK| = |[<INCK].

2.8.15. Trojuholnik ABC je taznicami rozdeleny na Sest men-
§ich trojuholnikov. Dokézte, zZe stredy kruznic opisanych tymto
Siestim trojuholnikom lezia na jednej kruznici.

2.8.16. V rovine trojuholnika ABC' je dany bod O a kruznica
k prechadzajuca bodom O tak, ze priamky OA, OB a OC pre-
tinaju kruznicu k po rade v bodoch P, @, R, roznych od O.
Body K, L, M (v tomto poradi) st druhé priesecéniky kruznice
k s kruznicami opisanymi trojuholnikom BOC, AOC, AOB,
rozne od bodu O. Dokazte, ze priamky PK, QL, RM preché-
dzaji jednym bodom.
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Kapitola 3

Kombinatorika

Kombinatorika je velmi Sirokd oblast, ktord zahfiia tlohy o po-
¢toch moznosti (enumeracia), tlohy o hréch, tedrii grafov, lo-
gické tlohy a mnoho slovnych a ,dékazovych® tloh.!

Nasledujtca uloha je ukazkou ulohy, akych sa medzi kombi-
natorikami najde nemaélo.

(4] 3.0.17. Na obvode kruhu je pravidelne rozmiestnengch 100 bo-

2005/6 dov. Niektorych 50 z nich je zafarbenych na ¢erveno, zvysnych

L1 50 na modro. Pri Iubovolnom zafarbeni bodov plati, Ze pocet

pravouhlych trojuholnikov, ktorych vsetky tri vrcholy st cer-

vené, je rovnaky, ako pocet pravouhlych trojuholnikov, ktorych
vrcholy st modré. Dokazte.

Kombinatoriku tu chapeme ako (trochu umelo) vytvorent kategdriu
problémov a uloh pre potreby matematickych stufazi a olympiad. Zvycajne
sa za kombinatoriku povazujua dlohy, na ktoré netreba takmer Zziaden aparat
a staci ¢osi vymyslief. Samozrejme, o¢akévaji sa aspon zakladné znalosti,
trebars z tedrie Cisel ¢i geometrie. Kombinatorika ako vedecka disciplina je
¢osi mierne odlisné, vyuzivaja sa tam metédy podobne naro¢né ako v inych
disciplinach a vobec sa neda tvrdit, Ze si vystacime so zdkladoskolskymi
vedomostami.
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3.1 Logika

Logické tlohy st velmi pekné v tom, Ze pri ich rieSeni nepotrebu-
jeme Ziadne vedomosti a vzorce, iba ,sedliacky® rozum. Jednym
z pristupov ako hladaf riesenia takychto iloh je dobre si premys-
liet désledky vyplyvajtce z pravdivosti a nepravdivosti vyrokov.
Typickymi prikladmi st tlohy obsahujice klamarov a pravdo-
vravnych. Kladme si v tychto tilohach otazky: Co by vyplyvalo
z toho, Ze tato osoba je klaméar alebo pravdovravna? Ako to
ovplyviiuje ostatné postavy v tlohe? Nevedie to ku sporu?

Mnohé tlohy majt viacero moznych rieseni, niektoré sa krat-
Sie, iné dlhsie. Neobmedzujme sa preto na prvé riesenie, ktoré
najdeme — sktsme eSte predtym, ako si rieSenie spiSeme, po-
hladat, ¢ sa tloha nedd vyriesit aj jednoduchsie.

3.1.1. Kde bolo, tam bolo, na like je pit trpaslikov, Erika,
Feri, Kika, Lucia a Mazo. Kazdy z nich m4 na hlave bud cer-
vent, alebo modra éiapku. Aj ked Ziadny trpaslik nevidi svoju
¢iapku, ten, ktory ma cervenu ¢iapku, vzdy hovori pravdu. Tr-
paslik, ktory mé& modru ¢iapku, vzdy klame. Jednotlivi trpaslici
povedali nasledujice vyroky:

Erika: ,Vidim tri modré a jednu Cervenu ¢iapku.*

Feri: ,Vidim $tyri cervené Ciapky.“

Kika: ,Vidim jednu modr a tri éervené ciapky.“

Lucia: ,,Vidim $tyri modré ¢iapky.“
Zistite, aké ¢iapky mozu mat jednotlivi trpaslici. Najdite vSetky
moznosti.

3.1.2.

V tomto obdlzniku je prave jedno nepravdivé tvrdenie.
V tomto obdlzniku st prave dve nepravdivé tvrdenia.
V tomto obdlzniku st prave tri nepravdivé tvrdenia.

V tomto obdlzniku je prave 2005 nepravdivych tvrdeni.
V tomto obdlzniku je prave 2006 nepravdivych tvrdeni.

Kolko z tvrdeni v obdlZniku je pravdivych?

(2]
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3.1.3. Daleko-predaleko, v krajine pasti a stromov, #il si §tastne
kmen beduinov na cele s nac¢elnikom Omarom. Omar bol midry
a spravodlivy nacelnik, preto sa rozhodol vysporiadaf sa aj s kra-
dezou slona, ktoré sa jedného diia v kmeni odohrala. N4jst zlo-
deja nebolo tazké, ale na velké prekvapenie vSetkych bolo fazké
najst majitela slona. Vedelo sa, Ze slon patri jednému z trojice
Ahmed, Mehak a Zafir, pricom je vSeobecne zname, ze kazdy
z nich bud vzdy klame, alebo vzdy hovori pravdu. Tito traja
muzi predniesli pred Omarom nasledujtice vyroky:

Ahmed: ,,Slon patri Zafirovi.“

Mehak: ,Mdj slon to nie je.“

Zafir: ,,Aspon dvaja z nas klamu.“

Z tychto vyrokov Omar, aj napriek svojej velkej mudrosti, ne-
mohol uréif, komu slon patri. To ho trochu nahnevalo, a tak
povedal: ,No tak, komu z vas slon naozaj patri?“ Zafir mu odpo-
vedal a odpovedou bolo meno jedného z nich, teda jedno z mien
Ahmed, Mehak a Zafir. Potom uz Omar vedel, komu slon patri.
Viete to uz aj vy?

3.1.4. Na ostrove S stostrovia KM.S zija iba poctivci, ktori
vzdy hovoria pravdu a klamari, ktori vzdy klamui. Niektori poc-
tivei sa vypracovali medzi takzvanych elitnych poctivcov, po-
dobne existuju aj elitni klamari. Ostrovania sa zdruzuja do r6z-
nych klubov, pridom ostrovan moze byt ¢lenom aj viacerych
klubov. Klubovy Zivot na ostrove S splia nasledujice 4 pod-
mienky:

1. Elitni poctivci tvoria klub.
2. Elitni klamari tvoria klub.

3. Pre kazdy klub K plati, Ze ti ostrovania, ktori nie st
v klube K, tvoria klub.

4. Ku kazdému klubu K existuje aspon jeden clovek, ktory
o sebe prehlasuje, Ze je ¢lenom klubu K. (Jeho tvrdenie
nemusi byt pravdivé, moZe to byt klamar.)

Dokazte, Ze na ostrove S Zije aspon jeden neelitny poctivec a
aspoll jeden neelitny klamar.
Zistite, ¢i vSetci poctivei tvoria jeden klub.
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3.1.5. Zabudlivy duch Dusan zije v strasidelnom dome. Tento
dom mé dva vchody a DuSan mé za tlohu strasit pri prave
jednom z nich, zabudol vsak pri ktorom. Paméta si len, ze pri
jeho vchode je vzdy parny pocet dobrych duchov. Naopak, pri
vchode, kde DuSan nemé stragit, je vzdy neparny pocet dob-
rych duchov. Okrem DuSana st v dome len dobri a zli ducho-
via, DuSan nie je ani dobry, ani zly. Kazdy dobry duch hovori
vzdy pravdu, kazdy zly vzdy klame. Dusan sa vybral k jednému
z vchodov a tam stretol troch duchov A, B a C, ktori mu pove-
dali:

A: Pri tomto vchode je parny pocet zlych duchov.

B: Préave teraz je tu neparny pocet duchov. (Vrétane Du-
Sana.)

C: Som dobry duch préve vtedy, ked A a B maju rovnaki
povahu. (Obaja st dobri, alebo st obaja zli.)

Je DusSan pri svojom vchode? Pozor. A, B a C nemusia byt jedini
duchovia, ktori st pri tomto vchode.

3.1.6. V triede je 29 Studentov. Kazdy student bud stéle klame,
alebo stéale hovori pravdu. Jedného dna si studenti posadali okolo
okrithleho stola a kazdy z nich povedal, Ze obaja jeho susedia st
klaméari. Dokazte, ze v triede je aspon 10 Studentov, ktori stale
hovoria pravdu. Je mozné, aby v triede bolo presne 10 takychto
Studentov?

3.2 Dirichletov princip

Pod honosnym nazvom Dirichletov princip® sa skryva jedno-
duché tvrdenie. Nez ho vyslovime, pozrime sa na nasledovna
ulohu.

2Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) bol nemecky mate-
matik, ktorému sa pripisuje moderna definicia funkcie. Dirichletov princip
bol ,,prvy raz“ priamo pouzity a dokdzany v Dirichletovej knihe o tedrii ¢i-
sel. V tedrii funkcii sa vyuziva iné Dirichletovo tvrdenie, ktoré sa tiez vola
Dirichletov princip; v angli¢tine preto ten ,,nas“ kombinatoricky princip
volaja pigeonhole principle alebo box principle.

2005/6
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Uloha. Na vedierku sa nachadza n Iudi, n > 1. Dokéite, Ze
na vecierku existuju dvaja Iudia s rovnakym poc¢tom zndmych.
Predpokladajte, Ze zndmosti st obojstranné (ak ja pozndm teba,
tak aj ty poznas miia).
Riesenie. Najprv si rozmyslime, kolko zndmych moZe mat jeden
Glovek. Zjavne kazdy moze mat na vecierku 0, 1, 2, ..., n — 2
alebo n — 1 znamych. Dalej budeme uvazovat dva pripady.

(i) Kazdy ¢lovek na vedierku pozné aspon jedného dalsieho.
To znamend, Ze spomedzi n ludi ma kazdy 1, 2, ..., n— 2 alebo
n — 1 zndmych. Moznych poc¢tov znamych je n — 1 a Iudi az n.
Preto musia byt na vecierku dvaja Tudia s rovnakym poctom
zndmych. Posledny logicky krok si mozete predstavit aj takto.
Méte n Tudi, n — 1 roznych druhov cukrikov a kazdému ¢loveku
chcete dat prave jeden cukrik. Podari sa vam daf kazdému iny
druh? Nie, nepodari, uréite buda existovat dvaja, ktorym date
rovnaky druh.

(ii) Na vecierku sa vyskytuje ¢lovek, ktory nikoho nepozna.
To znamen4, Ze na veéierku nemdze byt nik, kto by poznal vSet-
kych. Preto kazdy z n ludi méze mat 0, 1, 2, ..., n—3 alebo n—2
zndmych. Rovnakou tvahou ako v prvom pripade dospievame
k zéveru, Ze na vecierku musia existovat dvaja fudia s rovnakym
poc¢tom znamych. O

Tato ukazkova tloha nie je ndrocnd a ma aj iné jednoduché
rieSenia. Skuste ju vyriesif pomocou dokazu sporom.

Dirichletov princip zvykne byt uvddzany v nasledovnej po-
dobe:

DP1. Nech n je prirodzené ¢islo. Ak do n jamiek umiestnime
asponi n + 1 gulocok, tak v asponl jednej jamke budi aspon dve
guldocky.

Mbobzete sa stretnif aj so vseobecnejSou formulaciou:

DP2. Nech k a n st prirodzené ¢isla. Ak do n jamiek umiest-
nime aspon kn—+1 gulocok, tak v aspoii jednej jamke bude aspon
k + 1 gulocok.

Celkom opravnene vas moze zaskoCif akasi ,nematematic-
kost“ tychto tvrdeni. Neodvoldvaji sa na pojmy ako mnoziny
a poclet prvkov, ale na jamky a pocty gulocok. S takouto for-
mulaciou si v8ak pri rieSeni beznych tloh vystacime, a pre toho,
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kto jej rozumie, nebude problém zovSeobecnit ju v pripade po-
treby napriklad na nekone¢né mnoziny. Obe verzie Dirichletovho
principu teraz dokazeme.

Dokaz. Ak v tvrdeni DP2 zoberieme Specidlny pripad & = 1, do-
staneme tvrdenie DP1, preto staci, ak dokdzeme platnost DP2.
Budeme postupovat nepriamo. Predpokladajme, Ze mame n ja-
miek a v kazdej najviac k guloc¢ok. Dokopy teda mam najviac
kn gulocok, takze urcite neméame kn + 1 gulocok. Tym je dokaz
skonceny. O

Dirichletov princip spadd vo velmi Sirokom ponimani me-
dzi existencné® tvrdenia. Tato vlastnost Dirichletovho principu
vyborne ilustruje nasledovné tloha.

Uloha. Dokéite, Ze v Bratislave existuja dvaja Iudia, ktori maja
rovnaky pocet vlasov. Predpokladajte, ze kazdy clovek méa na
hlave najviac 400 000 vlasov a Bratislava mé 431 061 obyvatelov.
Riesenie. Mohli by ste namietat, ze tloha nie je kompletnd, ved
ako zistim presny pocet vlasov nejakého ¢loveka? Co rdtame za
vlas a ¢o nie? Skisme sa na chvilu odosobnif od tychto problé-
mov a predpokladajme, ze kazdému Bratislavéanovi vieme pri-
radif celé ¢islo od 0 do 400000, ktoré vyjadruje pocet jeho vla-
sov. Vsetkych Bratislavéanov vieme rozdelit do 400001 skupin
podla toho, kolko maju vlasov. Niektoré skupiny moézu byt aj
prazdne?, ale to nam nevadi. KedZe Iudi je aspoii o jedného viac
ako skupin, tak z Dirichletovho principu vyplyva, Ze existuje
skupina, v ktorej st asponi dvaja ludia. VSetci ludia v tejto sku-
pine musia mat rovnaky podet vlasov, takZe sme dokézali, Ze
existuju (aspor) dvaja Bratislavéania s rovnakym poc¢tom vla-
SOV. O

V predoslej tlohe dobre vidime vyznam slovného spojenia
eristencné turdenie. Dokazali sme, Ze taki dvaja Bratislavcania
existujui, ale pritom netusime, ktori to su.

Ukazeme si este jeden variant Dirichletovho principu. Te-
raz nebudeme pracovat s jamkami (koneénymi mnoZinami), ale

3Casto ho vieme vyuzif na dokazanie, #e niedo existuje, no na néjde-
nie alebo konstrukciu hladaného objektu musime zvycéajne vynalozit dalsiu
(netrividlnu) ndmahu.

4Popravde, vobec by ma neprekvapilo, ak by sa v Bratislave nenasiel
Clovek s prave 14247 vlasmi.
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s plognymi Gtvarmi a ich obsahmi: Ak je pét $tvorcov so stranou
velkosti 1 cm Tubovolne umiestnenych v Stvorci so stranou 2 cm,
tak vieme, Ze nejaké dva z mensich Stvorcov sa musia prekryvat.
Formalne to dokazovat nebudeme, ale intuicia je jasna (5cm? sa
nezmesti ,bez prekrytia“ do 4 cm?).

Uloha. V stvorci rozmerov 1 x 1 je umiestnenych 23 bodov.
Dokézte, Ze z nich vieme vybrat tri body tak, aby sa dali prikryt
kruhom s polomerom 1/4.

Riesenie. Zakladné myslienka tkvie v spravnom uchopeni vztahu
,tri body sa dajt prikryt kruhom s polomerom 1/4“. Co to zna-
mend? Existuje bod S (stred kruhu), ktory je od kazdého z da-
nych troch bodov vzdialeny najviac 1/4. Inak povedané, ak by
sme okolo kazdého z troch danych bodov nakreslili kruh s polo-
merom 1/4, tak budi mat tieto kruhy neprazdny prienik (bod
S).

V stvorci je umiestnenych 23 bodov. Nakreslime okolo kaz-
dého z nich kruh s polomerom 1/4. Chceli by sme dokéazat, Ze
vieme vybrat tri kruhy, ktoré maji neprazdny prienik. Teraz je
spravny ¢as pozriet sa na tdaje o obsahoch. VSetkych 23 kruhov
m4 dokopy obsah (ak sa kruhy prekryvaja, zapocitavame obsah
viacnasobne) 237(1/4)? ~ 4,516. Vsetky kruhy majt stred vo
vnuatri $tvorca, preto oblast, ktori modzu v rovine zaberaf, je
ohranic¢ena. Sktisme jej velkost nejako odhadnif. Okrem povod-
ného stvorca rozmerov 1 x 1 nakreslime do roviny dalsi Stvorec
rozmerov 1,5 x 1,5 tak, aby mali spolo¢ny stred a ich strany boli
navzajom rovnobezné (resp. kolmé). Rozmyslite si, ze ziadny
kruh so stredom v $tvorci 1 x 1 a polomerom 1/4 nepresiahne
hranicu $tvorca 1,5 x 1, 5.

Zistili sme, ze kruhy so sactom obsahov viac ako 4,5 sa
vSetky umiestnené vo Stvorci s obsahom 1,5-1,5 = 2,25. Ak
by Ziadne tri kruhy nemali spolo¢ny prienik, tak sii¢et obsahov
kruhov je najviac 2-2,25 = 4,5, ¢im by sme dostali spor. Preto
urcite vieme vybrat tri kruhy s neprézdnym prienikom. Tym
sme vyriesili aj pévodni tlohu. O

Dirichletov princip sa skryva obcas aj v rieseniach, kde by
sme ho necakali. Pozrime sa na nasledujici priklad.
Uloha. Majme n prirodzenych é&isel a1, as, ..., a,. Dokazte, Ze
vieme vybrat niekolko z nich (jedno alebo viacero ¢isel) tak, ze
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ich stcet je delitelny ¢islom n.

Riesenie. Najprv by sme, ako spravni riesitelia problémov, mali
zacat zjednodusenou verziou tlohy. Napriklad sa skisme zamys-
liet nad pripadom n = 2 (tvrdenie plati aj pre n = 1, ale to
vidno na prvy pohlad a ni¢ nové ndm to o podstate problému
nepovie). Ak mame dve disla, tak bud je jedno z nich parne — a
vyberieme ho ako vyhovujice pre nase icely — alebo s obe ne-
parne, a vtedy je ich stcet delitelny dvomi. To bolo jednoduché,
ze? Skusime si tlohu aj pre n = 3, pripadne aj vicsie hodnoty.
Badame, Ze rieSenie sa zacina komplikovat.

Ponaucdenie, ktoré sme si mohli odniest z nasich prvych po-
kusov, je to, ze sa ndm stac¢i pozerat iba na zvysky ¢isel a; po
deleni ¢islom n. Vidime aj, ze tloha je velmi jednoduchd, ak
jedno z disel je delitelné n. ModZeme tiez preverit platnost tvr-
denia, ak vSetky ¢isla maji navzajom rozne zvysky. (Vtedy je
jedno z tych ¢isel delitelné ¢islom n.) Mohli by sme aj skusat,
¢ medzi éislami a; musia byt dve také, ktoré davaji stdet 0
modulo n. Ndjdeme priklad, Ze to tak byt nemusi? Ak ano, tak
to znamend, Ze pocet vybranych ¢isel nebude vzdy rovnaky, ten
pocet je zavisly od hodnoét cisel a;. Vidime, Ze pocet moznosti
zvyskov sa zvysuje a nenachadzame ziaden systém, ako skon-
struovat vSeobecné pravidlo, podla ktorého by sme vedeli vy-
braf tie ¢isla. Na druhej strane od néas nik nechce, aby sme pre
danych n ¢isel presne povedali, ktoré treba vybraf: stac¢i uka-
zat, Ze sa pozadované ¢isla vybrat daja. Na toto sa Dirichletov
princip (DP) hodi celkom dobre.

Ako by kondilo riesenie ulohy vyuzivajice DP? Mali by sme
mat dostatocne vela su¢tov zo zadanych ¢isel (aspoit n). Ak by
jeden z nich bol delitelny n, tak by sme mali vyhraté. A ¢o ak
by ziaden z tjch n stétov nebol delitelny éislom n? Co viete
povedat o zvyskoch tychto sictov po deleni n? (Skuste na tato
otazku odpovedat pred ¢itanim dalSieho textu.)

Kolko stétov by sme mohli vytvorit zo zadanych n &isel?
V podstate az 2™ —1 (overte to!). Nemozeme vSak zobraf vSetky:
Dirichletov princip zarudi, ze ak vezmeme dostatocne vela sué-
tov, z ktorych ziaden nedéava zvySok 0 po deleni n, buda dva
stucty déavat rovnaky zvySok. Po odé¢itani takych dvoch stctov
dostaneme ¢&islo delitelné n. Aby ndm vsSak takéto dva sucty
boli na nie¢o uzitocné, po ich od¢itani musime dostat tiez stacet
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niektorych z naSich n ¢isel. Inak povedané, potrebujeme vybrat
sucty také, Ze ked si hociktoré dva vyberieme, tak vybraté ¢isla
v jednom z nich tvoria podmnozinu mnoziny ¢isel vybratych do
druhého suc¢tu. Zjavne ak v jednom sucte je k Cisel, tak v dru-
hom nemdze byt tieZ k ¢isel, inak by bol totozny s prvym (kvoli
tym podmnoZindm). Preto ziadne dva sicty neobsahuju rovnako
vela ¢isel. No a kedZe potrebujeme aspoii n stctov, tak pocty
vybratych ¢isel v jednotlivych sactoch buda 1,2,...,n. Takéto
sucty uz najdeme na prvy pokus, za¢neme prvym cislom ako
prvym suctom, do druhého stc¢tu priddme druhé éislo, v trefom
stucéte bude stcet prvych troch ¢&isel a tak dalej. Kompletné rie-
Senie teraz lahko zhrnieme (nie je potrebné v fiom uvadzat, ako
sme ho objavili).

Vytvorime si suéty S1 = a1, So = a1 +ag, ..., S, = a1 +
as + -+ + an,. Ak je jeden z nich delitelny éislom n, tak sme
hotovi. Ak nie, tak mame n — 1 roznych zvyskov modulo n a
preto z DP vyplyva, ze dve z ¢isel Sy, ..., S, maji rovnaky
zvySok po deleni n a ich rozdiel je delitelny ¢islom n. Nech st
to S; a S;, kde i < 4, potom stcet ¢isel a;t1, ..., a; je delitelny
¢islom n. Hotovo. O

3.2.1. Na Slovensku je Sest velkomiest (Banska Bystrica, Bra-
tislava, Kogice, Nitra, PreSov a Zilina) a leteckti dopravu medzi
nimi zabezpecuji dve spolo¢nosti. Medzi kazdymi dvoma velko-
mestami zabezpecuje letecké spojenie (linku) préave jedna spo-
lo¢nost. Dokazte, Ze sa ndjdu tri také velkomestd, Ze tri linky
medzi nimi zabezpeduje t4 istd spolo¢nost.

3.2.2. Ked nemé Jano Lasdk ¢o robif, vytrhne sief z branky a
rozlozi si ju na Tad. T4 vytvori Stvorcovi sief. Potom ndhodne
rozlozi niekolko pukov tak, aby ich stredy lezali na réznych mre-
zovych bodoch. (MreZovy bod je vrchol $tvorca, ktory je sucas-
tou Stvorcovej siete.) Potom sa pozrie na kazdd dvojicu pukov
a ak stred spojnice stredov tychto dvoch pukov lezi v mrezovom
bode, d4 zuvacku na toto miesto. Kolko najmenej pukov musi
Jano umiestnit na siet, aby si mohol byt isty, Ze najde miesto
na umiestnenie aspon jednej zuvacky?

3.2.3. Dokéazte, ze v kazdom konvexnom deviituholniku exis-
tuju aspon dve uhlopriecky leziace na priamkach, ktoré st rov-
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nobezné alebo spolu zvieraji uhol mensi nez 7 stupnov.

3.2.4. V lese byva 2007 trpaslikov ocislovanych c¢islami 1 az
2007. Na prikaz Snehulienky sa nejakych 41 z nich postavi do
radu tak, aby ich &isla tvorili aritmetickti postupnost. Snehu-
lienka si vSimla, Ze nech sa trpaslici postavia do radu hoci-
jako,vzdy bude medzi nimi aspon jeden z jej 90 obltbenych
trpaslikov. Aké ¢isla maji Snehulienkini obltibeni trpaslici? N&j-
dite aspoii jednu moznost a zdévodnite, preco tato skupina tr-
paslikov mé pozadovani vlastnost.

3.2.5. Mame 1001 obdlZnikov s celo¢iselnymi dizkami stran
nepresahujtcimi 1000. DokéZte, Ze z nich vieme vybraf tri (na-
zvime ich A, B a C) tak, Ze A sa zmesti do B a B sa zmesti do
C. Ak st dva obdlZniky rovnaké, zmestia sa jeden do druhého.

3.2.6. Ruaza a Foto si kazdy vecer kratia ¢as nasledujicou za-
bavkou. Riza si zoberie Stvoréekovy papier velkosti 102 x 102
Stvorcéekov a Foto si vymysli celistvy Gtvar U zlozeny zo 101
takychto stvorcekov. Ruza si potom zo svojho papiera vystrihne
najvicsi mozny poéet képii utvaru U (pricom strihd iba pozdlz
naznacenych linii). Zo vSetkjch moznych ttvarov U najdite as-
pon jeden, pre ktory bude pocet vystrihnutych képii minimalny.
Pozndmka: Dva stvorceky spojené len vrcholom netvoria celis-
tvy utvar.

3.2.7. Na katedre cudzich jazykov je 500 ucitelov a kazdy z nich
ovlada aspon n jazykov. Pocet vSetkych jazykov je 2n. Ukazte,
ze vieme vybratf 14 jazykov tak, ze kazdy ucitel z nich hovori
aspon jednym jazykom.

3.2.8. Numizmatik Kristian Prislovka ma 241 minci s celkovou
hodnotou 360 toliarov. (Hodnota kazdej mince v toliaroch je
prirodzené ¢islo.) Moze si byt Kristidn Prislovka isty, Ze vie tieto
svoje mince rozdelit na tri kopky s rovnakou hodnotou?

3.2.9. Nech S je podmnozina m + n mrezovych bodov v ob-
dlzniku m x n. Kazdé dva body (ktoré mozu byt) st spojené
vodorovnou alebo zvislou ¢iarou (rovnobeznou so stranami ob-
dlznika). DokaZte, Ze sa tam musi nachadzaf uzavretd lomena
¢iara z tych spojnic.
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3.2.10. Okolo okruhleho stola sedi 30 Iudi. Kazdy z nich je bud
mudry, alebo hlupy. Kazdého z nich sa spytame (prave raz), ¢i
jeho sused sediaci vpravo od neho je muadry alebo hlapy. Pri-
tom vieme, ze midry ndam odpoveda pravdivo a hlipy odpoveda
nahodne. Pocet hlupakov je najviac n. Pri akom najvicsom n
mozeme s istotou najst madreho ¢loveka?

3.2.11. Rasto m4 na papieri napisanych 26 roznych ¢isel z mno-
ziny {1,2,...,100}. Ukézte, Ze sa z nich d4 vybrat niekolko (as-
ponl jedno) tak, Ze ich sGéin bude Stvorec (t.j. druhd mocnina
celého ¢isla).

3.2.12. Nech M je mnozina slov dizky n nad k-prvkovou abe-
cedou {ay,as,...,a;} takd, ze kazdé dve slovd z M sa liSia na
asponl dvoch miestach. N4jdite maximalnu moznu velkost ta-
kejto mnoziny M.

Pozndamka: Slovo je koneénd postupnost prvkov abecedy.

3.2.13. TLubovolny n-uholnik P lez{ v rovine. Jeho strany st
oznacené 1,2;...,n. Nech § = s1, 9, 53, ... je konecné alebo ne-
koneéna postupnost, pricom s; € {1,2,...,n}. Budeme preklé-
pat mnohouholnik P takto: najprv ho preklopime okolo hrany
s ¢islom s; (takZe P v novej polohe je osovo simerny s P v po-
vodnej polohe podla strany s1), potom okolo hrany s ¢islom sy
a tak dalej.

a) Dokéazte, Ze existuje nekonecné postupnost S taka, ze ked
podla nej budeme preklapat P, tak kazdy bod v rovine
bude aspon raz zakryty mnohouholnikom P.

b) Dokéazte, ze postupnost S pozadovand v ¢asti a) nemdze
byt periodicka.

c) Nech P je pravidelny p#fuholnik s polomerom opisanej
kruZnice rovaym 1. Nech D je Iubovolny kruh s polome-
rom 1,00001 v rovine pidfuholnika. Existuje koneénéd po-
stupnost S takd, ze ked popreklapame P podla S, bude
pétuholnik P cely lezat vnutri kruhu D?

3.2.14. Dokézte, Ze z TubovoInych 200 prirodzenych éisel vieme
vybrat prave 100 disel tak, Ze stucet vybratych cisel je delitelny
¢islom 100.



INVARIANTY 75

3.3 Invarianty

Invariant je vo vSeobecnosti nieco, ¢o sa nemeni, ¢o zostava rov-
naké. Matematicky vyznam slova invariant je podobny, no pre
jeho lepSie pochopenie je vhodné zacat konkrétnym prikladom.
K presnému vymedzeniu tohto pojmu sa vratime neskor.
Uloha. Na tabuli st napisané ¢isla 1, 2, 3, ..., n, kazdé prave
raz. Ked sa Kubo velmi nudi, zotrie nejaké dve &isla z tabule a
napiSe na 1u velkost (absolitnu hodnotu) ich rozdielu. Nakoniec
zostane na tabuli len jediné ¢islo. Hanka tvrdi, Zze v zavislosti
od prirodzeného ¢isla n dokaze vopred ur¢it paritu &isla, ktoré
zostane nakoniec. Dokazete to aj vy?

Riesenie. Najprv sa skiste zahraf na znudeného Kuba a vyski-
Sajte si postupné zotieranie ¢isel. Zotretie dvoch ¢isel a napisa-
nie velkosti ich rozdielu nazvime krok. Mozete si vS§imnutf hned
niekolko veci.

1. Pocet cisel sa po kazdom kroku zmensi o jedna, preto na
tabuli ostane jediné ¢islo po prave n — 1 krokoch.

2. Na tabuli mame vzdy len nezaporné celé ¢isla.

3. Nikdy nebudeme mat na tabuli viicSie ¢islo ako n.

Tieto pozorovania sa vdm mozu zdat velmi jednoduché (ak nie,
skuste si ich dokézat), ale je dobré si ich uvedomit. Napriklad
vlastnost 2 hovori, Ze ¢isla na tabuli st vzdy nezaporné celé
¢isla. Uvedomte si, ze toto tvrdenie sa neviaze k nejakému Spe-
cidlnemu stavu, napr. zaciatku (kedy zrejme plati), resp. stavu,
ked je na tabuli len jedno ¢islo. Na tabuli si len nezaporné celé
disla v kazdom okamihu, bez ohladu na to, aké kroky bude Kubo
robit. To znamen4, Ze vlastnost obsahovat len nezdporné celé
¢isla je vlastnost, ktort si tabula napriek dovolenym Kubovym
krokom zachovava a budeme ju volat invariant.

Z pozorovania 3 dostaneme obdobnym spdsobom dalsi inva-
riant. Vlastnost neobsahovat ¢isla vicsie neZ n je taktieZ inva-
riantom. Pozorovanie 1 uz nem4 taka jednoduchti podobu inva-
riantu, ale to nam nevadi.

Ak ste sa hrali na Kuba trosku dlhsie a pre rézne n, mohli
ste si v8imnut, Ze ak si zvolite pevne nejaké malé® n, tak parita

5Na skusanie pripadov, kde n je malé, si treba daf pozor! V niektorych
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vysledného ¢isla po n — 1 krokoch akoby bola uz nie¢im predur-
dené. Vysledky takéhoto sktiSania si treba prehladne zapisat a
hladat zavislosti, ktoré by ndm mohli pomoct objavit podstatu
problému. Napriklad do nasledovnej tabulky.

n |1]2]|3|4|5|6[7[8]9]10]11|12
parita| N|N|P|P|N|N|P/P|N|N|P | P

My sme nahodou® zvolili taky format zapisu, e zavislosti priam
biji1 do o¢i. Zda sa, ze pre n, ktoré déva po deleni 4 zvySok 1
alebo 2, zostane po n — 1 krokoch na tabuli neparne ¢islo a
inokedy ostane parne ¢islo. Zac¢iname Hankinym schopnostiam
predvidat vysledok pomaly verif a aj vieme, ako to asi robi.
Jediny problém je, Ze netusime, preco to tak funguje.

Jednym sposobom, ako to zistitf, je v8imniat si jeden zauji-
mavy invariant. Budeme si v§imat paritu sictu vsetkijch éisel na
tabuli. Ako sa zmeni tato parita po jednom kroku? Nech Kubo
zmaZe Cisla k a | a napiSe na tabulu |k —[|. Stcet ¢isel na tabuli
sa zmensi o hodnotu k +1 — |k — | (overte si, Ze je tdto hodnota
nezéporna). Mozete si overit,” Ze vyraz k + [ — |k — I| je parny
pre Tubovolné celé ¢isla k a [. TakZe parita suc¢tu ¢éisel na tabuli
sa Kubovymi tahmi nemeni — je to invariant.

Parita d¢isla, ktoré ostane na tabuli po n — 1 krokoch ako
jediné, je teda rovna parite suCtu vsetkych cisel na zaciatku.
Staci uz len zratat paritu disla

1
1+2+3+---+n:"("T+) (3.1)
v zavislosti od n. To uz za pomoci zakladov tedrie c¢isel nie je
problém, napriklad moZzeme rozobrat Styri pripady n = 4k + 1,
n =4k + 2, n =4k + 3 an = 4k + 4, kde k je nezdporné celé

tlohach sa pre malé n moéze zdat vSetko v poriadku a napr. pre n = 105
dostaneme necakany vysledok.

6Mate pravdu, nadhoda to nebola ani ndhodou. Presne sme vedeli, ako
zvolit tabulku a tak sme to spravili. S nejakymi skisenostami to zvladnete
aj vy.

7Staci napriklad vyskusat vietky mozné parity k a I (4 moznosti), pop-
ripade usudit, ze k + ! — |k — | ma rovnaka paritu ako k+1—k+1=2l a
to je parne cislo.
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¢islo. Tieto tvary ¢isla n dosadime do (3.1). Dostaneme taky
vysledok, aky sme par odsekov dozadu ocakavali. O

Uloha. Na tabuli® st napisané prirodzené ¢isla od jedna do
milién, kazdé prave raz. Kazdé ¢islo zotrieme a na jeho miesto
napiseme jeho ciferny stcet. Tento proces opakujeme, az kym
nezostanu len jednociferné ¢isla. Ktorych cifier bude na zaver na
tabuli najviac?

Riesenie. Ozna¢me S(n) ciferny stcet prirodzeného ¢isla n. Pre
dvoj- a viacciferné ¢éisla n plati S(n) < n (overte si), preto po-
stupnym nahradzovanim ¢isla n ¢islom S(n) dosiahneme na me-
nej nez n krokov jednociferné ¢islo. Tym sme odovodnili, Ze po
najviac milién krokoch (v skutoénosti ich bude ovela menej) na
tabuli naozaj ostant iba jednociferné ¢isla. To od nas nik nevy-
zadoval, ale mdZe ndm to pomoct lepsie pochopit problém.

Co zaujimavé vieme o &isle S(n)? Ak si spomenieme na kri-
téria delitelnosti, vieme, Ze ciferny stéet vystupuje pri zistovani
delitelnosti ¢islom 3 a 9. Presnejsie, plati, Zze n a S(n) maja
rovnaky zvysok po deleni 9. Takze pri postupnom prepisovani

n— S(n) = S(S(n)) — S(S(Sn))) — ---

sa nemeni zvysok po deleni ¢islom 9 — tento zvySok je teda
invariantom. Na konci dostaneme nenulovi cifru (preco?), teda
éislo spomedzi 1, 2, 3, ..., 9. KedZze tychto devit cifier m4 rézne
zvysSky po deleni 9, tak zvysSok n po deleni 9 ndm presne urci,
ktora cifra bude na zaver na tabuli namiesto c¢isla n.

Teraz stadi zistit, ktory zvySok po deleni ¢islom 9 ma medzi
¢islami od 1 do 1000000 najvicsie zastupenie. Lahko overite, Ze
je to zvysok 1. O

Videli sme dva priklady, kde zaklad elegantného riesenia spo-
¢ival v tom, Ze si vSimneme nejakt nemennti vec, v nasom pri-
pade to boli parita a zvysky po deleni. Oba priklady boli algo-
ritmického typu, teda mali sme zadany nejaky objekt (tabula
s Cislami) a povolené kroky (operacie, fahy, ...). Dolezité bolo
najst, ¢o sa na nasom objekte po jednom kroku (operécii, tahu,

8Mohli by sme byt aj inovativni a nepouzif tabulu, ale nechat ¢isla
napisané na dne mora, alebo nakreslené farbickou na slimakovej ulite, ¢i
skryté v chladnicke. Ale priznajme si, z morského dna sa ¢isla rychlo zmyjua,
kreslit po slimékoch by sa nemalo a kto kedy videl éisla v chladnicke. . .
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..) nezmeni. Invarianty sltizia hlavne na dokaz toho, Ze nieco
sa ned4, alebo Ze nejaky stav sa ned4 dosiahnuf z iného stavu.
Nevelmi ndm pomozu pri dékazoch, Ze sa nieco spravit d4; na-
priklad v tlohe o Kubovych ¢islach na tabuli sice Hanka pre
n = 5 vie, ze musi vyjst nepérne ¢&islo, ale tento fakt samotny
jej nepomoze rozhodnut, ¢i moéze vysledné ¢islo byt 3 alebo nie.

Ak sa rozhodnete niekde hladaf invariant, skiimanie zvyskov
a najmi parity je viac nez odportacané. Moze sa vSak stat, Ze
invariant sa schovava v nieCom tplne inom.
Uloha. Na stole st tri pohére otocené hore dnom. V jednom
kroku méZzeme presne dva z nich oto¢it naopak. D4 sa takymito
krokmi dosiahnut, aby boli vSetky pohare otodené dole dnom?
Vyskuisajte si tlohu vyriesit trebars pre 1001 poharov, ak mézete
v jednom kroku otocit préave devit poharov.
Uloha. Na tabuli st napisané ¢isla 7, v/2 a . V jednom kroku
modzeme miesto dvoch ¢isel x a y napisat ¢isla (z — y)? a 22y.
MobZeme mat po koneénom podéte krokov na tabuli napisané ¢isla
1, 3,2011?7 A ¢o éisla 1+, 8/, 72?7 (Mnoho podobnych tiloh si
viete vymysliet aj sami, sta¢i menif podet ¢isel na tabuli, pocia-
tofnu ¢ vysledna sadu ¢isel alebo operécie, ktoré st dovolené.)

3.3.1. Na ostrove v Tichomori Ziji chameledény 3 farieb: Zlté, ze-
lené a hnedé. Ked sa stretni dva chameleény roznych farieb, oba
sa prefarbia na tretiu farbu. V istom momente bolo na ostrove 13
zltych, 15 zelenych a 17 hnedych chamelednov. Je mozné, aby
bolo po istom case vSetkych 45 chameleénov rovnakej farby?
(Predpokladdme, Ze sa Ziaden novy nenarodi, ani ziaden neum-
rie.)

3.3.2. Mame Sachovnicu s rozmermi 3 x 3. V dolnych rohoch st
dva éervené kone, v hornych rohoch st dva modré kone. Na kolko
najmenej tahov vieme dosiahnut, Ze dva &ervené kone budu
v hornych rohoch a dva modré kone budu v dolnych rohoch?
Na kolko najmenej tahov vieme dosiahnut, Ze po diagondlach
(uhloprieckach) budi oproti sebe kone rovnakej farby?
Poznamka: kone skdc¢u do L, dva kone nemdzu byt naraz na
jednom policku; nemusime striedat fahy éervenymi a modrymi
kofimi.
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3.3.3. Okolo ohiia sedi n + 1 psov (n > 1). Jeden z nich je
bankar a ma n kariet, ostatni nemaji ani jednu kartu. V jednom
kroku zvolime dvoch psov A a B (nie nutne roznych), z ktorych
kazdy ma aspon jednu kartu a spolu maja aspon dve. Zoberieme
jednu kartu od psa A a dame ju jednému zo susedov psa B a
zoberieme jednu kartu od psa B a dame ju jednému zo susedov
psa A. Pre ktoré n sa po sérii vhodnych krokov moéZzeme dostat
do situécie, ze kazdy pes okrem bankara ma jednu kartu?

3.3.4. Petra a Dalila sa najnovsie nehravaju so zapalkami, ale
s peniazmi, ktoré usetria tym, Ze si nekupuju zapalky. Zoberu si
n korunaciek a umiestnia ich na stole do jedného radu. Dievca,
ktoré je na tahu, si vyberie jednu mincu, ktord je znakom hore,
otodi ju, ako aj vSetky ostatné napravo od nej. Potom je na tahu
druhé dievéa. Takto striedavo tahaju, pricom zacina sktisenejsia
Petra. Prehra té, ktord uz nevie spravit fah. Ukézte, Ze tato
hra vzdy skonc¢i po konecnom pocte krokov. Ktora hracka mé
vifaznu stratégiu?

3.3.5. Rasto sa hréa s tabulkou 6 x 6, ktord mé v kazdom po-
licku zopéar kamienkov. V jednom kroku hry si vyberie niekolko
poli¢ok tabulky tvoriacich Stvorec so stranou vicésSou ako 1 a
do kazdého policka tohto $tvorca pridé jeden kamienok. Rasto
vyhré vtedy, ked sa mu podari dosiahnut v kazdom policku ta-
bulky pocet kamienkov delitelny tromi. M4 Sancu vyhrat pre
kazdé pociatoéné rozmiestnenie kamienkov v tabulke?

3.3.6. Feldo nasiel na povale starta Sachovu figurku — delfina a
spomenul si na vekmi zabudnuty kaprov problém. Delfin sa mo6ze
hybat o 1 policko doprava, o 1 poli¢ko hore alebo o 1 poli¢ko po
diagonale dolava dole. Na zaciatku stoji delfin v Tavom dolnom
rohu Sachovnice 8 x 8. D4 sa s nim prejst celd Sachovnica tak,
aby na kazdom policku stal prave raz?

3.3.7. Na sachovnicu 10 x 10 umiestnime 9 pukov tak, aby bol
kazdy puk na inom poli¢ku. Potom priddvame puky podla nasle-
dujtceho pravidla: ak ma policko, na ktorom nie je puk, aspon
dve susedné policka, na ktorych uz su puky, tak na toto policko
ddme puk. (Susedné policka maja spoloénu stranu.) Ukézte, ze
tymito krokmi nikdy nezaplnime celii Sachovnicu pukmi.
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3.3.8. Mame pred sebou rad vriec tiahnici sa na obe strany do
nekonecna. V tychto vreciach je nejako rozmiestneny konecény
pocet zemiakov. V tejto nelahkej situécii mézme robit dve ope-
racie:

1) Nech A, B, C st v tomto poradi (zlava doprava) tri susedné
vrecia. Zoberieme po jednom zemiaku z vriec A a B a pridame
jeden zemiak do vreca C'.

2) Nech A, B, C, D st v tomto poradi (zlava doprava) Styri
susedné vrecia. Zoberieme dva zemiaky z vreca C' a priddme po
jednom zemiaku do vriec A a D.

Dokéazte, ze po istom pocte krokov sa nutne dostaneme do situ-
acie, v ktorej uz nemodzeme pouzit ani jednu operéciu. Zistite,
¢i vysledna situdcia zavisi od operéacii, ktoré sme pouzili v jed-
notlivych krokoch.

3.4 Enumeracia

Casto sa mdzeme stretnit s otazkou ,,Kolko je moznosti?“ Na-
priklad kolko je moznosti usporiadania siedmych knih na po-
licke? Alebo kolko je roznych spdsobov ako oznacit Styrmi dier-
kami listok na MHD, ktory ma 9 poli¢ok na oznacovanie? Clo-
vek si moze prirodzene klast otazku, naco je uz komu dobré
takéto pocty moznosti poznat. Jednou z aplikécii takéhoto po-
¢itania je analyza zlozitosti algoritmov — chceme napriklad po-
rovnat rychlost roznych sposobov triedenia dat podla abecedy.
Pocitanie moznosti sa vyuziva aj v existenénych doékazoch: ak
ukézeme, ze ,zlych“ moznosti je menej ako vSetkych moznosti,
tak musia existovat aj ,dobré“ moznosti — aj ked moze byt
tazké ich najst. Priklad takéhoto vyuZitia ndjdete v 4. ilohe do-
maceho kola kategdrie C v 60. roéniku MO, ktorej zadanie si
tu uvedieme; rieSenie najdete napriklad v dokumente na adrese
http://skmo.sk/dokument . php?id=368.

Uloha. V skupine n Ziakov sa spolu niektori kamaratia. Vieme,
ze kazdy mé medzi ostatnymi aspon Styroch kamaratov. Uci-
telka chce Zziakov rozdelit na dve nanajvys stvorélenné skupiny
tak, Ze kazdy bude mat vo svojej skupine aspoii jedného kama-
rata.

a) Ukdzte, Ze v pripade n = 7 sa daju ziaci pozadovanym
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sposobom vzdy rozdelit.

b) Zistite, ¢ mozno ziakov takto vzdy rozdelit aj v pripade
n = 8.

Dolezitym krokom je spoznat, kedy sa jednotlivé moznosti

spocitavaju a kedy sa nasobia. Ukézeme si to na nasledujiicich
prikladoch.

Uloha. V triede 2.C je 30 ziakov, 20 chlapcov a 10 dievéat.
Kazdy chlapec ma dve penazenky a v kazdej z nich je 10 Eur.
Kazdé dievéa ma pre istotu 3 penazenky a v kazdej z nich sa
$tyri dvojeurové mince. Kolko periazi maju vSetci ziaci 2.C do-
hromady?

Riesenie. Na tomto priklade mame moznost intuitivne si pre-
cvidit, ktoré ¢isla sa nésobia a ktoré sa s¢itavaju. Pojdeme na
to pekne od zaciatku. Vsetky peniaze dokopy st suctom pe-
nazi chlapcov a penazi dievéat. Peniaze chlapcov dohromady sa
suctom penazi kazdého chlapca, ¢o je rovnaké ako siucin poctu
chlapcov a penazi kazdého z nich. Peniaze kazdého chlapca st
dvojnasobkom poctu penazi v kazdej jeho penazenke. Podobne
aj u dievéat. Ak sme sa nepomylili, mali by sme dostat, ze do-
hromady maja

20-2-104+10-3-4-2 =400 + 240 = 640 Eur. O

Vrafme sa teraz k prikladu usporiadania knih na policke.
Skuste si vypisat vSetky moznosti pre tri ¢ Styri knihy; ked
ich budete vypisovat systematicky, nemalo by byt problémom
vediet zistit pocet moznosti dokonca aj bez toho, aby sme naozaj
vSetky tie moZnosti vypisali. Sta¢i si v duchu predstavovat, ako
to robime.

Uloha. Kolko je moznosti pre usporiadanie siedmych (réznych)
knih na policke?

Riesenie. Na policke mame teda sedem pomyselnych prazdnych
miest na knihy. Pozerajme sa na kazdé toto miesto osobitne.
Zoberme si ich napriklad zlava doprava, celd policka je prazdna
a my mame v rukdch sedem knih. Kolko kniziek modzeme polozit
na prvé miesto? No predsa hociktora z tych siedmych kniziek,
¢o mame v ruke. To je sedem moznosti. Prestavme si, Ze uz sme
tam jednu knihu polozili. Kolko mdme teraz moZnosti polozit
knihu na druhé miesto na policke? V ruke uz mame iba 6 knih,
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takze to bude 6 moznosti. Keby sme na tomto mieste chceli
prestat a pytali by sme sa, kolkymi roznymi spdsobmi modZeme
ulozif na policku dve knihy zo siedmych, aké by bola odpoved?
A keby sme si pritazili pismenkami a pytali sa, kolkymi sposobmi
mozeme ulozit na policku dve knihy z n knih? A nakoniec, ak
by nés zaujimalo, kolkymi spdsobmi moZzeme ulozit na policku
k knih z n knih? Dostali by sme sa k ¢islu

nn—1)-...-2-1

nn=1)—k+ 1) = o T 21

ktorému sa hovori varidcia k-tej triedy z n prvkov bez opakova-
nia. Tu by sme si mohli premysliet, ako by asi vyzerala varidcia
k-tej triedy z n prvkov s opakovanim. Zmena by bola iba v tom,
7e by sme z kazdej nasej knihy mali Tubovolne vela rovnakjch
képii. To by znamenalo, ze ak knizku vlozime na policku, mohli
by sme na iné miesto znovu vlozif rovnakt knihu.

Vréafme sa trochu naspéf v tlohe a pokracujme v ukladani
kniziek. Mame 7 knih a 7 miest na policke. Pre tretie miesto
na policke uz mame iba 5 moznosti, pre Stvrté miesto iba 4
moznosti, ...a pre posledné miesto uz iba jednu moznost, lebo
nam na ruke ostane iba jedna kniha. V tomto pripade je teda
odpovedou ¢islo 7-6-5-4-3-2-1 = 7. V tomto pripade sa
moznosti iba nasobili, lebo ku prvej knizke na policke sme mohli
TubovoIne dolozit druhii knizku. Takéto usporiadanie sa nazyva
permutécia; pocet permutacii (usporiadani ¢ poradi) n prvkov
je nl. O

Doteraz ndm stéle zalezalo na poradi, v akom st usporiadané
jednotlivé knizky na policke. Co by sa ndm zmenilo v pripade,
ze by sme knihy neukladali na policku, ale hadzali by sme ich
do vreca?

Uloha. Kolkymi sposobmi si méze Jano vybrat na cestu 3 knihy
zo svojej kniZnice, v ktorej je n roznych knih? (Zélezi mu iba
na trojici knih, nie na tom, ktort si vyberie ako prvi, ktoru ako
druht a ktort ako tretiu.)

Riesenie. V tomto priklade vieme vyuzit to, ¢o sme sa naucili
doteraz. Knihy st navzajom rézne, preto ak by si knihy bral
postupne, tak na vyber prvej by mal n moznosti, na vyber dru-
hej n — 1 a na vyber tretej n — 2 moznosti. V tomto pripade
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ak vytiahne postupne knihy s ¢islami 2, n — 3 a 5, je to pre
neho to isté, ako keby ich vytiahol v inom poradi, trebars 2, 5 a
n — 3. Pretoze takychto trojic je rovnako vela ako poctov uspo-
riadani troch knih na policke, teda 3!, tak odpoved na otazku
bude n-(n—1)-(n—2)/3\.° O

Ak sa v seminari stretnete s nejakou kombinatorickou tlo-
hou, ktorej zadanie sa bude pytat ,, Kolko je moznosti. .. ?“, ¢a-
stokrat vam postadi si iba spravne premysliet a rozdelit vsetky
moznosti. Vzdy si nezabudnite overif, ¢i ste skutocne presli
vSetky moZnosti a ¢i sa vam nestalo, Ze nejakii moznost za-
pocitali viackrat. Overte si vysledok pre malé hodnoty, kde si
viete vSetky moZnosti pekne vypisat rucne. Ak je to mozné, pre
viiéSie hodnoty pomoze spocitat moZnosti na poéitaci (samoz-
rejme, nie rovnakym rozdelenim vSetkych moznosti, ako ked to
ratate ruéne za pomoci kombinacnych ¢isel ¢i faktoridlov, ale
systematickym vypisanim moZnosti).

V niektorych pripadoch je tazké spocitat pocet moznosti pri
danych n objektoch priamo, ale pomerne jednoduché by bolo
zistit ho, keby sme poznali podet moznosti pre n—1 objektov. Pri
takychto tlohach zvidsa vieme odvodit tzv. rekurentny vztah,
ktory vyjadruje po¢et moznosti pre n objektov pomocou poctov
moznosti pre menej ako n objektov. Ukazeme si to na priklade.

Uloha. Na najviac kolko oblasti vieme rozdelif rovinu n priam-
kami?

Riesenie. Uloha vyzera lahko a v skutoc¢nosti aj taka je — ak
vieme, ako na 1iu. Ako skuseni rieSitelia si ozna¢ime hladany
pocet oblasti L,, a zacneme vypisovat hodnoty L1 = 2, Ly = 4,
Ls = 7 a tu si pravdepodobne uvedomime, Ze kolko najviac
oblasti vieme pridat n-tou priamkou. Kazdu z n — 1 priamok
moZzeme pretnif n-tou priamkou najviac raz, takze n-t4 priamka
bude rozsekana na najviac n ¢asti. VSimnime si, ze ak ziadne

9Zaujimavé je zamysliet sa, preo je vysledny zlomok pre fubovolné n
celé &islo. Ano, presne preto, Ze je to podet nejakych moznosti, ale vedeli
by ste to dokézat bez znalosti tohto faktu? Toto vieme vyuzit ako test
spravnosti vysledku: ak by nam vyslo trebars n(n — 1)(n — 2)/4, tak sme
niekde pri pocitani spravili chybu, lebo tento zlomok pre niektoré n nebude
mat celoc¢iselntt hodnotu. Iny test tohto typu: vysledok musi byt nezdporné
&islo. Ano, znie to trividlne, ale neraz sme v odovzdanych rieseniach videli
aj zaporné vysledky. Viimnite si napriklad hodnotu 1+ "7_;(—1)* - k.
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dve priamky nie st rovnobezné, tak vieme dosiahnut tychto n
Gasti. To znamend, %e L, = L,_1 + n, ¢o je rekurentny vztah.
Teraz uz iba postupnych dosadzovanim dostaneme

Ln = Ln_1—|—n:Ln_2+(n—1)+n:-~-
1
= L1+2—|—3+---—|—n:1+§n(n—|—1). O

3.4.1. Na medzinarodnej olympidde z matematiky, ktord sa
konala na Galapdgoch, sa objavila takdto nirocna uloha: Na
Stvorcekovom papieri je nakresleny obdlznik s rozmermi 2 x 4,
vrcholy md v mreZovyjch bodoch a strany md rovnobezné zo stra-
nami papiera. Vyfarbite sturtinu z jeho obsahu, mozete pri tom
vyfarbovat len celé Stvoréeky Stvoréekovej siete. Ndjdite prdve
jedno riesenie. Ulohu zdarne vyriesili vietci i¢astnici sufaze. Pri
kontrole vysledkov organizatori s udivom zistili, ze Ziadne dve
rieSenia nie s rovnaké a nikto nevyfarbil dva Stvorceky, ktoré
spolu susedili stranou. Inak sa vyskytli vSetky mozné riesenia.
Zistite pocet ucastnikov tejto olympiady.

3.4.2. Na papieri je nakresleny pravidelny n-uholnik. Zistite,
kolkymi sposobmi je mozné z jeho vrcholov vybrat 3 tak, aby
tvorili vrcholy rovnoramenného trojuholnika.

3.4.3. Babicka kupila Erike stvorcovy obrus s rozmermi n x
n Stvorcekov. Tento obrus mé niekolko zaujimavych vlastnosti.
Kazdy stvorcek je zafarbeny prave jednou farbou. Obrus vyzeral
rovnako, ked ho Erika otocila ¢i prevratila, teda kazdy Stvorcek
mal rovnak farbu ako vSetky symetricky umiestnené stvorceky,
ale roznu ako tie ostatné. Kolko farieb mal obrus?

3.4.4. Na ostrove piadimuzikov zaviedli novli menu. V novej
mene platia takéto mince: 1 LT = 10 LILI, 1 LILI = 10 LILILI
a 1 LILILI = 10 LILILILI. Zistite, kolko je spdsobov, ako v LI,
LILI, LILILI a LILILILI zaplatit sumu 2004 LILILILI.

3.4.5. Cermo mal 8 Gernych a 8 bielych stvorcovych dlazdiciek
s rozmermi 10 x 10 cm. Kazdu dlazdicku rozrezal po uhlopriecke
na dva trojuholniky. Cermo chce tymito trojuholnikmi vydlaz-
dic¢kovat stenu s rozmermi 40 x 40 cm tak, aby Ziadne dva troj-
uholniky, ktoré susedia hranou, nemali rovnaku farbu. Kolko je
takych vydlazdickovani?
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3.4.6. Velka kocka je zloZend z 3 x 3 x 3 rovnakych malych
kociek. Kolko je vSetkych kvadrov (zlozenych z malych kociek)
nachddzajtcich sa v tejto velkej kocke? (Aj kocku povazujeme
za kvader.)

3.4.7. Zistite, kolkymi sposobmi moZzeme z mnoziny {1,2,3, ...,
19,20} vybrat trojprvkovi podmnozinu, ktorej suéin prvkov je
delitelny Styrmi.

3.4.8. Zistite, kolko réznych $tvorcifernych ¢isel mozno napi-
sat pomocou cifier 1,2,...,8, ak maji byt vSetky cifry v &isle
navzajom rozne a vsetky zostavené ¢isla maju byt delitelné de-
viatimi.

3.4.9. Bus sa pri opravovani poslednej série rozhodol, ze zo sto
riesitelov, ktori poslali jeho lohu, udeli plny pocet bodov prave
trom. Aby tychto troch $tastlivcov nevyberal tplne nahodne,
ocisloval rieSenia ¢islami 1,2,...,100 a rozhodol sa, ze tieto tri
rieSenia vyberie tak, aby ¢islo jedného z nich bolo aritmetickym
priemerom ¢isel zvy$nych dvoch. Kolkymi sposobmi moze Bus
vybrat rieSenia, ktoré dostant plny pocdet bodov?

3.4.10. Adka sa po ststredeni rozhodla, ze chce doméce zvie-
ratko a kupila si zabicku. Aby sa Zabicka nenudila, nakreslila
jej na stol mrezovu sief a Zabku polozila do jedného z mreZo-
vych bodov. Do bodu, ktory je o dva body vpravo a o dva body
hore od zabicky, Adka polozila lentilku. Pre zabky je lentilka
velka pochtutka, preto sa ¢oskoro vyda ju zjest. Zabicka sa vie
medzi mrezovymi bodmi pohybovat iba tak, Ze sko¢i o jeden
bod hore, dole, doprava alebo dolava. K lentilke sa chce dostat
po presne Siestom skoku (nie skor), pri¢om jej nevadi, ak medzi
niektorymi dvomi bodmi sko¢{ viackrat. Pomézte Adkinej zabke
zistit, kolkymi spdsobmi sa vie dostat k pochutke.

3.4.11. Méame $tvorec 3 x 3 rozdeleny na devit rovnakych stvor-
dekov. Chceme do nich vpisat devit kladnych celych cisel tak,
aby stéin ¢sel v kazdom riadku a stipci bol 270.

a) Vieme $tvorec takymto sposobom vyplnit?

b) Kolko je réznych sposobov, ako to spravit? (Dve vyplnenia,
ktoré su jedno otocenim alebo zrkadlovym obrazom druhého,
povazujeme za rozne.)
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3.4.12. Na oslave sa ziSlo desat priatelov. Posadali si okolo
okrihleho stola, kazdy na miesto oznacené Stitkom so svojim
menom. Okolo jedenastej hodiny vysli vSetci na chvilu na terasu
a sledovali ohtiostroj. Po névrate si kazdy sadol bud na svoje
povodné miesto, alebo o jedno miesto vedla (napravo alebo na-
lavo). Kolkymi réznymi sposobmi si mohli posadat okolo stola?

3.4.13. Pre Iubovolné prirodzené ¢islo n > 1 oznacme s,, pocet
permutécii (a,as,...,a,) prvych n prirodzenych disel takych,
ze

1<|ar —k| <2 pre vSetky k =1,2,...,n.

Dokazte, ze pre vsetky prirodzené ¢isla n > 6 plati

TSp_1 < 48, < 8S8p_1.

3.5 Hry

V tejto Casti si povieme nie¢o o hrach dvoch alebo viacerych
hracov. Obvykle to bude hra pre dvoch hracov, ktori sa vo svo-
jich fahoch striedaja. Hra mé jasne dané pravidla, ktoré urcuju,
¢o je jednotlivym hracom dovolené v ramci tahov a tiez uréuju,
kedy jeden z hracov vyhral. Predstavme si hru s dvoma hracmi
A a B a ich situdciu na konci hry. Dajme tomu, Ze hrac¢ A je
na tahu a zabezpedil si vyhru. Zvykneme tomu hovorit, Ze hrac¢
A je vo vyhréavajucej pozicii. Pozrime sa, ¢o sa stalo v predchéa-
dzajicom fahu. Ak hra¢ B nemdze fubovolnym svojim tahom
zabrénit tomu, aby v nasledujicom tahu hra¢ A vyhral, tak ho-
vorime, Ze hra¢ B je v prehravajucej pozicii. Ak by mohol hrac
B svojim tahom zabezpecit to, Ze v nasledujicom tahu sa hrac
A dostane do prehravajicej pozicie, tak hra¢ B sa nachadza
vo vyhravajicej pozicii. Pravda, v nasich iivahach neuvazujeme
moznost remizy. Preto takto spéitne rozoberanim odzadu vieme
obvykle uréit, ktoré pozicie st prehravajice a ktoré vyhravajtce
a tak sa dostaneme az do pozicie, z ktorej hraci zac¢inaja hru.
Skiisime si precvicit tieto ivahy na nasledujicich hrach.
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Jedna skupina takjchto hier sa nazyva NIM, st to hry o odo-
berani zépaliek.'? Napriklad takato:

Uloha. Dvaja hradi, Andrej a Boris, maja pred sebou képku
s 2000 zapalkami. V kazdom tahu moéze hra¢ odobrat z kopky
1 alebo 3 zdpalky. Hraé, ktory uz nemodze vykonat tah (odo-
brat aspon jednu zépalku), prehral. Zaéina Andrej. Zistite, ktory
z hra¢ov moze vyhrat bez ohladu na fahy jeho stupera.
Riesenie. Postupujme od konca. Ak je pred hra¢om na fahu 0
zépaliek, tak prehral. Ak ma pred sebou 1 alebo 3 zapalky, tak
vyhral (zoberie vSetky zépalky a tak dostane supera do prehra-
vajucej pozicie). Ak mé pred sebou 2 zapalky, tak z tejto kopy
3 zépalky nevie zobraf, moze zobraf iba jednu a tak dostane
svojho stipera do vyhravajacej pozicie, preto 2 zapalky st pre-
hrévajtca pozicia. Pokisme sa postupne vyplnit tabulku, v kto-
rej budeme zaznamenévat, ¢i je pozicia s X zapalkami prehra-
vajica P alebo vyhravajtca V. Ako ju vyplhame? Postupne od
najmensich ¢isel. Predpokladajme, ze pre kopky s 0,1,2,...,k
zépalkami vieme povedat, ¢i je to vyhravajica alebo prehrava-
juca pozicia. Co vieme povedaf, ak m4 hra¢ pre sebou kopku
s k + 1 zapalkami? MbZe z tejto kopky ubrat jednu alebo tri
zépalky, takze vie stipera postavit pred kopku s k alebo k — 2
zépalkami. Ak hociktord z tychto kdpok je prehravajuca, tak
k + 1 je vyhravajaca, v opa¢nom pripade je to prehravajica
pozicia (premyslite si). Tabulka teda vyzerd nasledovne.

kK 10]|1]2|13|4|5(6|7[8|9]|10]11|12
pozicia | P |V |P|V|P|V|P|V|P|V|P |V |P

Nezdé sa vam teraz podozrivé, ze parne pocty zapaliek s
prehravajtce pozicie a neparne pocty si vyhravajice? Preco je
to tak? Kltdom je to, Ze hrac¢i mozu odoberat iba neparny po-
Cet zapaliek. Na zvySok uz urcite pridete aj sami. Keby sme
takto vypliiovali tabulku, do$li by sme k zaveru, ze 2000 zépa-
liek je prehravajica pozicia, teda zac¢inajuci Andrej prehra, ak

LONIM je staro¢inska hra, pévodne ttito hru hrali s fazulami. V Eurépe a
v USA hru poznali uz v 19. storo¢i pod nédzvom FAN-TAN. Pomenovanie
hry NIM pochadza od Leonarda Boutona, profesora matematiky. Bouton
v roku 1901 napisal prvi analyzu hry a hru pomenoval podla staroanglic-
kého slova NIMUS — odobrat, ukradnit.
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sa Boris bude snazif vyhrat. Patrilo by sa, aby sme popisali,
ako mé Boris fahat (v zévislosti od fahov jeho stpera). Této
konkrétna verzia hry NIM je zaujimava v tom, Ze vitazovi staéi
tahat tplne Iubovolne. Napriklad nech Boris tahd z kopky po
Andrejovi tak, ze sucet zapaliek, ktoré obaja zoberu (zacinajtuc
Andrejom) bude 4. V tomto pripade moézeme hovorit o inva-
riante, Boris vie vZdy doplnit podet odobratych zapaliek do Sty-
roch — takéto doplianie byva ¢asto riesenim tloh o NIMoch.
Teda ak Andrej zoberie jednu, Boris zoberie tri a naopak. Takto
si vie Boris zabezpecit, ze po 499 vymenéch tahov bude na kdpke
presne 2000 — 499 - 4 = 4 zapalky a na fahu bude Andrej. A to
uz sme si rozobrali, Ze tato pozicia je prehravajaca. Pri takejto
stratégii si Boris zabezpedi vitazstvo, nech hrd Andrej ako chce.
Vo vSeobecnosti takito stratégiu nazyvame vitaznd, Standardna
formulécia zadani o hrach potom znie ,najdite a popiste vitaznt
stratégiu pre jedného z hracov“. Ak hra moéze skoncif remizou,
obcas vieme najst pre kazdého z hracov remizujicu stratégiu
— teda taki, Co zabezpeci, ze hrac¢ neprehra. Najdite takéto
stratégie pre oboch hracov v klasickych piskvorkach na planiku
3 x 3.

Skuste si premyslief, kto a akil ma vifazni stratégiu pre
predchadzajicu tlohu, ak
a) prehré ten, kto zoberie poslednt zapalku;
b) je mozné z kopky brat jednu alebo dve zdpalky;
¢) je mozné z kopky brat jednu tri alebo pit zdpaliek;
d) je dovolené brat najviac polovicu zépaliek z kopky, pripadne
jednu zapalku, ak je tam uz iba jedna. O

Vyskusajte si rozlisknut aj nasledujtice hry NIM.

Uloha. Hra¢i maju pred sebou dve kdpky; je jednej je 6 a na
druhej 9 zépaliek. Hra¢, ktory je na fahu, odoberie z jednej,
z druhej, alebo z oboch képok zaroven najviac 3 zapalky dohro-
mady. Vyhréva hra¢, ktory zoberie poslednt zépalku. (Névod:
aktudlny stav hry teraz nie je reprezentovany jednym cislom,
ale dvojicou ¢isel udavajiucich pocet zapaliek na jednotlivych
kopkach.)

Uloha. Hradi maji pred sebou dve kopky po 1000 zapaliek.
Hrag, ktory je na tahu, moZe odobrat najviac styri zapalky z pr-
vej kopky, alebo najviac pif zapaliek z druhej kopky, ale vzdy
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aspon jednu zapalku. Vyhrava hrac, ktory zoberie poslednt za-
palku.

Uloha. (Partizanska hra) Hraéi maju pred sebou jednu kopku
s 1000 zapalkami. Prvy hra¢ moze odobraf jednu alebo Styri
zdpalky, druhy moéze odoberat dve alebo tri zapalky. Vyhrava
hrac, ktory zoberie poslednt zapalku.

Nasledujtca tloha uz nie je NIM; dédva ndm do ruk novy
(Gasto pouzivany) pristup k hladaniu stratégie.

Uloha. Hrac¢i maju pred sebou Sachovnicu 9 x 9 a ukladajt na
nu postupne jazdcov tak, aby sa navzdjom neohrozovali. Ten,
kto uz nemdze polozif jazdca na Sachovnicu, prehral.
Riesenie. Mozno ndm pomdze, ak si odmyslime jazdcov a po-
zrieme sa na velmi podobnu ulohu: Hrdci ukladaji striedavo
mince na obdlZnikovy stél, pricom nemozu prekryjvat uZ polo-
Zenu mincu. Kto nemoZe poloZit mincu na stol, prehral. Tu sme
zbaveni Sachovnicovej mriezky, mozeme klast mince tplne Tubo-
volne. Ako by sme si vzdy po fahu stupera vedeli zabezpecit, aby
sme mali miesto na nasu mincu? Tuho porozmyslajte, moznosti
nie je vela. Sme dvaja hraci, ak on polozi mincu, kde mame
zarucené, Ze bude este volné miesto (ak budeme drzat straté-
giu)? Staci si uvedomit, Ze obdlznik je stredovo stmerny a to
vyuzijeme. Jediné miesto, ktoré touto ivahou neprejde, je stred
obdlZnika. Tam polozime ako za¢inajtci hra¢ mincu a potom uz
iba kladieme mince stredovo simerne podla tahov supera. Pre-
myslite si, ze takyto jednoduchy pristup ndm zabezpeci stale
moznost urobit po stperovi este jeden tah. A kedZze stol sa ndm
raz mincami zaplni, urcite vyhrame. Je mozné tato tvahu uplat-
nit aj na povodni tlohu s jazdcami na Sachovnici? O
Ukézali sme si dve uzitoéné metédy na hladanie vitaznych
stratégii. To samozrejme nie je vSetko, preto v rieseni takychto
tloh musime byt kreativni a vSimavi. Dobrym rieSenim je, ako
sme uz hovorili, pozriet sa na hru na jej konci a postupovat
smerom ku podiatoénej pozicii. Vela Stastia!
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3.5.1. Mazo a Rado hravaju takato hru: Striedavo doplhaji
namiesto hviezdi¢iek v rovniciach celé ¢isla. Zacina Mazo.

* = %
*x + %k = %

k 4k %k = %

ok F ok ok x4k x = %

Zistite, ¢ moéze Mazo dosiahnut, aby po poslednom tahu boli
pravdivé vsetky rovnosti.

3.5.2. Ajka a Bebe hraju kartovi hru s bali¢kom 32 kariet.
Zacdina Ajka, potom sa hrac¢i na tahu striedaji. V jednom fahu
moze hra¢ z balicka zobrat jednu kartu alebo prvocéiselny pocet
kariet. Prehrava ten, kto nemoze urobit tah. Ktory z hrac¢ov ma
v tejto hre vitaznu stratégiu? Popiste ju.

3.5.3. Dvaja hraci hraju takato hru: Na tabuli st napisané
dve ¢isla, napriklad 144 a 15. Hrédi sa striedaja v tahoch. Ten,
kto je na tahu, si vyberie nejaké dve (rdzne) ¢isla na tabuli a
pripiSe nové, ktoré je ich rozdielom (tym kladnym rozdielom,
zdporné Cisla sa na tabulu nepi$u), pri¢om to nové ¢éislo musi
byt rozdielne od vSetkych, ktoré uz st na tabuli. Takto hraci
tahaj, az kym jeden z nich neméze pripisat na tabulu Ziadne
nové ¢islo. Hrac, ktory nemoze potiahnut, prehral. Popiste, ako
mé fahat prvy hrac, aby vyhral, ak na zacdiatku st na tabuli
napisané cisla

a) 17 a 4,

b) 102 a 201.

3.5.4. Dvaja hraci hraju velmi zaujimaviu hru. Hraé, ktory je na
tahu, vyberie nejaké prirodzené ¢islo spomedzi 2,3, ... ,9 (kazdé
¢islo moze byt vybrané aj viackrét), priGom hraci sa striedaja.
Po kazdom fahu sa spocita sucdin vsetkych doteraz vybranych
¢isel a ak prevysi 1000, tak ten, ¢o vyberal posledné ¢islo, vyhral.
Napriklad prvy vyberie 3, druhy 6, prvy 8, druhy 9, 3-6-8-9 =
1296, teda vyhral druhy hrac.

Zistite, ako m4 hrat prvy hrié¢, aby vyhral (ak sa to d4).
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3.5.5. Peto a Mato napiekli dva plechy plné koléé¢ikov a rozhodli
sa, ze si zahraju nasledujucu hru. Na prvom plechu je m kolAaci-
kov, na druhom ich je n < m. Peto a Mafo sa striedaju v jedeni.
Ten z nich, ktory je na tahu, musi zjest nenulovy podet kolac¢ikov
z plechu, na ktorom ich je viac (alebo z ktoréhokolvek, ak je na
oboch plechoch rovnako vela kolaéikov). Pocet kolacikov, ktoré
zje, véak musi byt nasobkom poctu kolac¢ikov na plechu s men-
§im poctom kolac¢ikov. Napriklad, ak je na zaciatku na jednom
plechu 15 a na druhom plechu sa 4 kolaciky, prvy hra¢ moze
zjest 4, 8 alebo 12 kol&éikov z prvého plechu. Hra¢, ktory ako
prvy vyprazdni niektory z plechov, vyhra. Dokazte, ze ak zac¢ina
Pefo a m > 2n, tak potom vie vZdy vyhrat, aj keby Mato hral
najlepsie, ako sa da.

3.5.6. Martanska kocka modrej nezndmej hmoty so stranou 10
sa sklada z 10 x 10 x 10 kocociek. Kazda kococka mé svoje si-
radnice (postupne od vrcholovej kococ¢ky (1,1,1) po vrcholovi
kococku (10,10, 10)) a je na zaciatku zafarbend striebornou far-
bou. Maciatka Pa a Pi sa hraji nasledujicu hru. Zacina Pa
a potom sa striedaju v tahoch. Maciatko, ktoré je na fahu, si
vyberie strieborntt kococku, ktord mé najvicsi sucet stradnic
(v pripade, Ze je takych kocociek viac, moze si vybrat Tubovolni
z nich) a prefarbi ju zo striebornej na zlatt. NavySe moze Tubo-
volne prefarbit (na zlata ¢i na striebornt) kazda kococ¢ku okrem
vybranej, ktora pretina alebo ktorej sa dotyka tsecka spajajica
stred vybranej kococky so stredom kococky (1,1,1). Prehrd ma-
diatko, ktoré nebude moct urobit svoj fah. Pre ktoré z maciatok
existuje vitaznd stratégia?

3.5.7. Hra solitér sa hra na tabulke m xn Stvoréekov. V kazdom
z nich je polozena jedna minca. Na zaciatku st vSetky mince
okrem jednej v rohu otofené znakom nahor. V kazdom fahu
mozeme z tabulky zobrat lubovolnti mincu, ktord je otocend
znakom nahor, ale si¢asne musime otod¢it vSetky mince v Stvor-
éekoch, ktoré hranou susedia s tym, odkial sme mincu prave
zobrali. Najdite vetky dvojice (m,n), pre ktoré je mozné taky-
mito tahmi zobrat vSetky mince.

3.5.8. Po hranach kocky lozia traja pavici a v jej vnuatri lieta
mucha. Pavici tvoria vrcholy trojuholnikovej siete a snazia sa

2006/7
73

2004/5
L1

2003 /4
73

2005/6
72



92 KOMBINATORIKA

fiou chytif muchu. Maximélna rychlost aspon jedného z nich je
aspon takd velkd ako maximéalna rychlost muchy. Pavtci muchu
chytia, ak sa nachadza vnutri siete, alebo na jej okraji. Zistite,
¢éi sa pavikom vzdy podari muchu chytit.

3.6 Teoria grafov

V zadani kombinatorickych tloh casto vystupuju nejaké ob-
jekty (osoby, mestd, Staty, ...) a nejaké vztahy medzi dvojicami
tychto objektov (poznat sa, byt spojeny priamou leteckou lin-
kou, maf spolo¢nua hranicu, ...). Aj ked tieto objekty a vztahy
mozu byt roznorodé, podstatné je ich abstraktnd struktura. Ta
matematici pomenovali graf.

Graf je vlastne dvojica mnozin. Tato F E
dvojicu tvoria koneénd mnozina vrcholov,
zvycajne oznacovana V', a mnozina hrdn,
zvycajne oznacovana E.'' Vrcholy repre-
zentuju objekty a hrany zobrazuju vztahy
medzi objektmi ¢ize vrcholmi. B C

Mnozina vrcholov je lubovolna koneéné
mnozina, napr. {1,2,3,...,42}, {Adam, Boris, Cyril} alebo hoci
aj {o¢i, tista, nos, usi, ruky}. Niektoré dvojice vrcholov st spo-
jené hranou (pripadne i viacerymi, ak je ich vzfah viacnasobny
— takymto grafom sa vSak v tejto kapitole venovat nebudeme, a
keby na to predsa len doslo, vopred vis upozornime). Ak mame
mnozinu vrcholov a zoznam hran, méme nimi plne urceny graf.
Trebars mnozina vrcholov je {A, B,C, D, E, F} a hrany spajaji
dvojice vrcholov {4, B}, {B,C}, {C, A} a {E, F}. Tento graf
vidite na obrazku vyssie. Pre hrany sa zvykne pouzivat skréteny
zapis: hranu medzi vrcholmi u a v zapiSeme uv. Graf na obrazku
ma hrany AB, BC, CA a EF. Vidime, Ze graf je sice definovany
dost abstraktne, ale obrazok pontka velmi prehladni reprezen-
taciu.'? Teraz zavedieme zopar zédkladnych pojmov, aby sa nAm

1 Oznadenie pre tieto mnoziny pochadza z anglickych slov vertez (vrchol,
v mnoznom ¢isle vertices) a edge (hrana).

12 Aspoii pre Iudi. Predstavte si vSak, 7e sa pokusate napisaf program,
ktory dostane bitmapovy obrazok grafu a ma zistit, ¢i existuje prepojenie
medzi vrcholmi s oznaceniami A a B.
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s grafmi dobre pracovalo.

Stuperi vrchola je pocet hran, ktoré z tohto vrchola vycha-
dzaju. Inak povedané, je to pocet susedov tohto vrchola, ¢ize
vrcholov, ktoré st s nasim vrcholom spojené hranou. Po grafe
sa dé4 viacerymi sposobmi prechadzat. Prvy spdsob je taky, ze
sa proste pustime a striedavo ideme po vrcholoch a hranach,
pricom nas nezaujima, ¢i sme vrchol ¢i hranu navstivili viac-
krat alebo nie (samozrejme, vo vrchole si moZeme vybrat len
jednu z hran, ktoré z neho vychadzaji, podobne po hrane na-
sleduje jeden z jej koncovych vrcholov). Takto dostaneme sled.
Ak zakdzeme opakovanie hran, dostaneme fah. Ak zakdZzeme aj
opakovanie vrcholov, dostaneme cestu. O slede alebo fahu ho-
vorime, Ze je uzavrety, ak zacina a kon¢i v tom istom vrchole.
Cesta, ktora zacina a konéi v tom istom vrchole, sa nazyva kruz-
nica alebo cyklus.'® DIZka cesty je pocet hran, ktoré tato cesta
obsahuje. Vzdialenost dvoch vrcholov grafu je dizka najkratsej
cesty medzi nimi.

Ak v grafe existuje medzi kazdymi dvomi vrcholmi aspori
jedna cesta, hovorime mu suwvisly. Ostatné grafy st nesuvisle;
skladaju sa zo suvislych komponentov. Napriklad graf zobrazeny
v uvode kapitoly méa tri komponenty stvislosti.

Graf, v ktorom st kazdé dva vrcholy spojené hranou, sa na-
zyva kompletny. Kompletny graf s n vrcholmi sa zvykne ozna-
dovat K,,.

Uloha. N4jdite vietky n, pre ktoré ma graf K, parny pocet
hran.

UkéZeme si niekolko vSeobecne zndmych vysledkov tedrie
grafov, ktoré sa daju vyuzit pri rieSeni roznych tloh. V§imajte
si metddy pouzité v dokazoch: zvycajne je to matematicka in-
dukcia, dékaz sporom, extremalny princip, Dirichletov princip.
Uloha. Dokézte, ze v lubovolnom grafe je stcet stupiiov vrcho-
lov parny.

Riesenie. Ukézeme si metédu velmi ¢asto pouzivant v kombi-
natorike. Ide o poéitanie dvomi sposobmi. Budeme ratat sadet

13Ty sme si dovolili drobnii nepresnost: ak sa v ceste neopakujt vrcholy,
nemdze zacinat a koncit v tom istom vrchole, ale azda vSetci chapete, o ¢o
nam ide. Mohli by sme byt viac formalni a korektni v takychto detailoch,
ale to by ubralo na nazornosti a pochopitelnosti.
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stuptiov vSetkych vrcholov. Jedna moznost je preberat postupne
vrcholy a za kazdy zaratat podet jeho susedov. Druhy sposob je
ist cez hrany: kazda hrana prispieva do suc¢tu stupiiov vrcholov
hodnotou 1 na kazdom svojom konci, ¢ize za kazda hranu v grafe
treba do suctu stuptiov vrcholov zardtat 2. Z toho je jasné, ze
sucet stupnov vrcholov je dvojnadsobkom poctu hran, a preto je
to parne ¢islo. O

Uloha. Dokézte, Ze ak mé graf vietky vrcholy stupiia aspoii
dva, tak v nom existuje kruznica.

Uloha. Dominujticou mnozinou vrcholov nazyvame takt mno-
zinu vrcholov, ze kazdy vrchol do nej alebo patri, alebo v nej
ma4 suseda. (Inak povedané, vzdialenost lubovolného vrchola od
niektorého z vrcholov v tejto mnozine je najviac 1.) Dokazte, ze
kazdy suvisly graf s aspont dvomi vrcholmi obsahuje dominujicu
mnozinu, ktorej doplnkom je tiez dominujiica mnozina. (Dopl-
nok berieme vzhladom na mnozinu vSetkych vrcholov grafu.)
Ulohou je dokézaf, ze vrcholy grafu vieme rozdelif do dvoch
dominujicich mnozin. Predvedieme niekolko roznych rieseni; od-
porucame kreslit si k nim obrazky.
Riesenie. Zvolme si jeden vrchol grafu, povedzme v. Nech patri
do prvej mnoziny. Je prirodzené dat jeho susedov do druhej mno-
ziny. Susedov susedov potom zase ddme do prvej mnoziny, a tak
dalej. VSeobecne to vieme povedat tak, Ze vrcholy rozdelime do
dvoch mnoZzin podla toho, ¢i maji parnu alebo neparnu vzdiale-
nost od v. Lahko vidno, Ze kazdy vrchol u s parnou vzdialenostou
maé za suseda vrchol s neparnou vzdialenostou: je to jeho sused
leziaci na najkratsej ceste z v do u. Podobne vieme ukézat, Ze aj
mnozina vrcholov s neparnou vzdialenostou je dominujtca. [
Iné riesenie. Pokrac¢ujeme riesenim vychadzajicim z algoritmic-
kého pristupu. Rozdelme vrcholy suvislého grafu G do dvoch
Tubovolnych neprazdnych mnoZin M; a Ms. Ak M; nie je do-
minujica, musi sa v My nachadzat vrchol v, ktory nemd suseda
v M;. Cim viac takychto vrcholov, tym ,menej dominujica® je
mnozina M;. Nazveme takéto vrcholy zl€ vrcholy prvého typu.
Z1é vrcholy druhého typu buda vrcholy, ktoré nepatria do Mo,
ani nemaju suseda v Ms. Skusime sa zlych vrcholov zbavit.
Vrchol v mé vsetkych susedov v M. Pritom v mé aspon
jedného suseda, kedze graf G je stvisly a mé aspon dva vrcholy.
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Prehodenim v z My do M; zniZzime pocet zlych vrcholov prvého
typu o jedna. Pritom sa pocet zlych vrcholov druhého typu ne-
zvysi: vrchol v sa nemoze stat zlym druhého typu, lebo mé v My
suseda, a ziaden vrchol v M; nestrati suseda v My, lebo v ne-
mal v M; ziadnych susedov. Celkovo teda pocet zlych vrcholov
klesol. Graf GG je kone¢ny, preto po dostatoénom pocte takychto
presunov uz nebudu Ziadne zlé vrcholy a vysledné mnoziny buda
dominujtce. O
Iné riesenie. Tretie riesenie vyuziva extremalny princip. Vsim-
nime si, Ze v grafe sa vzdy nachadza aspon jedna dominujica
mnozina — stac¢i vziat vSetky vrcholy grafu. Ku kazdej domi-
nujucej mnozine M s doplnkom D vieme urcit pocet vrcholov
z M, ktoré nemaji suseda v D. Vezmime dominujicu mnozinu
M, pre ktoru je tento pocfet minimalny. Ak je to nula, skon-
¢ili sme, lebo aj D bude dominujica mnozina. Ak nie, musi sa
v M nachadzat vrchol v, ktory v D nemd suseda. Ked vrchol v
prehodime z M do D, neprestane byt mnozina M dominujtca,
lebo vrchol v nie je izolovany (musi mat asponi jedného suseda)
a tento sused nelezi v D, teda lezi v M. Tymto presunom sa
v8ak znizil pocet vrcholov z M, ktoré nemaju suseda v D, a to
je spor s tym, ze uz predtym bol tento pocet minimalny. O

Uloha. Istého turnaja sa ztcastnilo 18 druzstiev, ktoré mali
odohrat medzi sebou vSetky mozné vzajomné zapasy (kazdy
mozny zépas prave raz). Kazdy deti sa odohra jedno kolo, ¢ize
kazdé muzstvo odohra presne jeden zapas. Dokazte, ze po 8 ko-
lach sa najde trojica muzstiev, ktoré medzi sebou este neodohrali
ani jeden zapas.

Stromy

Pripomenme, Ze ak v grafe existuje medzi kazdymi dvomi vr-
cholmi aspori jedna cesta, nazyvame ho stvisly (inak je nestavisly
a sklada sa z niekolkych suvislych komponentov). Ak v grafe
existuje medzi kazdymi dvomi vrcholmi prave jedna cesta, nazy-
vame ho strom.'* Vrcholy stromu, ktoré maji stupei 1, volame

rom nahor, pochopite, odkial sa vzal ich nazov. Graf, v ktorom medzi kaz-
dymi dvomi vrcholmi existuje nanajvys jedna cesta, nazyvame les. Z dote-
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listy. Stromy st velmi dobre preskiimanou triedou grafov. Ich
zékladné vlastnosti st zhrnuté v nasledujicom tvrdeni.

Veta. Nech G je graf s n vrcholmi. Nasledujtce tvrdenia st
ekvivalentné:

(1) V grafe G existuje medzi lubovolnymi dvoma vrcholmi
prave jedna cesta.

(2) Graf G je stvisly a neobsahuje Ziadnu kruznicu.

(3) Graf G je stvisly a ma n — 1 hran.

(4) Graf G je acyklicky (neobsahuje kruznice) a ma n — 1
hran.

(5) Graf G je suvisly, ale po odobrati Tubovolnej hrany sa
rozpadne na dva komponenty.

(6) Graf G neobsahuje Ziadnu kruznicu, ale po pridani fubo-
volnej novej hrany uz kruznicu bude obsahovat.

Dokaz. Dokazy ekvivalencie jednotlivych tvrdeni moZzete najst
v takmer kazdej zdkladnej knihe o tedrii grafov, odporicame
vSak, aby ste si ich skusili spravit samostatne. Na tomto mieste
dokazeme len to, Ze z (2) vyplyva (3).

Predpokladajme, ze savisly graf G s n vrcholmi neobsahuje
kruznicu. Chceme dokézat, Ze mé préave n — 1 hran. Pouzijeme
matematickit indukciu vzhladom na pocet vrcholov. Pre graf
s jednym vrcholom tvrdenie evidentne plati, lebo nema ziadne
hrany. Mame teda graf G s n vrcholmi. Nagim cielom je odobraf
z grafu aspon jeden vrchol a na zvySok pouzit induk¢ény pred-
poklad. Vieme odobrat hociktory vrchol, ale potom by sa graf
mohol rozpadniit na vela ¢asti. (Dokaz sa d4 dokonéit po viacna-
sobnom pouziti indukéného predpokladu, ukaZeme si vSak nieco
iné.) Preto by sme radi odobrali vrchol ¢o najnizsieho stupna.

V grafe GG sa vSak musi nachddzat vrchol stuptia 1, ¢o teraz
dokdzeme. Zac¢nime sa prechadzat po grafe v lubovolnom vrchole
a vezmime najdlhsiu cestu P, ktord v tomto vrchole zacina.
Tato cesta kon¢i nejakym vrcholom v. Kam mozu viest hrany
z v? Vsetky musia ist do vrcholov v ceste P, inak by sa cesta P
dala predlzit. Keby vsak z v ili dve hrany do zvysku cesty P,
vytvoria tieto dve hrany spolu s ¢astou cesty P kruznicu. Preto
ma vrchol v stupen 1.

raz definovanych pojmov vyplyva, ze kazdy les sa sklada zo stromov. To by
eSte uslo, ale kazdy suvisly les je stromom!
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Po odobrati vrchola v z grafu G ubudne presne jedna hrana
(t4, ¢o vychaddza z v). ZvySok grafu, ktory oznac¢ime H, mé n—1
vrcholov, je stvisly a nemo6ze obsahovat kruznice, lebo tie isté
kruznice by obsahoval aj graf G. Preto ma H podla indukéného
predpokladu n — 2 hran. Preto graf G ma n — 1 hran, ako sme
chceli dokézat. O

Uloha. Dokazte, Ze kazdy strom s asporni dvomi vrcholmi mé
aspon dva listy.

Uloha. Dokéazte, ze ak strom obsahuje vrchol stupia d, tak
obsahuje asporti d listov. Skuste svoj dokaz poriadne spisat.

Uloha. Zistite, kolko kruznic méze obsahovat stvisly graf s n
vrcholmi a n hranami.

Uloha. Dokéite, 7e kazdy suvisly graf obsahuje podgraf, ktory
obsahuje vSetky vrcholy povodného grafu a je to strom. (Takyto
podgraf sa nazyva kostra.)

Eulerovské grafy

Teéria grafov sa zacala rozvijat pred vySe dvesto rokmi. Azda
prvy znamy problém je o prechadzkach po mostoch v Konigs-
bergu (dnes Kaliningrad). Predstavte si, Ze mate zopar ostrovov
a medzi nimi nejaké mosty. Chcete sa poprechddzat tak, aby
ste po kazdom moste presli presne raz a vratili sa na pévodné
miesto. S podobnou tlohou ste sa uz iste stretli: mame nakreslit
obrazok jednym fahom, ¢ize po kazdej ¢iare (hrane) moZzeme ist
len raz. Na takyto obrazok sa vieme divat ako na graf: jednotlivé
useky ¢iar buda hrany a ich spojnice (krizovatky) budt vrcholy.

Lahko nahliadneme, Ze ak sa nejaky obrazok dé takto nakres-
lif jednym fahom (a skoncime tam, kde sme zacali), musi byt
zodpovedajuci graf savisly a kazdy jeho vrchol musi mat parny
stupeni — zakazdym, ked sme doti pri kresleni vosli, museli sme
aj odist. Zaujimavé je, ze to funguje aj naopak: ak m4 kazdy
vrchol parny stupen a graf je suvisly, dé sa nakreslit jednym
tahom. Samozrejme, toto uz nie je viditelné na prvy pohlad,
ale dokaz je nenaro¢ny. Uzavrety fah, ktory prechadza kazdou
hranou prave raz, sa nazyva eulerovsky (podla sldvneho mate-
matika Leonharda Eulera, ktory sa problémom konigsberskych
mostov zaoberal v roku 1735).
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Vydajme sa z lubovolného vrchola u na prechddzku a pre-
chadzajme sa dovtedy, kym sa do vychodzieho vrchola nevra-
time. To sa raz musi stat, lebo graf ma koneény pocet hran.
NavySe sa nemdzeme nikde zaseknit, lebo vrcholy maji parne
stupne, preto aj pocet eSte nepouzitych hran je parny v kazdom
vrchole okrem toho, v ktorom stojime pocas prechadzky (roz-
neho od u). Ak sme eSte nepouzili vetky hrany, musi existovat
nepouzitd hrana, ktorej koniec sa nachadza v uz navstivenom
vrchole, lebo graf je stvisly. Oznac¢me tento vrchol v a hranu
e. Predstavme si druha prechadzku, ktora zacne vo v a pokra-
¢uje hranou e. Budeme sa vyhybat hrandm pouZitym pri prvej
prechédzke a budeme po grafe chodif dovtedy, kym sa nevra-
time do v. To musi nastat z podobnych pri¢in ako pri prvej pre-
chadzke. Pri druhej prechddzke sme navstivili niekolko novych
hrén. Teraz spojime obe prechadzky do jedného fahu: najprv sa
z u presunieme do v po trase prvej prechadzky, potom prejdeme
celd trasu druhej prechadzky a nakoniec zvysok trasy prvej pre-
chédzky z v do u. Takto sme dostali novy uzavrety tah, ktory je
dlhsi ako povodny. Ked takto budeme postupne tah predlzovat
a predlzovat, nakoniec prejdeme cely graf.

Doékaz v uvedenej podobe pontika nédvod na konstrukciu eule-
rovského tahu. Dokaz by sme vedeli sformulovat aj inak, s vy-
uzitim extremalneho principu. Vezmime si najdlhsi uzavrety tah
v danom grafe. Ak to nie je eulerovsky fah (neprechiddza cez
vSetky hrany), d4 sa sposobom popisanym v predoslom odseku
predlzit. To je v8ak v spore s tym, Ze bol najdlhsi.

Uloha. Dokazte, ze v savislom grafe, ktory méa presne dva vr-
choly nepédrneho stupna, existuje tah, ktory obsahuje vSetky
hrany. (Tento tah nebude uzavrety.)

Riesenie. Samozrejme, mohli by sme v dokaze vyuzit podobnu
avahu ako pri dokaze existencie eulerovského tahu. USetrime si
vSak vela ndmahy, ak pouzijeme drobny trik. Nech vrcholy ne-
parneho stupna sa w a v. Pridajme do nasho grafu hranu uv.
Novovytvoreny graf ma vsSetky vrcholy parneho stupria, preto
v fiom existuje eulerovsky tah. Pritom tento eulerovsky fah je
po odobrati hrany uv presne tym fahom, ktory hladdme v po-
vodnom grafe. O
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Ako sa daju grafy farbit

Farbenia grafov tvoria jednu z najkosatejsich vetiev tedrie gra-
fov. Tu sa obmedzime len na niekolko pomerne jednoduchych
ukazok.

Uloha. V istej krajine je Sest miest. Medzi kazdymi dvomi
mestami existuje prave jedna leteckd linka, ktora patri jednej
z dvoch leteckych spolo¢nosti operujucich v krajine. Dokéazte,
Ze vieme vybrat tri mesta tak, Ze vSetky linky medzi nimi pre-
vadzkuje t4 istd spolo¢nost.

Riesenie. Najprv si preformulujeme zadanie. Mame kompletny
graf K na Siestich vrcholoch (obsahuje vSetky mozné hrany).
Tieto hrany st zafarbené dvomi farbami, ktoré zodpovedaju le-
teckym spolo¢nostiam — nech st to trebars modréa a Cervena.
Treba dokdzaf, Ze vieme vybraf trojicu vrcholov grafu tak, aby
hrany medzi nimi boli jednej farby. Inak povedané, chceme jed-
nofarebny trojuholnik.

Jednou z moznosti je skiimat problém pre mensi pocet miest,
napriklad pre 4 a 5. Zistime, ze existuju zafarbenia hran kom-
pletnych grafov na 3 ¢i 4 vrcholoch, ktoré neobsahuju jednofa-
rebny trojuholnik. Zaujimavé vsak je, Ze je jediny spdsob, ako
zafarbit hrany grafu Kjs tak, aby tam nebol jednofarebny tro-
juholnik. Najdite toto zafarbenie a sktste ho vyuzit na dokaz
tvrdenia z tlohy.

Ukéazeme si pristup vyuzivajuci Dirichletov princip. Vezmime
si lubovolny vrchol v zafarbeného grafu Kg. Ide z neho pét hran
zafarbenych dvomi farbami, preto aspon tri z nich budi mat
rovnakt farbu. Nech st to hrany vz, vy, vz (a pripadne ne-
jaké dalsie) a nech st modré. Ak niektord z hran trojuholnika
tvoreného vrcholmi z, y, z je modré, jej koncové vrcholy spolu
s vrcholom v vytvoria modry trojuholnik. Ak st vSetky tieto
hrany cervené, tak zase trojuholnik xyz je cerveny. O

Uloha. Dokéazte, 7e ak hrany kompletného grafu na 17 vrcho-
loch zafarbime tromi farbami (kazd4 hrana dostane presne jednu
z troch farieb), d& sa ndjst v takomto grafe jednofarebny troju-
holnik.

Uloha. Charakterizujte stvislé grafy, ktorjch hranovi mnozinu
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je mozné rozlozit'® na dvojice susediacich hran (kazdd dvojicu
teda maju tvorit dve hrany, ktoré maju spolo¢ny koncovy vr-
chol).

Riesenie. Na tvod si povieme, ¢o si matematici predstavuja
pod slovom ,,charakterizovat®. Mysli sa tym ,,¢o najjednoduch-
gie popisat“ — najst ¢o najjednoduch$iu nutni a postacujiicu
podmienku. V nagom pripade hned vidime trividlnu nutnt pod-
mienku: graf musi mat parny pocet hran. Otazne je, ¢ je tato
podmienka aj postacujuca. Ako teraz dokdzeme, je.

Prirodzené je pouzit indukciu podla poc¢tu hran. Problém
je, ze ked odoberdame nejaké hrany, graf sa moZe rozpadnit na
niekolko ¢asti a niektoré z tychto ¢asti mozu mat neparny podcet
hrén. To je velmi zle, lebo by sme na ne nemohli pouzit indukény
predpoklad. Preto hrany treba odoberatf opatrne.

Hrana, po odobrati ktorej graf prestane byt stvisly a roz-
padne sa na dve Casti, sa nazyva most. Ak hrana uv nie je mos-
tom, musi sa nachddzaf na nejakej kruznici (lebo jej koncové
vrcholy u a v musia byt spojené cestou, ktord v grafe ostane, aj
ked hranu uv odoberieme). Cize mosty st prave tie hrany, ktoré
sa na Zziadnej kruZznici nenachddzaji. Teraz uZ vieme spravit
Zelant indukciu; dokdZzeme, Zze hranovd mnozina E(G) kazdého
suvislého grafu G' s paArnym poc¢tom hrén sa dé rozlozit na dvo-
jice susednych hran.

Tvrdenie zjavne plati pre grafy bez hran aj pre suvislé grafy
s dvomi hranami. Predpokladajme, Ze mame graf G, ktory ma
parny pocet hran (viac ako dve) a je suvisly. St dve moznosti,
ako taky graf vyzera.

1. Graf G obsahuje aspon jednu kruznicu. Poktsime sa odo-
brat dve susedné hrany z niektorej kruznice C' grafu G. Odo-
berme hrany zy a yz. Ak zostal suvisly graf, ma parny pocet
hrdn a mozeme naitho pouzit indukény predpoklad. Ak zostal
nesuvisly graf, tak tento nesuvisly graf mé dve savislé cCasti:
jedna z nich obsahuje vrchol y (oznaéme ju G,) a druhd vr-
choly z a z (ozna¢me ju G,). Ak ma graf G, parny pocet hran,
musi mat aj G, parny pocet hran a na obe ¢asti mdzeme pou-

15Rozlozit mnozinu znamena rozdelit ju na niekolko navzijom disjunkt-
nych podmnozin, ktorych zjednotenim je pé6vodna mnozina. Napriklad mno-
zinu prirodzenych ¢isel vieme rozlozit na tri podmnoziny podla zvysku po
deleni tromi.



TEORIA GRAFOV 101

zit indukény predpoklad a ziskat rozklad ich hranovych mnozin
na dvojice susednych hran. Ak mé G, neparny pocet hran, musi
mat aj G, neparny pocet hran. V takom pripade priddme hranu
2y do G, a hranu yz do G. Dostaneme dva grafy mensie ako po-
vodny a dékaz dokoncéime dvojnasobnym pouzitim indukéného
predpokladu.

2. Graf G neobsahuje ziadnu kruznicu, teda je to strom. Vez-
mime v tomto strome najdlhsiu cestu P = vivg...v; (musi
obsahovat aspon tri vrcholy). Ak vrchol vs je stupiia 2, odobe-
rieme z G hrany vivs a vavs; zvySok grafu je suvisly (preco?) a
mé parny podet hran, preto nan moézeme pouzit indukény pred-
poklad. Inak mé vrchol vs nejakého suseda 2. Vrchol z musi mat
stupen 1, inak by sme v G nasli dlhsiu cestu ako P. V tomto
pripade odoberieme hrany vivs a vex. Na zvySok grafu sa opéf
d4 pouzit indukény predpoklad. O

Bipartitné grafy

Vyznamné postavenie medzi grafmi maju bipar-
titn€ grafy. St to grafy, ktorych vrcholy sa daja roz-
delif na dve mnoziny tak, Ze hrany st len medzi vr-
cholmi z réznych mnozin a nie medzi vrcholmi vnutri
mnozin. Priklad takéhoto grafu najdete na obrazku;
takéto nakreslenie budeme vyuzivat aj v dalSom texte
a pripadne sa nafi aj odvoldvat (,vrcholy vlavo“ a pod.). Dve
mnoziny z definicie bipartitného grafu sa niekedy nazyvaja par-
tie.

Zaujimavé na tychto grafoch je okrem iného to, Ze neob-
sahuji kruznice nepéarnej dlzky. Naozaj: kazda kruznica obsa-
huje striedavo vrcholy z prvej a druhej mnoziny, preto musi mat
parnu dizku. Dblezité je, ze graf, ktory nem4 kruznice neparnej
dlzky, uz musi byt bipartitny. Toto tvrdenie teraz dokazeme.

Zvolme si Tubovolny vrchol v. Do prvej mnoziny ddme vr-
choly, ktoré maji od v parnu vzdialenost (vratane vrchola v),
do druhej ostatné. Vezmime si dva rdzne vrcholy x a y z prvej
mnoziny a predpokladajme, Ze je medzi nimi hrana. V§imnime
si najkratsie cesty z v do x a z v do y. Tieto dve cesty maja
nejaké spolocné vrcholy (napriklad vrchol v). Vezmime z tychto
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spolo¢ngch vrcholov ten vrchol w, ktory je od v najdalej (jeho
vzdialenost pozdlZz oboch ciest musi byt rovnaka, lebo sme brali
najkratsie cesty). Z volby vrchola w vyplyva, Ze cesta P, z w do
x a cesta P, z w do y nemaju Ziadne spolo¢né vrcholy okrem w.
Vrchol z nemoze lezaf na ceste P, — ak by lezal, bol by rozdiel
vzdialenosti z v do x a z v do y presne jedna, lenze tieto ¢isla
mali rovnakd paritu. Dizky ciest P, a P, maja rovnaki paritu
— s0 obe parne alebo obe neparne. Preto tieto dve cesty spolu
s hranou zy vytvoria kruznicu neparnej dlzky. Cize hrana xy
nemodze existovat. Podobne vybavime druht mnoZzinu.

Uloha. Kazdé z desat dievéat sa pozné presne s dsmimi chlap-
cami. Kazdy z chlapcov sa poznd s piatimi dievéatami. Kolko je
chlapcov?

RieSenie. Vztahy medzi chlapcami a dievéatami vieme vyborne
modelovat bipartitnym grafom. Na jednu stranu ddme chlapcov,
na druhti dievéatd a spojime hranou tych, ktori sa poznaju.
Kolko hran mé nas graf? Zo strany dievcat ide 10-8 hran, a tolko
musi ist aj zo strany chlapcov. KedZe vrcholy zodpovedajice
chlapcom maja stupen 5, bude ich 16. O

Bipartitné grafy poslizia aj na modelovanie inych situacii.
Predstavme si parlament, v ktorom je kopa roznych vyborov.
Kazdy poslanec sa moze stat ¢lenom viacerych vyborov. Cheeli
by sme usporiadat tlacovi konferenciu, kde za kazdy vybor po-
zveme presne jedného zastupcu a chceme, aby zastupcovia jed-
notlivych vyborov boli navzajom rézni (inak nebudu stihat od-
povedat na otdzky). Otdzne je, ¢ je to vobec mozné: napriklad
ak je vyborov viac ako poslancov, urcite sa to nepodari. Asi je
vam jasné, ze tento problém sa vyskytuje aj v réznych inych si-
tudciach. Preto si ukdzeme abstraktni matematicka formulaciu.

Majme n-ticu koneénych mnozin My, Ms, ..., M,. Tieto
mnoziny nemusia byt disjunktné, okrem kone¢nosti na ne ne-
mame ziadne poziadavky. Ulohou je vybraf n-ticu navzijom
roznych prvkov ry,rs,..., 1, tak, Ze prvok r; patri do mnoziny
M; pre kazdé i € {1,2,...,n}. TakGto n-ticu nazyvame systém
roznych reprezentantov (slovo roznych v tomto slovnom spojeni
v dalSom texte vypustime; ak by reprezentanti mohli byt aj rov-
naki, pytali by sme sa vlastne, ¢i st vSetky mnoziny neprézdne).

Popisant situdciu vieme reprezentovat bipartitnym grafom.
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Nalavo dame n vrcholov reprezentujucich jednotlivé mnoziny
a napravo vrcholy reprezentujuce prvky naSich mnozin (ak sa
niektory prvok vyskytuje vo viacerych mnozinach, dame ho na-
pravo len raz). Potom pospajame kazd( mnozinu s jej prvkami.
Ako vyzeréd systém reprezentantov? Kazd4 z mnozin vlavo je
spojena so svojim reprezentantom, a tito reprezentanti st rozni.
Ked vezmeme len hrany vedtce od mnozin k ich reprezentan-
tom, dostaneme $truktiru, ktora sa nazyva pdrenie'® — je to
mnozina hran v grafe, pricom ziadne dve hrany z tejto mno-
ziny nemaji spoloény koncovy vrchol. Ulohou je teda pre dany
bipartitny graf zistif, ¢i v fiom existuje parenie, ktoré pokryva
vSetky vrcholy na lavej strane.

Tahko vieme odvodit nutni podmienku pre existenciu sys-
tému reprezentantov: ked si vyberieme hociktort k-ticu mnozin,
musia mat v zjednoteni asponi k prvkov (to budd reprezentanti
tychto k mnozin). Vynikajtce je, Ze tdto podmienka je aj po-
stacujtca.'” Dokazal to v roku 1935 P. Hall; niektory z roznych
dokazov si v pripade zdujmu modZete najst v knihéch s kombi-
natorickou tematikou ¢ na internete (alebo si tvrdenie dokézte
sami, trebars matematickou indukciou).

Teraz vyslovime Hallovu vetu charakterizujiicu bipartitné
grafy, v ktorych existuje parenie pokryvajtce celtl partiu (mno-
Zinu vrcholov, medzi ktorymi nie st Ziadne hrany). V grafe pod
susedmi nejakej mnoziny vrcholov M rozumieme vrcholy, ktoré
maju suseda v M, ale nepatria do M.

Veta (Hall). Nech G je bipartitny graf s partiami A a B.
V grafe GG existuje parenie pokryvajice vSetky vrcholy mnoziny
A prave vtedy, ked Tubovolnd podmnozina mnoziny A m4 aspon
tolko susedov, ako prvkov.

16V angli¢tine matching. Na Slovensku sa mozeme stretnaf aj so slovom
parovanie — napodobeninou ¢eského pojmu pdrovans.

17V kombinatorike je pomerne bezné, e trividlna nutna podmienka je aj
postacujiaca. Ukazeme si priklad. Vezmime si Sachovnicu s 2™ x 2™ polic¢-
kami, ktort chceme bez prekryvania vydlazdit dlazdicami v tvare Stvorca
zo Styroch policok, z ktorého sme jedno policko odobrali. Dlazdica ma tri
poli¢ka, preto pocet vydlazdenych policok bude delitelny tromi. Evidentne
sa cela sachovnica vydlazdit neda, treba z nej aspon jedno polic¢ko vyrezat.
Potom zostane 4™ — 1 poli¢ok, ¢o uz je &islo delitelné tromi. Zaujimavé je,
ze vobec nezalezi na tom, ktoré policko vyrezeme, zvysok Sachovnice sa uz
bude dat popisanymi dlazdicami vydlazdit (dokazte si).
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Ukézeme si aplikaciu tejto vety.

Uloha. Na istom tane¢nom vedéierku kazdé dievéa pozné troch
chlapcov a kazdy chlapec pozna tri dievéatd (vztah poznania
sa je vzadjomny). Kazdy z pritomnych je ochotny tancovat len
s ¢lovekom opac¢ného pohlavia, ktorého pozna. Dokazte, ze vieme
vytvorit tanecné pary tak, aby bol kazdy spokojny.

Riesenie. Pozadované pary tvoria parenie v bipartitnom grafe,
v ktorom na jednej strane st chlapci, na druhej diev¢ata a hrana
sa nachédza medzi kazdou dvojicou znadmych opac¢ného pohla-
via. Aby sme mohli pouzit Hallovu vetu, potrebujeme dokazat
toto: ked si vyberieme hociktorych k chlapcov, tak dokopy budi
poznat aspon k diev¢at. Podme na to.

Z vrcholov zodpovedajucich vybranym chlapcom vychadza
3k hran. Ak nasi chlapci poznaja dokopy [ dievéat, od vrcho-
lov zodpovedajtcich tymto dievéatadm pdjde nanajvys 31 hran.
Preto 3l > 3k, ¢ize | > k. Z Hallovej vety vyplyva, Ze v na-
Som grafe existuje parenie, v ktorom kazdy chlapec ma par-
tnerku. L

Uloha. Dokézte, ze hrany bipartitného grafu, ktorého vsetky
vrcholy maju stupeii d, sa daju zafarbit d farbami tak, aby su-
sedné hrany (so spoloénym vrcholom) mali roznu farbu.

Uloha. Zistite maximalny pocet hran grafu s n vrcholmi, ktory
neobsahuje trojuholniky.*®

Orientované grafy

V niektorych situaciach by sme potrebovali, aby hrany v grafe
boli jednosmerné, napriklad v azda kazdom meste existuju jed-
nosmerné ulice. Na tieto ucely vyuzivame orientované grafy,
v ktorych st miesto hran $ipy (predstavujte si ich ako Sipky
zacinajice v jednom vrchole a konéiace v druhom). V takychto
grafoch vieme prirodzene pouzivat pojmy ako cesta ¢i fah; orien-
tované kruznice sa zvyknid nazyvat cykly.

18N4vod: Skuste najprv tento pocet zistif pre malé grafy s 1, 2, 3, 4, 5
a 6 vrcholmi. Vsimnite si, Ze to vychadza rbézne pre parne a neparne cisla.
Viete najst vSeobecné vzorce pre parne a neparne n? Ak adno, nemal by byt
pre vas velky problém jednotlivé vzorce dokdzat matematickou indukciou.
Pre aké grafy sa dosahuje maximalny mozny pocet hran?
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Medzi najbeznejsie orientované grafy patria takzvané tur-
najové grafy, v ktorych vrcholy reprezentuji hracov (timy) a
$ipy vysledky zapasov. Vezmime si trebars tenisovy turnaj, kde
kazdy mé odohraf s kazdym presne jeden zapas. Tento zipas
nemoze skoncit remizou, preto pre kazdy zdpas vieme nakreslit
8ip od hraca, ktory vyhral, ku hracovi, ktory prehral. Dostaneme
orientovany graf, na ktory sa moézeme divat ako na orientaciu
kompletného grafu: kazdt hranu neorientovaného kompletného
grafu nahradime Sipom. Pracu s takymto grafom si moézete vy-
skuSat na nasledujtcich dvoch tlohach.

Uloha. V istom tenisovom turnaji odohrali kazdi dvaja hraci
jeden vzajomny zapas. Dokéazte, Ze hracov vieme zoradit tak,
7e prvy vyhral nad druhym, druhy nad tretim, a tak dalej, az
predposledny nad poslednym. (Takato postupnost vrcholov zod-
povedajiceho grafu vytvori hamiltonovski cestu. Je to cesta,
ktora obsahuje vSetky vrcholy grafu.)

Uloha. Dokézte, Ze kazdy turnaj, v ktorom sa odohrali vietky
mozné zapasy, obsahuje bud cyklus dizky 3, alebo absoltitneho
vitaza, t. j. hraca, ktory zvitazil nad vSetkymi ostatnymi.

Naznacime rieSenie druhej tlohy. Staéi rozligit dva pripady:
prvy, kde nas turnajovy graf obsahuje nejaky cyklus — vtedy
je uzitocné pozrief sa na najkratsi cyklus, a druhy, kde ziadny
cyklus nemédme — vtedy je mozné hracov zoradit tak, ze prvy
vyhral nad vSetkymi ostatnymi, druhy nad vSetkymi okrem pr-
vého, a tak dalej, az posledny hri¢ nevyhral nad nikym.

Ulohy

3.6.1. Kde bolo, tam bolo, bola raz jedna krajina. V tejto kra-
jine si zili diev¢atd a chlapci, a zili si $fastne, pretoze kazdy mal
aspon jedného kamarata. Jedného dna sa deti rozhodli, Ze sa
zabavia, a preto usporiadaji dve stufaze: volejbalovy turnaj a
matematick olympiaddu. Pochopitelne, Ze obe sutaze sa usku-
to¢nili presne v ten isty ¢as. VSetkym defom sa sice pécili obe
sutaze, ale kazdy sa zUcastnil préve jednej z nich. ,NuZ, ne-
vadi,”“ povedali si deti a pretoze su zvedavé, dodali: ,,Poprosim
teda niektorého zo svojich kamaratov, aby mi prezradil, ako bolo
na druhej sttazi.“

2005/6
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Vasou tlohou je dokazat, Ze deti sa mohli rozdelit na obe sttaze
tak, aby kaZzdé z nich malo kamarédta na druhej stfazi (teda na
tej, ktorej sa neztcastnilo).

3.6.2. 20 ¢lenov tenisového klubu sa rozhodlo usporiadat medzi
sebou 14 stbojov dvojhry tak, aby kazdy ¢len hral aspon jeden
zdpas. Dokazte, ze spomedzi tychto 14 siibojov vieme vybraf 6
tak, Ze vSetkych 12 hracov v tychto siibojoch je réznych.

3.6.3. V spoloc¢nosti nazyvame niekoho bojazlivym, ak ma ma-
ximdlne troch znamych. (Znédmosti st vzajomné, t.j. ak Janko
poznd Ferka, tak aj Ferko pozna Janka.) V istej spolo¢nosti po-
zna kazdy aspon troch bojazlivych Tudi. Ukazte, Ze s vSetci
v tejto spoloc¢nosti bojazlivi. Kolko ¢lenov moéze mat tato spo-
lo¢nost?

3.6.4. V state KaMsaS maju stuvisla leteckt sief. Styri letis-
kové spolo¢nosti Alfa, Beta, Gama a Omega spravuju KaM-
saSké letiskd, pricom kazdé letisko je spravované prave jednou
spolo¢nostou. Kazdy let v KaMsaSe je obojsmerny a spaja le-
tiskd spravované roznymi spolo¢nostami. NavySe je kazdé le-
tisko spojené letom s rovnakym poctom letisk ostatnych troch
spoloc¢nosti (ak je letisko spravované spolo¢nostou Alfa spojené
s dvomi letiskami spravovanymi spolo¢nostou Beta, tak je spo-
jené aj s dvomi letiskami spravovanymi spolo¢nostami Gama a
Omega). Ukazte, ze ak KaMsaSk4 vlada zrusi dva obojsmerné
lety, vediice do toho istého letiska, leteckd sief ostane stuvisla.
Pozndmka: Stuvisla leteckd siet je taka, v ktorej je mozné dostat
sa letecky z kazdého letiska na Tubovolné iné s prestupmi, alebo
bez prestupov.

3.6.5. Na pingpongovej sttazi sa hralo systémom kazdy s kaz-
dym préve raz. Sttaziaci A dostal cenu, ak kazdého stpera B
bud porazil, alebo porazil niekoho, kto vyhral nad B. Ukézte, ze
ak iba jeden stufaziaci dostal cenu, tak porazil kazdého hraca.

3.6.6. Na planiku je 2000 miest a medzi niektorymi z nich je
priama leteckd linka. Pre kazdé mesto A je poCet miest spoje-
nych s mestom A priamou leteckou linkou rovny jednému z ¢isel
1, 2, 4,8, ..., 1024. Nech S(A) je poCet ciest z mesta A do
inych miest (roznych od A) s najviac jednym medzipristatim.
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Nezabudnite, %e z mesta A do mesta B moze viest aj niekolko
roznych ciest, ktoré musime do S(A) zapocitat. Dokazte, ze ked
séitame S(A) vSetkych miest, tak ndm nemoze vyjst 10 000.

3.6.7. Nech S je podmnozina m + n mrezovych bodov v ob-
dlzniku m x n. Kazdé dva body (ktoré mozu byt) st spojené
vodorovnou alebo zvislou ¢iarou (rovnobeZznou so stranami ob-
dlznika). Dokazte, Ze sa tam musi nachadzaf uzavretd lomena
Ciara z tych spojnic.

3.6.8. Na ostrove zije n domorodcov. Jedného dia nacelnik roz-
hodol, Ze vSetci (vratane neho) si urobia a budi nosit ndhrdelnik
zlozeny z 0 alebo viac jednofarebnych kamienkov. Dvaja do-
morodci maji mat asporni jeden kamienok rovnakej farby prave
vtedy, ked st priatelia.

a) Dokézte, ze domorodci mozu splnit nacelnikov rozkaz.

b) Aky je minimalny pocet farieb kamienkov potrebny na to, aby
sa dal splnif nécelnikov rozkaz bez ohladu na priatelské vztahy
na ostrove?

3.6.9. Séfmag Mazo raz v spanku nechtiac zacaroval §tvorec
Cisel a to nasledovne. V magickom Stvorci n X n st vpisané
¢isla 1,2,...,n? (kazdé prave raz). Stredy kazdych dvoch buniek
su spojené Sipkami orientovanymi z bunky s mensim ¢islom do
vektorov je nulovy vektor.

Pozndmka: Stvorec povazujte za magicky, ak suéet ¢isel v Iubo-
volnom riadku alebo stipci je rovnaky.

3.6.10. V krajine je niekolko miest a medzi nimi obojsmerné
letecké linky (medzi kazdymi dvoma mestami nanajvys jedna).
Medzi kazdymi dvoma mestami sa da letecky prepravit tak, Ze
vyuzijeme nanajvys d liniek. Najkratsia okruzna cesta, ktora sa
da podniknuf, prechddza cez prave 2d + 1 miest. Dokazte, Ze
z kazdého mesta v krajine vychadza rovnaky pocet liniek.

3.6.11. Na nekonecnom bielom Stvoréekovanom papieri je isty
kone¢ny pocet stvorcéekov tplne zafarbenych ¢iernou farbou. Pri-
tom kazdy Cierny Stvorcéek mé parny pocet bielych Stvorcekov,
ktoré s nim susedia stranou. Dokazte, Ze vieme kazdy biely stvor-
éek vyfarbit zelenou alebo ¢ervenou farbou tak, Ze kazdy ¢ierny
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$tvoréek bude mat rovnaky pocet zelenych a ¢ervenych susedov,
opit susediacich celou stranou.

3.6.12. Mame 45 klebetnic, pricom kazdé sa za posledny tyzden
dozvedela nov1 klebetu a chce sa o 1iu podelit s ostatnymi. Vie to
urobit tak, Ze niektorej inej zavol4 a pritom si navzajom povedia
vsetky klebety, ktoré vedia. Chceme, aby kazda z nich vedela
vietky klebety. Na kolko najmenej zavolani to ide?'?

3.7 Pocitanie dvoma spdsobmi

Pocitanie dvoma spdsobmi je pomerne vSeobecna metdda, ktord
sa pouziva pri dokazoch z réznych oblasti matematiky, hlavne
v8ak v kombinatorike. Ukdzeme si jej pouzitie na niekolkych
tlohéch.

Uloha. Na istom stretnuti si kazdy podal ruku s niektorymi
z pritomnych (moZno nie so vSetkymi). Ukézte, ze ked s¢itame
po¢ty podani ruk, ktoré spravili jednotlivi ludia, dostaneme
parne dislo.

Riesenie. Budeme dvomi spdsobmi poditat, kolkokrat ¢lovek po-
dal ruku niekomu inému, volajme tuto é¢innost tkon. Ked chceme
zistit pocet tkonov, modzeme si obehnit vSetkych Iudi, kazdého
sa spytat, kolkokrat tkon zrealizoval a potom vSetky zistené
¢isla séitame. Vieme sa na to vSak pozriet aj inak: ak si pozo-
rovatel za kazdé podanie ruky zapiSe ¢iarku, tak kazda ciarka
znamena zrealizovanie dvoch tkonov. Preto celkovy pocet tiko-

nov je dvojnasobkom poctu ¢iarok, ¢ize je to parne ¢islo. O
Uloha. Zistite hodnotu stiétu (g) + <7;> +... 4+ (n)
n

Riesenie. Skisme si nejako nazornejsie predstavif, ¢o séitavame.
Kombinac¢né ¢islo (2) vyjadruje pocet k-prvkovych podmnozin
danej n-prvkovej mnoziny M. Preto nés sucet vlastne vyjadruje
celkovy pocet vSetkych podmnozin mnoziny M. Vsimnite si, ze
sme tie podmnoziny ratali podla poc¢tu prvkov: najprv prazdne,

19N4ro¢nost tejto ulohy je podstatne vyssia ako pri drvivej vicsine uloh
v KMS. Kompletné riesenie tohto a niekolkych stvisiacich problémov bolo
predmetom élankov v seriéznych vedeckych casopisoch; skuste vsak aspon
néjst minimum. Potom si méZete pozriet riesenie.
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potom jednoprvkové, dvojprvkové, a tak dalej. VysktSame iny
sposob: pozrieme sa na to, kolko je podmnozin, ktoré jeden kon-
krétny prvok x obsahuja. Vyskusajte si to pre 2, 3, 4-prvkova
mnozinu — odpozorujete, Ze je to presne polovica poc¢tu vset-
kych podmnozin. Naozaj, ak podmnozina A obsahuje x, tak po
odstraneni prvku z z A dostaneme podmnoZinu A’, ktora x ne-
obsahuje. Pritom z réznych podmnozin A a B obsahujacich x
dostaneme rozne podmnoziny A’ a B’, a navyse kazdt podmno-
Zinu neobsahujicu x vieme ziskat z podmnoziny obsahujtcej x.
Preto pocet podmnozin neobsahujtcich x je taky isty ako pocet
podmnozin obsahujtcich x.

7 tejto tvahy vidno, zZe pocet podmnozin M je dvojnasob-
kom poctu podmnozin mnoziny, ktora vznikne z M odstranenim
prvku z. Takze prazdna mnozina ma len jednu podmnozinu, jed-
noprvkova dve, dvojprvkova Styri a tak dalej, n-prvkovd mno-
zina M mé 2" podmnozin. To je aj hodnota stuctu zo zada-
nia. O

Uloha. Zistite hodnotu stétu

0. <Z)+1.(q>+...+n.(z).

Navod: predstavte si, ¢o tento sucet pocita, a potom to skiste
spodéitat inym spoésobom.

Uloha. Matematickej stifaze, ktora pozostévala zo Siestich tloh,
sa zaCastnilo 200 riesitelov. Je zndme, Ze kazda tlohu vyriesilo
asponi 120 riesitelov (teda tlohy boli primeranej naro¢nosti).
Dokazte, ze existuju dvaja riesitelia taki, ze kazdt zadand ulohu
vyriesil aspon jeden z nich.

Riesenie. Skiimajme situdciu, kde pre kazda dvojicu riesitelov
vieme najst tlohu, ktort ani jeden z nich nevyriesil. V takejto
situdcii chceme vyvodit spor, najskor s tym, Ze kazdu tlohu
vyriesilo dost vela Tudi.

Dajme tulohe ¢ierny bod za kazda dvojicu rieSitelov tak,
ze ani jeden z nich tlohu nevyriesil. Kedze rieSitelov je dost
vela, bude dost vela aj ich dvojic. Predpokladali sme, Ze pre
kazdu dvojicu vznikne aspoil jeden ¢ierny bod; na zadklade tohto
predpokladu vieme spravit dolny odhad poétu ¢iernych bodov
(radi tato drobni pracu prenechdme ochotnému citatelovi).
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Spocitajme teraz podet ¢iernych bodov podla tloh. Cierny

bod mozZe tloha dostat len kvoli riesitelom, ktor{ ju nevyriesili.
Takych je pre kazda tilohu nanajvys 80. Najviac kolko dvojic
z nich vieme vytvorif? Uloh je len Sest, preto pocet Eernych
bodov vieme zhora ohranicit (spravte to). Porovnanim ziska-
ného horného a dolného odhadu poctu ¢iernych bodov dosta-
neme spor.
Iné riesenie. Predstavme si, ako ziaci odovzdéavaja rieSenia tloh:
pri kazdej vyriesenej tlohe jedno spravne riesenie, pri nevyrie-
Senej alebo nespravne vyrieSenej tlohe ni¢. Preto by mohlo byt
zaujimavé pocitat podet spravnych rieseni. Otézne je, naco to
bude dobré — pozrieme sa najprv na dokazované tvrdenie a
podla toho sa zariadime.

Ak niekto vyriesil vSetkych Sest tloh, staci k nemu pridaft
Tubovolného iného riesitela a méme pozadovant dvojicu. Ak nie-
kto vyriesil pat tloh, stac¢i k nemu pridat niekoho, kto vyriesil
ta Siestu. Ak niekto vyriesil iba $tyri tlohy, potrebovali by sme
k nemu do dvojice ¢loveka, ¢o vyriesil zvysné dve tulohy. Nie
je tazké sa presved¢it, ze aj v tomto pripade takého najdeme;
vyplyva to z toho, Ze kazda tilohu vyriesila vi¢Sina rieSitelov.

Ostal nam pripad, ked najlep$i rieSitel vyriesil spravne len tri
tlohy. Potom k nemu potrebujeme iného riesitela s konkrétnymi
tromi vyrieSenymi tlohami, a toho uZz bude dost fazké najst.
Lenze ked kazdu tlohu vyrieSila viac ako polovica riesitelov,
tazko uverime tomu, Ze sa nendjde niekto, kto by vyriesil viac
ako polovicu tloh, nie? Je ¢as pozrief sa na poéet odovzdanych
spréavnych rieSeni dvomi roéznymi sposobmi: raz ich poratame
podla riesitelov (kazdy odovzdal najviac tri), druhy raz podla
¢isla dlohy (pri kazdej bolo odovzdanych aspoii 120 spravnych
rieSeni). A z toho uz dostaneme spor. O

Uloha. Dokézte, ze

zo.(g>+21.(g>+...+2n. (Z) _gn

(Uloha sa da riesif s vyuzitim binomickej vety, najdite vSak kom-
binatorické rieSenie bez nej.)
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Uloha. Dokazte Vandermondovu identitu

m+mn “/m n
k=0
V nasledujtcej ilohe nep6jde celkom o pocitanie dvomi spo-
sobmi, ale nie¢o sa tam (pomerne prekvapivo) pocitat bude.

Uloha. Dokézte, Ze z fubovolnych $trnéstich réznych prirodze-
nych ¢isel je mozné pre niektoré k (1 < k < 7) vybrat dve dis-
junktné k-prvkové podmnoziny {a1, as, . ..,axr} a {b1,ba,...,bi}
tak, aby sa sucty

lisili o menej nez 0,001, t.j. aby platilo |A — B| < 0,001.
Riesenie. Uloha vyzera hrozivo, zadanie obsahuje hibu indexov
a pismeniek. Ulohu sa mézeme pokisit zjednodusif tak, Ze na-
miesto ¢isel 14 a 7 dosadime najprv 2 a 1 (skuste si to najprv
sami). Ako sa asi zmeni t4 hodnota 0,001? Uloha by sa zmenila
tak, Zze z dvoch ¢isel mame vytvorit disjunktné jednoprvkové
mnoziny, jedind moznost je A = 1/a; a B = 1/as. A teda aky
moze byt najvicsi rozdiel |A — B|? Bude to menej ako 1: hod-
nota |A — B| je velkd, ak A je najviicsie mozné (teda 1) a B je
velmi malé (napriklad 1/1000). Vidime, Ze je pre nés dolezité
poznat hranice pre ¢isla A a B.

Vratme sa k povodnej tlohe. Cisla A aj B vyjadruju v pod-
state to isté: je to hodnota nejakého vyrazu pre nejakych k roz-
nych prirodzenych ¢isel. Tato hodnota je kladné, ale aka najvac-
$ia moze byt? Maximum dosiahneme tak, Ze ¢isla ay, as, ..., ag
budd rovné prvym k prirodzenym cislam. V zadani mame, ze
k < 7, preto obe ¢isla A aj B sd najviac

1 1 1 5 1 1 1 5
ot =2 oo <3
Zatial vysktSame, ¢i ndm postaci okrihla hodnota 3. Zistili sme,
Ze obe ¢isla A aj B st medzi 0 a 3. Kolko by sme museli mat
moznosti na vyber hodnét ¢isel A a B tak, aby sme vedeli za-
rucit, Ze medzi nimi buda dve s rozdielom menej ako 0,0017



[2]

2003/4
L3

2004/5
L3

[o]

2002/3
L1

2003/4
72

112 KOMBINATORIKA

Tritisic, nie? A kolko je v skutoénosti moznych spdsobov, ako
vytvorit hodnotu A? Je ich rovnako vela ako sposobov vybratia
siedmych ¢isel zo 14, t.j. (') = 3432. Ostéva este domysliet de-
tail: ak vyberieme dve sedmice {a1,as,...,ar} a {b1,be,..., b7},
z ktorych vypocitame hodnoty A a B, ¢o spravime v pripade,
ze tieto sedmice nebudi disjunktné? Aha, ved preto tam je t4
podmienka 1 < k < 7. Pred detailistov kladieme otézku, ako
najviac by sme mohli zmenif hodnotu 0,001, aby sme vedeli za-
rucit platnost tvrdenia v zadani spésobom ako sme to urobili
doteraz. O

3.7.1. Zistite, ¢ je mozné umiestnit cifry 0, 1, ..., 9 do kruhu
tak, ze sucet Tubovolnych troch po sebe iducich cifier je najviac

a) 13, b) 14, c) 15.

3.7.2. Osem spevakov sa zucastnilo hudobného festivalu, kde
vystipili s m piestiami (m > 0). Kazda pieseii spievali Styria
z nich a kazd4 dvojica spievala v rovnakom pocte piesni ako Tu-
bovolna iné dvojica. Aké je najmensie m, pre ktoré je to mozné?
Svoje tvrdenie zdévodnite.

3.7.3. Na katedre cudzich jazykov je 500 ucitelov a kazdy z nich
ovladda aspon n jazykov. Pocet vSetkych jazykov je 2n. Ukéazte,
ze vieme vybratf 14 jazykov tak, ze kazdy ucitel z nich hovori
aspon jednym jazykom.

3.7.4. Uvazujme 2n roznych prirodzenych ¢isel ay,as, ..., as,
mensich ako n? + 1 (n > 2). Dokéazte, Ze nejaké tri z rozdielov
a; — a; (pre vSetky mozné i # j) st rovnaké.



Kapitola 4
Teoria cisel

V tejto kapitole sa budeme zaoberat vlastnostami prirodzenych
a celych ¢isel. Ak budeme hovorif o ,¢isle* bez presnejSieho
vymedzenia, myslime tym prirodzené ¢islo. Nulu za prirodzené
¢islo nepokladame.!

Predovsetkym si pripomenieme definiciu delitelnosti. Hovo-
rime, Ze ¢islo a deli ¢islo b (zapisujeme a | b), ak existuje pri-
rodzené ¢islo ¢ také, Zze b = ca. Toto sa d& zovSeobecnit na celé
¢isla: celé ¢islo a deli celé ¢islo b, ak existuje celé ¢islo ¢, pre ktoré
plati b = ca.? Ak a nedeli b, piseme a t b. Ked hladame delitele
daného ¢isla, modzeme ich hladat nielen medzi prirodzenymi, ale
aj medzi celymi ¢islami. Napriklad ¢islo 15 ma v prirodzenych
¢islach 4 delitele, ale v celych ¢islach 8.

4.1 Zaklady

Vlastnosti prirodzenych c¢isel sa skiimaju odpradavna, niektoré
boli zndme uz starym Egypfanom a Grékom. Ani v modernej

INa tento predpoklad vieme najst dévody praktické (nedd sa tiou delit)
i historické — nula sa ako ¢islo zacala pouzivat aZz okolo 9. storoé¢ia v Indii.
Odporcovia tohto predpokladu maju tiez v nie¢om pravdu: ked nas zaujima
velkost mnoziny alebo pocet sposobov, ako Cosi spravit, je nula prirodzené
tak, ako ostatné prirodzené cisla.

2Zaujimavym désledkom tejto definicie je, Ze nula deli nulu. (Ale nedeli
ziadne iné prirodzené ¢islo.)
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dobe nestratila tedria cisel vyznam. Medzi najdolezitejsie ap-
likicie patria Sifrovanie systémy, ktoré zabezpecuju utajenost
komunikacie v armade i na internete. Samozrejme, v sticasnosti
pouzivané systémy nie st prave jednoduché, zalozené su vSak na
zakladnych veciach, ktoré stretnete v tejto knihe.

Medzi najstarSie poznatky z tedrie Cisel patri rozklad na pr-
vodisla a jeho vlastnosti: kazdé prirodzené &islo vieme rozlozit
na prvocisla prave jednym sposobom. Dlho pozname aj vlast-
nosti najvécsieho spoloéného delitela a najmensieho spolo¢ného
nésobku.

Najprv si pripomenieme pojem sudelitelnosti. Hovorime, Ze
dve prirodzené &isla st stdelitelné, ak maju spolo¢ného delitela
(spoloény delitel 2), 12 a 60, 111 a 3000, 7 a 1001. Na druhej
strane mame dvojice 1 a 12, 2 a 3, 14 a 15. Cisla v tychto
dvojiciach nemaju ziadneho spoloéného delitela okrem jednotky;
nazyvame ich nestudelitelné.

Skolské poznatky o prirodzenych ¢&islach si mézete precvidit
na nasledujucich dlohach.

Uloha. Predpokladajme, Ze n je prirodzené &islo vicsie ako 2.
Dokézte, Ze najmensi delitel ¢isla n vacsi ako 1 je prvodislo.

4.1.1. Daju sa v ¢isle 54 806 372 navzdjom vymenit dve ¢islice
tak, aby vzniknuté ¢islo bolo delitelné 6smimi? Ak &no, najdite
vSetky moznosti.

4.1.2. Po vydarenej kolonizécii st uz osidlené oba mesiace
Marsu. Na Deimose platia iba bankovky s hodnotami 4, 8 a 12
Mk (Martanskych kortin) a na Phobose sa pouZzivajai len ban-
kovky s hodnotami 12, 16 a 20 Mk. V celej Slnecnej ststave
plati Logické pravidlo trhu: Na kazda planétu/mesiac sa mozu
dovazat len tie vyrobky, ktoré si moézu obyvatelia platnymi do-
mécimi platidlami zakupit (pricom pri kiipe sa mozu bankovky
aj vydavat). Zistite, ¢i moZno na Deimos a Phobos dovézat tie
isté vyrobky. Ak ano, dokazte, ak nie, zistite, pre ktoré vyrobky
to neplati.

Najmensieho spolo¢ného delitela ¢isel a a b budeme ozna-
¢ovat (a,b). Pre najmensi spoloény nasobok pouzijeme symbol
[a,b]. (Tieto oznacenia sa daju vyuzit aj pre viac ako dve ¢isla,
napriklad [4, 6, 15] = 60.)
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Uloha. Dokéazte, ze pre Iubovolné prirodzené ¢sla a a b plati
(a,b) - [a,b] = ab. (Navod: vSimnite si exponent konkrétneho
prvodéisla na lavej a pravej strane zadanej rovnosti.)

4.1.3. Dokézte, ze ak je zlomok a/b v zékladnom tvare, tak aj

zlomky ; )
a— a

ab ’ ab

su v zakladnom tvare.

4.1.4. Oznac¢me n-té prvocislo p,. Dokazte, ze pre n > 12 plati
Dn > 3n.

V tedrii ¢isel sa ¢asto vyuzivaji nerovnosti a odhady velkosti.
Ukazeme si dva klasické priklady.

Uloha. N3ajdite vietky prirodzené &isla x, pre ktoré je 22 +x +2
$tvorcom (druhou mocninou) prirodzeného ¢isla.

Riesenie. Evidentne 22 +x + 2 > 22. Najblizsi stvorec vacsi ako
22 viak je az (z + 1)2, preto musi platit

Pr+2>(z+1)2%

Po tprave dostaneme ekvivalentni nerovnost x < 1, ¢ize jediné
¢islo z, ktoré prichadza do tvahy, je x = 1. To naozaj vyhovuje.
O

Uloha. Najdite vietky trojice prirodzenych &isel a, b, ¢, pre
ktoré plati a | b+ ¢, b| c+a, c|a+0d.

RieSenie. KIG¢ova myslienka rieSenia je v tom, ze ak = | y, tak
dislo x nemoZe prevysit y. Presnejsie: ak pre celé ¢isla x a y plati
x|y, tak |z| < |y| alebo y = 0.

Zadana tloha je symetrickd vzhladom na premenné a, b, ¢
(pri ich zdmene sa zadanie nezmeni). Preto moZeme predpokla-
dat, Ze a > b > c.® Pozrime sa na vztah a | b+c. Ked%e b+c < 2a,
bude celoéiselny podiel (b+c¢)/a z mnoziny {1,2}. Ak b+c = 2a,
tak @ = b = c. Inak a = b + c a ostatné dva zadané vztahy vy-
zeraju takto: b | 2¢+ b a ¢ | 2b + ¢. Z toho dostaneme, Ze b | 2¢
a ¢ | 2b. Pritom b > ¢, a lahko sami dokazete, Ze potom bud

3Dokonca aj keby zadanie symetrické nebolo, pomoze nam, ked rozli-
$ime Sest pripadov podla toho, ako st jednotlivé premenné usporiadané
podla velkosti. VyskuSajte si to na takejto tlohe: najdite vSetky trojice
prirodzenych éisel z, y, z, pre ktoré plati z | 2y + 2,y |2z +2—1, z | 2+ y.
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b = ¢, alebo b = 2¢. Celkovo tak dostavame trojice (m,m,m),
(m, m,2m), (m,2m, 3m) pre fubovolné prirodzené ¢islo m a tro-
jice, ktoré z tychto dostaneme zmenou poradia. O

Pouzitie nerovnosti je v tedrii ¢isel velmi dolezité, fazko je
vSak popisat ho vSeobecne. Budeme preto vyuzivanie odhadov
velkosti ilustrovat na jednotlivych tlohach; nebude mu venované
samostatna kapitola.

Uloha. Najdite vsetky prirodzené ¢isla, pre ktoré je éislo z* +
x + 7 Stvorcom celého ¢isla.

Uloha. N&jdite vetky prirodzené &isla, pre ktoré je &islo 9% +7
Stvorcom celého cisla.

4.2 Pocitanie zvyskov

Hocijaké prirodzené ¢islo vieme vydelif inym; dostaneme podiel
a pripadne zvySok. Vlastnosti zvyskov po deleni mozeme rozsirit
aj na celé ¢isla, napriklad zvysok ¢isla —21 po deleni piatimi je
4 (najvicsie celé ¢islo mensie ako —21, ktoré je delitelné piatimi,
je —25). Pocitanie zvyskov méoze byt velmi uZitoéné pri rieseni
uloh; ukazeme si to na priklade.

Uloha. Ukézte, 7e ak 7 | 2z + 1, tak 7| 3z — 2.

Riesenie. Je jasné, ¢o treba dokazaf. Nevidno vSak, ako to si-
visi s predpokladom 7 | 2z + 1. Pozrieme sa preto na tento
predpoklad podrobnejsie. Aky zvysok moze davat ¢islo 2z + 1
po deleni 7?7 Lubovolné x vieme napisat v jednom z tvarov
Tk, Tk+1,7k+2,...,7Tk+6 pre vhodné celé cislo k. Po dosadeni
tychto vyjadreni do vyrazu 2x + 1 zistime, Ze zvySok nula vyjde
len v pripade = 7k + 3. Toto je podstatne zrozumitelnejsie
ako povodny predpoklad. Pozrime sa na to, ¢o mame dokazat:
7|3z — 2, pritom 3z — 2 = 3(7k 4+ 3) — 2 = 21k + 7 a je jasné,
ze tento vyraz je delitelny 7. O

4.2.1. Majme dané kladné celé cisla p a q. Zistite, ¢i je c¢islo
p 4+ q neparne, ak viete, Ze ¢islo p® — ¢2 je neparne. Plati opacné
tvrdenie? Nezabudnite svoje zistenie zdévodnit.

4.2.2. Je zndme, Ze Stvorec (druhd mocnina) kazdého nepér-
neho prirodzeného ¢isla dava po deleni ¢islom 2 zvysok 1.
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a) Bude tento zvySok rovny 1 aj po deleni jednotlivymi ¢islami
4, 8, 16, resp. 327

b) Vezmime lubovolné prirodzené ¢islo, ktoré nie je delitelné ¢is-
lom 3. Bude jeho $tvorec po deleni éislom 3 davat zvySok 17 Aké
zvySky bude dévaf po deleni ¢islom 97

4.2.3. Zdovodnite, preco pre ziadne prirodzené ¢isla x, y neplati
x? — by = 27.

4.2.4. Existuje celé ¢islo a také, ze vyraz

a® + a’ + Ta
5 3 15
nie je celym ¢islom? Svoje tvrdenie zdovodnite.

.....

ako ona. Pomoézte jej s tymto: Nech x je prirodzené ¢islo. Ukazte,
ze 200522 42002 + 2003 nie je tvorcom ziadneho prirodzeného
¢isla.

Teraz budeme skiimat komplikovanejsiu situdciu. Azda ste
sa uZ stretli s postupnostou

1,1,2,3,5,8,13,21,34, 55,89, 144, . ..,

nasledujice ¢islo v postupnosti dostaneme vzdy ako stcet dvoch
predoslych. Tato postupnost sa nazyva Fibonacciho.*

Predstavme si, ze miesto toho, aby sme zapisovali p6vodni
postupnost, budeme zapisovat len zvysky jej ¢lenov po deleni da-
nym prirodzenym ¢islom. Napriklad zvysky po deleni ¢islom dva
vyzeraja takto: 1,1,0,1,1,0,1,1,0,... Asi ste si hned v8imli, Ze
sa nam neustale opakuje tisek 1, 1, 0. Viete zdovodnit, Ze to
takto bude pokracovat ,az do nekonecna“? Postupnost s touto
vlastnostou sa nazyva periodickd; v naSom pripade mé periédu
3, lebo neustale sa opakujuci tsek pozostava z troch ¢lenov po-
stupnosti. Podme zistit, ¢i dostaneme periodickti postupnost aj
pri inych zvyskoch.

4Podla istého talianskeho matematika, ktory skiimal rozmnozovanie za-
jacov. Viac najdete na internete.
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Pre zvysky po deleni tromi dostaneme postupnost
1,1,2,0,2,2,1,0,1,1,2,0,2,2,1,0,1,1, ...

Tu sa dé spravif zaujimavé pozorovanie: na pocitanie dalsich
élenov tejto zvyskovej postupnosti nepotrebujeme pocitat cleny
Fibonacciho postupnosti, sta¢i vyuzit to, ze dal$i ¢len dosta-
neme ako sucet predoslych dvoch. To plati aj pre zvysky ¢lenov
postupnosti po deleni tromi ¢i inym ¢éislom (overte). Peridda
postupnosti zvyskov ¢lenov Fibonacciho postupnosti po deleni
tromi je 8. Ked urobite podobny pokus pre zvysky po deleni
$tyrmi, siedmimi ¢i jedenédstimi, opaf dostaneme periodické po-
stupnosti, aj ked periéda bude vyrazne dlhsia a na jej odhalenie
treba trocha trpezlivosti. Samo sa tu pontka presvedcenie, ze
to takto bude vzdy, aj pre zvysky po deleni inym prirodzenym
¢islom. Toto teraz dokazeme.

V prvom rade si treba uvedomit, ze akondhle médme dva po
sebe iduce ¢leny postupnosti, vieme ju dalej vytvarat iba pouzi-
tim tychto dvoch ¢lenov. Druhé pozorovanie spociva v tom, ze
vsetky Cleny postupnosti zvyskov po deleni ¢islom n st z mno-
Ziny {0,1,...,n—1}, ¢iZe je to konecne vela hodnot. Pre dvojicu
po sebe iducich ¢lenov tak dostavame nanajvys n - n moznosti.
Ked vsak nasu postupnost rozvijame do nekonec¢na, bude mat
viac ako n? dvojic po sebe idtcich &lenov. Z Dirichletovho prin-
cipu dostavame, Ze nejaké dve dvojice budt rovnaké. Ale to zna-
mena, ze ked sme zacali rozvijat postupnost od prvej z tychto
dvojic, tak sa nam tato dvojica neskor zopakovala. A ked to
spravila raz, urobi to znova a znova a znova. A spolu s touto
dvojicou sa bude opakovat aj cely tsek ¢isel medzi dvomi po sebe
idtcimi rovnakymi dvojicami. Preto je nasa postupnost zvyskov
¢lenov Fibonacciho postupnosti po deleni n periodicka.® Tento
poznatok ndm umozni vyriesit nasledujicu tlohu.

Uloha. Dokéite, ze existuje nekoneéne vela ¢lenov Fibonacciho
postupnosti delitelnych éislom desattisic.

5Presnejsie, ukazali sme, Ze postupnost je periodicka od istého miesta
dalej. Este by sa mohlo stat, Ze na zaciatku je tusek, ktory sa uz potom
opakovat nebude. Toto sa stat neméze kvoli tomu, Ze doratat vieme ¢leny
postupnosti nielen jednym smerom (doprava), ale aj dolava, preto ak sa raz
vyskytne dvojica po sebe iducich ¢lenov x, y a potom znova x, y, tak aj
predtym sa tato dvojica musela vyskytnut.
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Riesenie. Pozrieme sa na zvysky ¢lenov Fibonacciho postupnosti
po deleni 10 000. Poznatok dokazany v predchadzajicom odseku
hovori, ze ak sa tam vyskytne jedno také ¢islo, bude ich tam uz
nekonecéne vela. Staci teda najst jeden taky clen.

Je ¢islo 10000 nie¢im Specidlne? Asi ani nie. Preto by bolo
pekné ndjst clen Fibonacciho postupnosti delitelny hocijakym
danym ¢&islom k. Jediné celé ¢islo s touto vlastnostou je nula, té
je naozaj delitelnd hocijakym prirodzenym k. Lenze Fibonacciho
postupnost 1,1,2,3,5,... je evidentne rastiica, preto nulu ne-
obsahuje. Musime ju tam dostat nésilim. Ak mame dva po sebe
idtice ¢leny, vieme rozvijat postupnost smerom ,doprava‘, ale
vieme vypocitat aj predoslé ¢leny postupnosti. Napriklad pred
dvojicou 3, 5 musi byt jednoznaéne 2. No a ked rozsirime Fibo-
nacciho postupnost smerom ,dolava“, vidime, Ze hned pred 1,
1 musi byt 0. A vyhrali sme: nula je delitelnd 10 000 a Fibonac-
ciho postupnost zvyskov je periodickd, preto sa aj niekde dalej
vyskytne dvojica 1, 1 a pred fiou bude éislo delitelné 10000. O

4.2.6.

a) Néjdite vSetky prirodzené ¢éisla n také, ze 2™ —1 aj 2" + 1 st
prvocisla.

b) Najdite vetky prvoéisla p také, ze 4p® + 1 aj 6p* + 1 st
prvocisla.

4.2.7. Nech m, n st kladné celé c¢isla. Dokazte, Ze ¢islo 5™ + 5™
sa d4 napisat ako sticet dvoch stvorcov prave vtedy, ked je ¢islo
m — n parne.

4.3 Rozklad na suéin

Predstavme si, Ze mame prirodzené ¢&islo n a chceme urcit pocet
jeho delitelov. Jednou z moZnosti je vyskasat vSetky ¢isla od 1
do n. Mozeme si hned v8imnut, Ze vlastne staci skiusat po n/2.
A ked si to premyslime eSte lepsie, objavime, ze delitele ¢isla
vlastne vzdy prichddzaja v dvojiciach: ak x je delitel, tak aj
n/x je delitel; pritom asporti jedno z ¢isel x a n/x nepresiahne
V/n. Samozrejme, stale musime vyskasat dost vela éisel. Preto
by sme radi nasli sposob, ako urcit pocet delitelov este rychlejsie
— najlepsie bez akéhokolvek skuiSania.
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Azda je jasné, ze vSetky delitele Cisla n by sme mali ve-
diet najst z jeho prvociselného rozkladu. Rozklady delitelov na
prvocisla predsa nemo6zu obsahovat viac prvocisel, ako je obsia-
hnutych v rozklade ¢isla n. Nech teda

n=py'py® ot
kde p1,pa,. .., pr si navzajom rozne prvocisla (deliace n). Deli-
tel d ¢isla n potom vyzera nejako takto:

d=p{ps?---p}*,
pricom 0 < 3; < «; pre i = 1,2,...,k. Pre exponent 3; pr-
vocisla p; médme teda «; + 1 moznosti. Exponenty jednotlivych
prvocisel vyberame nezavisle, preto je celkovy pocet moznosti
(011 + 1)(012 + 1) ''''' (Oék + 1)

Otazne je, ¢i sme si pomohli, ak nepozname prvociselny roz-
klad ¢isla n. V takom pripade sa sktiSaniu nevyhneme: ani v lep-
gich kruhoch nie je zndma ziadna efektivna metéda na hladanie
tohto rozkladu.b

4.3.1. Najdite vSetky prirodzené ¢isla n, ktoré su delitelné ¢is-
lom 41 a maju presne 41 kladnych delitelov.

4.3.2. a) Najdite vSetky celé éisla n, pre ktoré je ¢islo (n —
13)(n 4 11) druhou mocninou prvodisla.

b) Najdite vSetky celé ¢&isla n, pre ktoré je é&islo (n — 4)% — 9
trefou mocninou prvodisla.

4.3.3. Nevedko vie, ze Hlavné namestie v Uhorkovom meste
mé tvar obdlZnika a je celé pokryté stvorcovymi dlazdickami
velkosti 10 cm x 10 cm, ktoré sa neprekryvaja. Jeho kamarat Vse-
vedko vie, ze polovica vsetkych dlazdiciek lezi na okraji nadmes-
tia. A ¢o vy, viete povedat, aké mé toto ndmestie rozmery?

4.3.4. Najdite vSetky prirodzené cisla n také, ze n + 200 aj

6Existujt metédy, ktoré st v nejakom zmysle rychlejsie ako postupné
skuisanie ¢isel od 1 do y/n, aby sme nasli najmensieho prvociselného delitera.
St vsak velmi zlozité a nie dostato¢ne rychle (v redlnom Zivote potrebujeme
rozkladat ¢isla, ktoré maju v desiatkovej sustave viac ako 300 ¢islic). To je
svojim sposobom aj stastie: keby sme vedeli rychlo hladat rozklad ¢isla na
prvodisla, prestali by byt niektoré sucasné sifrovacie systémy bezpecné.
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n — 269 s tretie mocniny prirodzenych cisel.

Na nasledujtcej tlohe si ukazeme zlozitejSie vyuzitie roz-
kladu na saéin.
Uloha. Najdite vSetky trojice nestdelitelnjch prirodzenych &i-
sel a, b, ¢, ktoré si riesenim rovnice

a® + v =32

Riesenie. Zadand rovnica vyzera ako Pytagorova veta. Nie je to
nahoda: jej rieSenia v prirodzenych ¢islach sa nazyvaju pytago-
rejské trojice. NaSou tlohou je ndjst ich vsetky.

Je jasné, ze ak nejaka trojica je rieSenim, dostaneme nejaké
dalSie rieSenia tak, Ze vSetky ¢isla v trojici vynésobime tym is-
tym prirodzenym ¢islom. Preto sa moézeme obmedzit na trojice
nesudelitelnych ¢isel. Vieme vSak povedat nielen to, Ze najvacsi
spolo¢ny delitel ¢isel a, b, ¢ je 1, dokonca moézeme predpokla-
dat, ze kazdé dve z Cisel a, b, ¢ st nesudelitelné. Keby niektoré
dve z nich mali spolo¢ného delitela vicsieho ako 1, bude tento
spolo¢ny delitel delit aj tretie ¢islo; vidno to zo vztahu medzi
¢islami a, b, c.

Najprv sa pokusime rozlozif nieco na siéin:

a®>=c—b* = (c+b)(c—b).

Vezmime si prvoéislo p, ktoré deli a?. KedZe a? je stvorec (druh4
mocnina celého ¢isla), musi mat toto prvoéislo v rozklade a?
parny exponent, je tam teda aspon dvakrat. Pozrime sa, ¢i a
ako sa toto prvocislo nachadza v prvociselnych rozkladoch ¢isel
¢+ bac—b. Ak by bolo obsiahnuté v oboch rozkladoch, tak
plc+bap]|ec—b, potom viak p | (c+b) — (¢ —b) = 2b. Ak
je p neparne, bude delif b, potom vSak deli aj ¢, lebo deli ¢ + b.
To sa nemoze stat, predpokladali sme, Ze b a ¢ st nestdelitelné.
Ostavaju dve moznosti: bud p = 2, alebo vobec neexistuje ziadne
prvocislo, ktoré by delilo zaroven ¢+ b aj ¢ — b.

Najprv sa zbavime moznosti p = 2. Na zaciatku prehodili
b? na druht stranu rovnice. Rovnako dobre sme to vSak mohli
urobit s éislom a2. Pritom a a b st nestdelitelné, preto nemdzu
byt ¢isla a? aj b? stiGasne parne. Vyberieme si z nich teda to,
ktoré je nepdrne, oznacime ho a (to druhé bude b) a ponechdme
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ho na Tavej strane. Potom sa uz nemoze stat, ze p je dva, lebo
je to delitel ¢isla a, ktoré je neparne.

Venujme sa teraz pripadu, kde ¢isla ¢+ b a ¢ — b st nesudeli-
telné. Vsetky prvocisla v rozklade ¢ + b musia mat parny expo-
nent, lebo nie st obsiahnuté v rozklade ¢ —b a pritom v rozklade

a®? maja parne exponenty. Inak povedané, c + b je stvorec; nech

je to u2. Z podobnjrch pridin je aj ¢ — b stvorec; nech ¢ — b = v2.
Potom
U —v u? + 0?2
b= ———, c=———
2
Obe tieto ¢isla maju byt celé, to nastane v pripade, ked ¢isla u a
v maja rovnaki paritu. Nesmi vSak byt obe parne, lebo potom
by b i ¢ boli parne, predpokladali sme vsak, Ze st nesudelitelné.
TakZe u i v musia byt neparne. Z hodnot b a ¢ uz vieme doratat,
7e a® = ¢ —b? = uv?, preto a = uv. Celkovo tak riesenim nasej
rovnice su trojice
a,b,c) = | uw, ——,
(@:0.0) = (5=,

u? —v? u? 4 v2)
pre Tubovolné nepérne prirodzené ¢&isla u, v, pricom u > v, a
taktiez trojice, ktoré ziskame z popisanych trojic vymenou a a b.
Snazime sa vSak popisat ,zékladné* riesenia, teda tie, v ktorych
su ¢isla a, b, ¢ po dvoch nesudelitelné. Preto nemdzu mat ani
7e ak u a v st nestudelitelné, budi aj ¢isla a a b nestdelitelné
(dokaz nestudelitelnosti dvojic a, ¢ a b, ¢ ponechédme na ¢itatela).

Predpokladajme, ze ¢isla a a b maji spoloéného prvocisel-
ného delitela p. KedZze p deli a = uv, tak p deli bud u, alebo v.
Navyse p musi delit éslo 2b = (u + v)(u — v). Lenze ak p deli
u a nedeli v, nemdze delif ani v + v, ani u — v, preto nemoze
delit ani (u 4 v)(u — v). A to je spor s existenciou prvodcisla p.
Podobne to dopadne v pripade, ked p deli v a nedeli u. O
4.3.5. V obore celych ¢isel vyrieste ststavu rovnic

2?2 = 1,

y+z—x = 3.
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4.3.6. Néajdite vsetky trojice celych cisel x, y, z také, ze plati El

20067
2% 4 3Y = 22, Z1
4.3.7. RieSime rovnicu 2" — y" = 2° s nezndmymi , y, 2 | 9 |
v obore prirodzenych d¢isel. 20067
L1

a) Néjdite vSetky rieSenia tejto rovnice pre n = 2.
b) Zistite, ¢i ma tato rovnica rieSenie pre nejaké prirodzené ¢éislo
n > 2. Svoje tvrdenie dokazte.

4.4 Ulohy o ¢&isliciach

4.4.1. Ked bol Foto maly, dostal na Vianoce devit kociek, na
ktorych boli ¢éisla 1,2, ...,9. (Na kazdej kocke jedno, kazdé éislo 2006/7
na préave jednej.) Ruza bol vtedy eSte mensi a preto kocku s ¢&is- 1
lom 8 zjedol. Fotovi neostalo ni¢ iné, iba zo zvysnych kociek
vytvéarat dvojciferné prvodisla, vzdy $tyri naraz. Ked ich vytvo-

ril, zapisal ich stcet voskovkou na stenu. Hral sa takto uz asi pol

dna, ked si uvedomil, Ze je hladny a Ze uz vytvoril vSetky mozné
$tvorice prvodisel. Zistite, aké ¢isla boli na stene napisané, ked

sa Foto odisiel najest.

Pozndmka: Ruza sa najest neodiSiel, pretoZe rano zjedol kocku.

A viete, aka ta kocka bola?

4.4.2. Zistite, akd &islica bude na 7000. mieste za desatinnou [ 2 |

¢iarkou v desatinnom zépise ¢isla 1/7 000. 2005/6
L1

4.4.3. Najdite najmensie &islo delitelné ¢islom 12, ktoré sa v de-
siatkove] ststave d4 zapisat pomocou piatich jednotiek a Iubo- 2005/6
volného poctu ¢islic 0 a 3. L1

4.4.4. Danka mala v zogite napisané tri rézne nenulové cifry. | 4 |
Vytvorila z nich vSetky mozné trojciferné ¢isla a tie s¢itala. Vy- 2005/6
glo jej ¢islo 2125. Neskor si uvedomila, Ze jedno z trojcifernych %3
éisel zabudla pripoditat. Ktoré to bolo?

4.4.5. N4jdi vSetky prirodzené ¢isla, ktoré st rovné 11-ndsobku | 4 |

suctu svojich ¢islic v dekadickom zapise. 2003/4
73
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4.4.6. Stary otec ma dvoch vnukov. Nebol az taky tplne stary
kmet, Ze by mal viac ako 99 rokov. Ked pred vek starého otca na-
piseme vek jedného z jeho vnukov, dostaneme Stvorciferné ¢islo,
ktoré je delitelné vekom tohoto vnuka. Okrem toho, vynésobe-
nim vekov vSetkych troch dostaneme uz spominané Stvorciferné
¢islo. Kolko rokov mé stary otec?

4.4.7. Palindrém je ¢islo, ktoré ked napiSeme odpredu i odzadu,
tak vyzerd rovnako (napr. 12321). N4jdite vSetky palindrémové
dvojicky, teda palindréomy, ktorych rozdiel je 2. Predpokladame,
ze Cisla st zapisané v desiatkovej stuistave.

4.4.8. Kedze sustredenie KMS bude na dalekom tichomorskom
ostrove, Lucy potrebuje zdjst do trezoru KMS a vybrat z neho
dost penazi na zaplatenie zalohy za ostrov. (To pre pripad, ze
by ho tc¢astnici pocas sustredenia rozbili.) Nanestastie si vSak
kombinaciu od zamku dnes rdano zmyla zo svojej lavej ruky, na
ktorej ju mé4 obvykle napisant perom. Pamiit4 si iba tolko, Ze
je tou trojciferné &islo w také, ze éisla w? a (3w — 2)? majt
rovnaké posledné trojcislie. Ktoré vSetky trojciferné ¢isla bude
musiet Lucy vyskasat?

4.4.9. Buggo m4 v komine schované 2004-ciferné ¢islo (zapisané
v desiatkovej stistave), o ktorom je zname len to, Ze ked sa z neho
zoberie Tubovolnych 167 po sebe iducich cifier, bude ¢islo ur¢ené
tymito ciframi delitelné ¢islom 267, Dokazte, ze Buggovo ¢islo
je delitelné 22004,

4.4.10. Desafciferné ¢islo (zapisané v desiatkovej stistave) na-
zyvame rozkokosené, ked md vsetky cifry rozne a je nasob-
kom 11111. Kolko roznych rozkokosenych éisel existuje?

4.4.11. Nech a; = 0, ap = 1 a pre n > 2 nech ¢islo a,, =
@, _10G,_2 vznikne spojenim d&isel a,_1 a a,_o sprava dolava.
Postupnost dalej pokracuje takto: as = aza; = 10, aq = Gzaz =
101, a5 = agaz = 10110. Najdite vsetky n, pre ktoré je a,
delitelné ¢islom 11.

4.4.12. Ozna¢éme C(n) ciferny sucet ¢isla n v desiatkovej si-
stave. Dokézte, ze pre kazdé prirodzené ¢islo m existuje priro-
dzené ¢islo a také, ze vSetky ¢isla C'(a),C(2a),...,C(ma) st
parne.
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4.5 Polynémy

Casto je velmi uZitocné vediet, Ze ak a a b st celé &isla a P
polyném (mnohoélen) s celoéiselnymi koeficientmi, plati a — b |
P(a) — P(b). Dokézte tento fakt a vyuzite ho pri rieSeni nasle-
dujticej ulohy.

Uloha. Predpokladajme, ze pre polyném P s celoéiselnymi ko-
eficientmi plati P(1) = 1. Dokézte, Ze polyném P nem4 tri rdzne
celociselné korene.

4.5.1. Zistite, ¢i moze existovat mnohoclen tvaru
-1
anx™ + ap_12™ " + -+ a1z + aog,

kde ¢isla ag, ai, ..., a, su celé, pre ktory plati, Ze hodnota
mnohoclenu pre x = 0 je 0 a hodnota mnohoclenu v prave n
roznych celoéiselnjch bodoch je n. Ulohu rieste pre n = 4 a
n=".

4.5.2. Nech k je prirodzené ¢islo a P(x) polyném s celodisel-
nymi koeficientmi. Dokazte, ze existuje prirodzené ¢islo n také,
ze stfet P(1) + P(2) + - -- + P(n) je delitelny ¢islom k.
Nasledujuce tri tlohy boli uvedené vo vzorovych rieseniach
ako doplnok pre tych, ktorym sa predosla tloha zdala prilis
lahka.
Uloha. Nech P(z) je polyném, pre ktory ¢islo P(2) je delitelné
piatimi a ¢islo P(5) je delitelné dvomi. Dokazte, Ze ¢islo P(7) je
delitemé 10.
Uloha. O polynéme P(x) s celo¢iselnymi koeficientmi vieme,
ze v piatich réznych celych ¢islach ma hodnotu 3. Dokazte, ze
v ziadnom celom ¢isle tento polyném nem4 hodnotu 8.

Uloha. Dokézte, ze ak P(x) je polyném s celo¢iselnymi koefi-
cientmi a existuje prirodzené &islo k, ktorym nie je delitelné
Ziadne z ¢éisel P(1), P(2),...,P(k), tak P(xz) neméa celo¢iselny
koreri.

7 vz

4.5.3. Dokézte, ze pre kazdé celé ¢islo n > 1 modZeme napisaft
¢islo n'? 4 64 ako suéin Styroch réznych celych éisel viaésich ako
jedna.
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4.5.4. Aky zvySok dostaneme, ked ¢islo n" T+ (n+1)" vydelime
¢islom n(n +1)?

4.5.5. Nech x # y s redlne cisla také, Zze pre Styri po sebe
idtce prirodzené ¢isla n je vyraz
" — yn
-y
celé cislo. Ukazte, ze potom je tento vyraz celé Cislo pre vSetky
prirodzené cisla n.

4.6 Pokrocilé pocitanie zvyskov

Kongruencie

Vztah ,Cisla a a b ddvaji rovnaky zvysok po deleni ¢islom n®
sa zvykne zapisovat

a=b (modn).

Tento zapis ¢itame ,a je kongruentné s b modulo n*. Ekviva-
lentne vieme tento vztah definovat takto: a = b (mod n) prave
vtedy, ked n deli a — b.

Vztah kongruencie sa do istej miery sprava ako klasickd rov-
nost. Napriklad ak a = b a b = ¢, tak a = ¢ (vSetko modulo n).
Predpokladajme, Zze a = b (mod n) a ¢ = d (mod n); nech k je
prirodzené ¢islo. Overte, Ze platia takéto vztahy:

atc = bxd (modn),
ka = kb (mod n),
ac = bd (mod n),
a® = V¥ (modn).

Vidsie problémy nastavaju pri deleni. Vieme, ze ak plati vztah
azx = bx (mod n) a ¢islo x je nestudelitelné s n, tak a = b (mod n).
Nemézeme vSak kratif lubovolnym éislom (najdite konkrétny
priklad). D4 sa vSak spravit to, Ze ak ax = bz (mod n) a d =
(n,x), tak plati aj

a=b (mod n/d).
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Dal$iu analégiu s rovnostou lahko pochopite pri rieSeni ,rov-
nic“ s kongruenciami.

Uloha. Najdite vietky ¢isla z, ktoré vyhovuja vztahu
a) bz = 3 (mod 2), b) 52 = 3 (mod 11), ¢) 72 = 100 (mod 91).

Podobne ako ststavy rovnic existuja aj ststavy kongruencii.
Napriklad mozeme hladat ¢islo x, ktoré dava zvySok 3 po deleni
piatimi a zvySok 1 po deleni dvomi. Inymi slovami

= 3 (mod 5),
1 (mod 2).

Sktimat zaroven zvySok po deleni dvomi a zvySok po deleni
piatimi mézeme tak, Ze sa pozrieme na zvySok po deleni desia-
timi. V tomto pripade je desat moznosti pre zvySok &isla z po
deleni 10 a Tahko overime, Ze vyhovuje len jedna: x = 3.

Samozrejme, toto nie je velmi pohodlny sposob, ako hladaft
rieSenia. ESte horSie je, Ze nevieme dopredu povedat, ¢i nejaké
rieSenie po vyskusani vSetkych zvyskov dostaneme, alebo nie.
Tu ndm pomoze ¢inska zvyskova veta.”

Cinska zvySkova veta. Nech mi,ma,...,my st po dvoch
nesudelitelné prirodzené ¢isla. Ststava kongruencii

z1  (mod mq),

zo  (mod my),

x = zr (modmy).

"Legenda vysvetlujica nazov tejto vety hovori, ze v davnej Cine sa vojaci
ako 50); zvolme si trebars tri a ozna¢me ich p, ¢, r. Potom dame vojakov
nastupit do p-stupu a spoé&itame, kolko vojakov zostalo. To isté zopakujeme
s prvocislami g a r. Ostdva len poverit matematika, aby z tychto zvyskov
zistil, kolko méze byt vojakov. Cinska zvyskova veta zarucuje, Ze jeho od-
zvolit dostatok roznych prvodisel, alebo malo velkych prvocisel. Vyhoda ta-
kéhoto pristupu spoéiva v tom, Ze pocitanie sa bude realizovat lokéalne; je
Tahké skontrolovat, ¢i mam v jednom rade p vojakov alebo nie, ak p nie je
prilis velké.



128 TEORIA CISEL

s neznamou x mé prave jedno kladné celociselné riesenie nepre-
sahujuce ¢islo mimg - - -+ - my.

Dokaz. Aby sme pochopili, o ¢o ide, vysktSame si najprv pripad
k = 2. Kandidatmi pre ¢islo z, ktoré dava zvysok z; po deleni
my, su ¢isla 21, 21 +ma, 21 +2myq, ... Chceme ukazat, ze jedno
z tychto ¢isel (a nie viicsie ako z1+(mo—1)mq ) dava zvySok z2 po
deleni ms. Pozrieme sa preto na zvysky tychto ¢isel po deleni ms.
Keby dve z nich, povedzme z1 +im; a 21 + jmq, davali rovnaky
zvySok, bude mqy delit ich rozdiel, teda ¢islo (i — j)mq. To sa
vSak nemdze staf, lebo mo a my st nestdelitelné a rozdiel ¢ — 5
je primaly, v absoliitnej hodnote mensi ako ms. Takze nasich mso
kandidatov dava navzajom rozne zvysky po deleni mo a preto
préave jeden z nich déva zvySok z,. Dokaz sa da lahko dokondif
matematickou indukciou podla k. O

4.6.1. Skupina mysiek byvajica na F-324 sa rozhodla usporia-
2004/5 dat Sportové zapolenie. Najskor sa samozrejme musia rozdelit
Z3  do druzin. Mysky sa o to uz hodna chvilu snazia a stéle nic.
Zistili iba, Ze keby ich bolo o tri viac, mohli by sa rozdelit do
$tyroch druzin, keby ich bolo o $tyri viac, mohlo by byt druzin
pit a nakoniec, keby ich bolo o pit viac, mohli by sa rozdelit do
Siestich druzin. Zistite vSetky mozné pocty mysiek.
Pouzite metédu skimania zvyskov kandidatov z dokazu ¢in-
skej zvyskovej vety pri nasledujucich tlohach.
Uloha. Dokézte, ze ak d je najvicsi spoloény delitel &isel z a
y, tak existuju celé ¢isla a a b také, ze ax + by = d. VSimnite si
Specialny pripad d = 1.
Uloha. Predpokladajme, %e a a b st celé &isla, pricom a je
nesudelitelné s prirodzenym ¢islom n. Potom mé kongruencia
ar = b (mod n) s nezndmou x z mnoziny {1,2,...,n} prave
jedno riesenie .
Vréatime sa na chvilu k deleniu pri kongruenciach. Vieme, ze
predelit obe strany rovnosti ¢islom r je to isté, ako prenasobit
ich ¢islom 1/r (tzv. inverznym prvkom k ¢islu 7).® Toto funguje

8 Inverzngm prvkom k &islu r (vzhladom na nésobenie) nazjvame éislo,
ktorého stéin s 7 je rovny jednotke. Oznacujeme ho r~!, aj ked v pri-
pade realnych ¢isel je beznejsie pouzit oznacenie 1/r. V pripade kongruencii
chceme, aby platilo r-7~1 =1 (mod n).
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aj pri kongruenciach; problém je vSak v tom, zZe inverzny prvok
niekedy neexistuje. Samotny tento fakt nie je az taky prekva-
pivy, ani k nule nemame pri beznom deleni inverzny prvok; pri
kongruenciach sa to vsak stava cCastejSie. Napriklad sa nam ne-
podari néjst ¢islo = také, aby platilo 4z = 1 (mod 6). Takze ¢islo
4 nem4 inverzny prvok modulo 6. D4 sa vSak ukézat, ze vSetky
¢isla nestdelitelné s n maji inverzny prvok modulo n. MozZete
to skusif; tu sa zameriame len na Specialny pripad, ked modul
n je prvocislo.

Hladame teda inverzny prvok k ¢islu @ modulo prvodislo p.
Tento inverzny prvok moze existovat, len ak a a p s nestude-
litelné, preto budeme predpokladat, ze p 1 a. Vezmime si vSet-
kych kandidatov, sa to ¢isla 1,2,...,p — 1. Potrebujeme, aby
jedno z disel a,2a,3a,...,(p — 1)a ddvalo zvySok 1 modulo p.
Tieto ¢isla davaju navzajom rozne a nenulové zvysky po deleni
p (premyslite si), preto presne jedno z nich déva zvySok 1. Zéro-
ven sme dokazali, Ze inverzny prvok je v mnozine prirodzenych
¢isel nepresahujtcich p jediny.

Mala Fermatova veta

Znamym tvrdenim umoznujicim pocitanie zvyskov mocnin pri-
rodzenych ¢isel po deleni prvocislom je mald Fermatova veta.

Mala Fermatova veta. Pre prirodzené ¢islo a a prvodislo p
plati

P

a? =a (mod p).

(Ekvivalentne, pre prirodzené ¢islo a nesidelitelné s prvocislom
p plati a?~1 =1 (mod p).)
Doékaz. Na prirodzenych cislach sa dobre pouziva matematicka
indukcia. Samozrejme, nemdzeme pouzit indukciu podla p, lebo
bez predpokladu o prvodéiselnosti ¢isla p tvrdenie nemusi platif
(overte na konkrétnom priklade!). Skisime preto pouzit induk-
ciu podla a. Pre a = 1 tvrdenie plati trividlne, zaujimavejsi je
druhy krok.

Chceme dokézat, Ze ak a? = a (mod p), tak (a + 1)? =
a+1 (mod p). Hodilo by sa zbavit sa nejako toho p v exponente;
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to nam umozni binomické veta. Podla nej

(a+1)P:aP+<Zl)>ap1+ (g)ap2+...+(pfl)a+l.

Nie je na Skodu pozriet sa teraz na situdciu pre niekolko kon-
krétnych prvoéisel (napr. p = 5, p = 7) a odpozorovat, preco
sa pre lubovolné &islo a tie zvysky nascitavaji tak, ako po-
trebujeme. Pozorovanim zistime, Ze kombina¢né ¢islo (%) pre
1 € {1,2,...,p— 1} bude delitelné prvocislom p (ked si rozpi-
Seme kombinacné Cislo cez faktoridly, nachddza sa p v Citateli,
ale nie v menovateli vysledného zlomku). Tymto sme v pod-
state ukon¢ili druhy krok indukcie, sta¢i sa odvolat na indukény
predpoklad. O

Vyskusajte si dokézat malti Fermatovu vetu bez vyuzitia
matematickej indukcie. MéZe vam pomdct pozorovanie, ze ¢isla
a, 2a, 3a, ..., (p—1)a dédvaji navzdjom roézne zvysky po deleni
prvoéislom p. Aky zvySok dava sucin tychto ¢Gisel?

4.6.2. Najdite vsetky prvocisla p, g, pre ktoré je zlomok
(5 = 2)(50 — 2)
pq

celym ¢islom.

4.6.3. Dokéazte, Ze pre kazdé prvocislo p > 3 plati
2p—1
( P ) —1.
p—1
Na nasledujicom tvrdeni si ukdzeme pokrocilejsie vyuzitie
malej Fermatovej vety. Samotna veta sa tiez obcas zide; v ma-

tematickej olympidde sa nan dd odvolat ako na zndmy fakt a
netreba ho dokazovat.

3

Veta. Predpokladajme, Ze p je prvocislo, ktoré vieme napisaft
v tvare 4k + 3 pre nejaké celé ¢islo k. Ak p | a® + b2, tak p | a a
plb.

Dékaz. Ak p deli a, tak p deli b2 a teda aj b. Zostava nadm pripad,
ked a je nestdelitelné s p. Zrejme v tomto pripade aj p a b st ne-
stdelitelné. Upravime kongruenciu a? = —b? (mod p) tak, aby
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sme sa zbavili jednej premennej; cheeli by sme ju predelit ¢is-
lom b%. Predelit ju nejakym ¢islom vlastne znamend prenésobit
ju inverznym prvkom k tomuto ¢islu. V ¢asti o kongruenciach
sme dokdzali, Ze b nesudelitelné s p ma nejaky inverzny prvok
¢, teda plati bc = 1 (mod p). Po dvojnisobnom prendsobeni
inverznym prvkom k b dostaneme

a®>-c*=—-1 (mod p).

Oznaéme ac = x; plati 2 = —1 (mod p). Potom vSak

p—1 P

21 = ()5 = (<) = —1 (mod p).

lebo ¢islo (p — 1)/2 je neparne. AvSak podla malej Fermatovej
vety 2P~! = 1 (mod p), takze —1 = 1 (mod p) a dostavame
spor. O

Eulerova veta

V tedrii Cisel sa obcas stretnete s funkciami definovanymi len
pre prirodzené cisla. NajbeznejsSou z nich je Fulerova funkcia
. Hodnotou tejto funkcie v prirodzenom ¢isle n je pocet ¢isel
z mnoziny {1,2,...,n}, ktoré st nesudelitelné s n.
Uloha. Vypoéitajte hodnoty ¢(7), ¢(15), ¢(16). Pre prvocisla
p a q urcte hodnoty ¢(p), ¢(p*), ¢(pa)-

Je dost nepraktické pocitat hodnoty tejto funkcie pre velké
éisla priamo podla definicie, lepsie je vyuzit vztah vyuzivajaci
rozklad ¢isla n na prvocisla. Nech n = p{'ps? ---pp*, kde py,

P2, - .., Dk SU navzajom rozne prvocisla. Potom
pn) = P e —1) P (2= 1) B T (e - 1)

(=02 (0-4)

Eulerova veta. Ak a je prirodzené ¢islo nestudelitelné s n, plati
a?™) =1 (mod n).

Eulerova veta je dobre zndma a jej dokaz lahko najdete na
internete alebo (trocha menej lahko) vymyslite.’

9Napr. http://planetmath.org/?op=getobj&from=objects&id=335.
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Uloha. Zistite zvySok é&sla 41000 po deleni 58.

Uloha. Dokézte, 7ze ku kazdému prirodzenému ¢&islu k existuje
, p ]
prirodzené ¢islo m také, ze 2F | 3™ — 1.

4.7 Dalsie metédy a poznatky

Zacneme ukazkou metédy od Pierra Fermata, ktora slazi na
dokaz neexistencie rieSenia rovnic vhodného tvaru.

Uloha. Najdite vSetky trojice prirodzenych ¢isel z, y, z, pre
ktoré plati 2% 4 y? = 322.

Riesenie. V rovnici sa nachiddza na pravej strane trojka. Je jasné,
ze keby sme ju nahradili jednotkou, rovnica bude mat mnoho rie-
Seni, st to zndme pytagorejské trojice (ndjdite nekoneéne vela
rieSeni takto modifikovanej rovnice). Ak by sme trojku nahra-
dili nulou, rovnica Zziadne rieSenia v prirodzenych éislach mat
nebude. Vidime, ze konstanta na pravej strane je podstatna;
preto sa zameriame najprv na nu.

Prava strana je delitelnd tromi. Preto sa pozrieme, aky zvy-
Sok moze ddvat Tavé strana po deleni tromi. Kratky rozbor pri-
padov ukaze, Ze lava strana je delitelna tromi jedine v tom pri-
pade, ked x aj y st delitelné tromi. Potom je vSak lav4 strana
delitelné deviatimi, z éoho hned dostaneme, Ze z musi byt deli-
telné tromi. Preto ak trojica x, y, z je rieSenim, musi byt riese-
nim aj trojica z/3, y/3, z/3. Inak povedané, ku kazdému rieseniu
tejto rovnice v prirodzenych &islach vieme skonstruovat mensie.
Samozrejme, takto vieme postupovat aj dalej, evidentne vSak
po istom kone¢nom pocte krokov dostaneme spor, lebo niektoré
z Cisel x, y, z bude mensie ako 1.

Zaver tohto rieSenia sa s vyuzitim extreméalneho principu da
sformulovat aj inak. Zo vSetkych rieseni naSej rovnice si vy-
berieme akymsi sposobom extrémne. Jedna moznost je zobraf
rieSenie, v ktorom je hodnota x najmensia mozna. K tomuto
rieSeniu vieme vySSie popisanym postupom skonstruovat riese-
nie s mensou hodnotou prvej premennej a dostavame okamzity
spor. (Podobne zaberie, ak vyberieme riesenie, v ktorom je st-
¢et ¢ 4+ y + z minimalny. Vyuzivame, Ze mnozina prirodzenych
¢isel je zdola ohranicend.)
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Inou mozZnostou je zobrat ,extrémne“ rieSenie, v ktorom si
disla x, y, z nesudelitelné. Vyssie spominany rozbor vSak ukaze,
7e x, y aj z su delitelné tromi a dostaneme spor. O

4.7.1. Ukézte, Ze ak pre racionalne &isla x, 1, z plati 23 + 3y3 +
923 — 9xyz = 0, potom plati aj z =y = z = 0.

Nasledujtca tloha ilustruje vyuzitie extreméalneho principu
v tedrii Cisel.
Uloha. Nech a a b st prirodzené &isla. Najdite vietky mozné
celociselné hodnoty zlomku

a® +b2+1
ab '

Riesenie. Zlomok v zadani zjavne nemoze byt zdporny. Predpo-
kladajme teda, ze hodnota zadaného zlomku je nejaké kladné
celé ¢islo k. Potom

a® —kab+b*>+1=0. (4.1)

Zvolme pevné k a vSimnime si mnozinu vSetkych dvojic priro-
dzenych ¢isel (a,b), ktoré st rieSeniami rovnice (4.1) a navyse
plati @ > b. Spomedzi tychto dvojic budeme uvazovat len tie,
ktoré maji minimdlne b a vyberieme z nich ti dvojicu (A4, B),
ktord ma miniméalne A. Kvadraticka rovnica a? —kaB+B%+1 =
0 s nezndmou a ma okrem A eSte jeden redlny koreni; oznacme
ho A’. Z Vietovych vztahov dostaneme, Ze

A+ A =kB, AA' =B? +1.

Prva rovnost ukazuje, Ze A’ je celé &islo, druhd zase hovori, Ze je
to kladné ¢islo. Dvojica (A’, B) je preto rieSenim rovnice (4.1);
z volby (A, B) vyplyva, ze A’ > A > B.

Ak A’ < B, potom A = B. Po dosadeni do rovnice (4.1)
dostaneme A%(2 —k)+1 =0, preto 2 — k | 1. Potom k € {1, 3}.
Rovnica (4.1) v8ak pre £k = 1 nema4 reélne rieSenia.

Ak A" > B, tak B2 +1= AA’ > A(B +1) > B% + B, preto
A= B =1. Potom k = 3.

Dokazali sme, Ze jedind mozna hodnota je 3. O

2003/4
Z3



2004/5
Z3

(2]

2002/3
73

[4]

2002/3
Z3

[s]

2005/6
L1

134 TEORIA CISEL

Uloha. Nech a, b, ¢ st prirodzené &isla, pre ktoré plati 0 <
a? + b% — abc < c. Dokézte, Ze a? + b2 — abe je §tvorec.

Pomerne dobre preskiimanou oblastou st rovnice typu
22 —ky? =1

pre k, ktoré nie je stvorcom. Takéto rovnica sa nazyva Pellova; je
dokézané, Ze ak ma rieSenie, tak ich mé nekonec¢ne vela. Rovnica
v tvare

22 —ky’=n
sa nazyva zovsSeobecnenou Pellovou rovnicou. Ak sa chcete o ta-
kychto rovniciach dozvediet viac, odporicame poobzerat sa po
materidloch na internete; napriklad
http://en.wikipedia.org/wiki/Pell},27s_equation,
http://www.imomath.com/tekstkut/pelleqn_ddj.pdf.

4.7.2. Nech p je prvocislo tvaru 4k + 1. Dokazte, Ze rovnica
2% — py? = —1 m4 aspoii jedno riesenie (z,y) v celych éislach.

4.8 Dalsie ulohy

4.8.1. Najdite vSetky prirodzené ¢isla a, b, ¢, ktoré splhaji rov-
nicu

1 1 1

S4o+o=1

a b ¢

4.8.2. Zlozeny zlomok 3% si élovek moze lahko pomylif s naso-
benim 3 - % Zistite, pre ktoré a, b, c plati, ze zlozeny zlomok a%
predstavuje to isté cislo ako stcin a - %. (V zloZenom zlomku a%
plati iba b > 0, ¢ > 0. Cisla b, ¢ mdzu byt stdelitelné a nemusi

platit b < ¢.)

4.8.3. Dvaja hraci hraju takato hru: Na tabuli st napisané
dve ¢isla, napriklad 144 a 15. Hradi sa striedaju v fahoch. Ten,
kto je na tahu, si vyberie nejaké dve (rozne) ¢isla na tabuli a
pripiSe nové, ktoré je ich rozdielom (tym kladnym rozdielom,
zdporné Cisla sa na tabulu nepi$u), pri¢om to nové ¢éislo musi


http://en.wikipedia.org/wiki/Pell%27s_equation
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byt rozdielne od vSetkych, ktoré uz si na tabuli. Takto hraci
tahaju, az kym jeden z nich nemoze pripisat na tabulu Ziadne
nové ¢islo. Hrag¢, ktory nemoze potiahnut, prehral. Popiste, ako
mé tahat prvy hric¢, aby vyhral, ak na zaciatku st na tabuli
napisané cisla

a) 17 a 4,

b) 102 a 201.

4.8.4. Néjdite vSetky prirodzené ¢isla a,b a n také, ze plati
a n b
242
b a

4.8.5. Uz dlhsi ¢as Miki vymyslal origindlny vianoény darcéek
pre Janku, ale bez tuspechu. A7 jedného februarového rana na-
siel v snehu dva zlomky. Vsimol si, ze ich rozdiel je rovny ich
st¢inu a tak velmi sa tomu potesil, Ze sa rozhodol Janke darovat
pat takychto dvojic zlomkov. Pomozte Mikimu néjst pét dvojic
kladnych zlomkov v zdkladnom tvare, ktorych rozdiel je rovny
ich stcinu.

4.8.6. Najdite najmensie prirodzené Cislo n také, ze kazdy zo
zlomkov

7 8 9 31
n+9'n+10"n+11""""n+33
je v zdkladnom tvare (nedé sa skratit).

4.8.7. Najdite vsetky trojice a, b, ¢ (na poradi nezédlezi) po
dvoch nestdelitelnych prirodzenych ¢isel, pre ktoré je vyraz

1 1 1
b 44z
(a+ +c)<a+b+0)

prirodzené cislo.

4.8.8. Prirodzené ¢isla p, ¢ st nesudelitelné prave vtedy, ked
st nesudelitelné ¢éisla 2P — 1, 27 — 1. Je toto tvrdenie pravdivé?

4.8.9. Najdite vSetky nezaporné celé Cisla n, pre ktoré existuju
celé ¢&isla a, b spliiajice

n?=a+b, n® = a® + b2
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4.8.10. Najdite vsetky dvojice celych ¢isel xa y, pre ktoré plati

(z+1)(xz+2)(xz+3)+z(z+2)(z+3)+
+zz+D)(z+3)+zz+1)(z+2) = .

4.8.11. Nech Fy = 1, F5 =1 a F,192 = F,41 + F, pre
n = 1,2,... (zndma Fibonacciho postupnost). Zistite, ¢i exis-
tuje nekonec¢n4 rastica aritmetickd postupnost prirodzenych ¢&i-
sel, ktora neobsahuje ziadne ¢islo z Fibonacciho postupnosti.

4.8.12. Uvazujme postupnost a1, as,as,... definovani nasle-
dovne:
1) a; = ]., a9 = 2,
i) ak ap-ant1 je parne, tak a,io = bay11 — 3an,
iii) ak a, - an41 je neparne, tak a2 = anp1 — an.
Ukéazte, ze a, # 0 pre lubovolné celé ¢islo n > 3.

.....

ako 1 na dve neprazdne disjunktné mnoziny A a B tak, aby

a) sucet lubovolnych dvoch éisel z mnoziny A patril do A a stcet
Tubovolnych dvoch ¢isel z mnoziny B patril do B?

b) st¢in lubovolnych dvoch éisel z mnozZiny A patril do A a stcin
TubovoInych dvoch éisel z mnoziny B patril do B?

4.8.14. V kruznici k je dany priemer AB so stredom S. Tetiva
CD je kolmé na AB a prechadza jej vniitornym bodom H. Dizky
useciek AB a CD st dvojciferné prirodzené cisla lisiace sa len
poradim cifier. Navyse vieme, ze dizka tisecky SH je racionalne
¢islo. Aké dlhd moze byt tsecka AB?

4.8.15. Najdite najvicsie kladné celé ¢islo m, pre ktoré je ¢islo
1978™ — 1 delitelné ¢islom 1000™ — 1.

4.8.16. Nech m a n st dve nestudelitelné prirodzené ¢isla. Do-
kazte, ze ak m + n — 2 zlomkov

m+n 2(m+n) 3(m+n) (m—1)(m+n) m+n
2(m+n) 3(m+n) (n—1)(m+n)

5 geeey

n n n
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zakreslime na ¢iselni os, tak v kazdom z intervalov (1,2), (2, 3),
..y (m+n—=2,m+n—1) bude lezat prave jeden z tychto
zlomkov.

4.8.17. Najdite vSetky kladné celé ¢isla n, pre ktoré existuje
trojica kladnych celych &isel z, y, z spliiajucich rovnost

23 4P + 2% = na?y?22.

4.8.18. Na planiku je 2000 miest a medzi niektorymi z nich je
priama leteckd linka. Pre kazdé mesto A je poCet miest spoje-
nych s mestom A priamou leteckou linkou rovny jednému z ¢isel
1, 2, 4,8, ..., 1024. Nech S(A) je pocet ciest z mesta A do
inych miest (roznych od A) s najviac jednym medzipristatim.
Nezabudnite, Ze z mesta A do mesta B moze viest aj niekolko
roznych ciest, ktoré musime do S(A) zapoéitat. Dokazte, ze ked
séitame S(A) vSetkych miest, tak ndm neméze vyjst 10 000.

4.8.19. N4ajdite vsetky dvojice prirodzenych ¢isel x, y, pre ktoré
plati
3=y 2% 4+1.

4.8.20. Nech a,b,c,d su také celé Cisla, ze a,b, c si za sebou
idacimi ¢lenmi geometrickej postupnosti a zaroven b, ¢, d su za
sebou idtcimi ¢lenmi aritmetickej postupnosti. Okrem toho plati
a+b+c+d=4-3%03 Nijdite vietky takéto ¢isla.

4.8.21. Dani je postupnost {a;}$2; prirodzenych &isel, pri¢om
a1 nie je delitelné piatimi a pre kazdé prirodzené &islo n > 1
plati a,+1 = a, + by, kde b, je ¢islica na mieste jednotiek ¢isla
ay. Dokéazte, ze postupnost a,, obsahuje nekonecne vela mocnin
dvojky.

4.8.22. Rasto mé na papieri napisanych 26 réznych ¢isel z mno-
Ziny {1,2,...,100}. Ukézte, Ze sa z nich da vybrat niekolko (as-
poii jedno) tak, ze ich su¢in bude §tvorec (t.j. druhd mocnina
celého disla).
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4.8.23. Nech {a,}52; je postupnost s pociatoénymi ¢lenmi
a1 =1, ag =4, az = 15 a s predpisom

a, = 15a,_2 —4a,_3 pre n > 4.

Dokéazte, ze ak je a,, prvocislo, tak aj n je prvocislo.

4.8.24. N3ajdite vSetky dvojice celo¢iselnych parametrov p, g,
pre ktoré ma rovnica

2 —y® =pry+q

s nezndmymi z, y nekonecne vela rieSeni v obore celych ¢isel.

4.8.25. Necha,b,c,a+b—c,b+c—a,a+c—b,a+b+c
je sedem roznych prvocisel. Sucet nejakych dvoch z éisel a, b,
¢ je 1000. Ozna¢me najvicSie, resp. najmensie zo spominanych
siedmich ¢isel M, resp. m. Najdite najviac¢siu mozni hodnotu
¢isla M — m.

4.8.26. Najdite prirodzené cisla a, b tak, aby vyraz

bol ¢o najvac¢sim prvocislom.

4.8.27. Najdite najmensie neparne prirodzené ¢islon > 1 s na-
sledujticou vlastnostou: existuje nekonecéne vela prirodzenych ¢&i-
sel, ktorych Stvorec (druhd mocnina) je rovny saétu Stvorcov
nejakych n za sebou iducich prirodzenych cisel.

4.8.28. Nech p, ¢ st dve rozne nestudelitelné prirodzené ¢isla.
Mnozinu vsetkych kladnych celjch ¢isel rozdelime na tri pod-
mnoziny také, ze pre kazdé celé ¢islo z kazda z tychto pod-
mnozin obsahuje prave jedno z ¢isel z, z + p, z + q. Dokazte, ze

takéto rozdelenie existuje prave vtedy, ked ¢islo p+q je delitelné
tromi.

4.8.29. Ak pre prirodzené ¢islo n plati, ze 4™ + 2™ + 1 je prvo-
éislom, tak n je mocninou trojky. Dokazte!
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4.8.30. Riesime rovnicu a® + b° + ¢ + d'!' = e'? v kladnjch
celych cislach.

a) Dokézte, Ze tato rovnica m4 aspon jedno riesenie.

b) Zistite, ¢i ma této rovnica konecne vela rieSeni.

4.8.31. Najdite vSetky prirodzené ¢isla n > 1 také, aby pre
kazdé dva nesudelitelné delitele a, b ¢isla n bolo aj ¢islo a+b—1
delitelom n.

4.8.32. Prirodzené &isla z, y viicsie ako 1 spliaju vzfah 222 —
1=y,

a) Dokazte, ze x je delitelné piatimi.

b) Existuji celé &isla z, y vicsie ako 1 spliajiice spominany
vzfah? Viete najst vietky také ¢isla?'?

4.8.33. Najdite vSetky funkcie f : Zt — Z% také, Ze pre
vietky kladné celé &isla m, n je ¢islo (m? + n)? delitelné &islom
f(m?) + f(n).
4.8.34. Nech m a n st prirodzené cisla. Dokazte, ze ak m je
neparne, tak ¢islo
1 <= /3m
— 3n — 1)k
i D (3k>< n-1)
k=0

je celé.

4.8.35. Dokézte, ze z lubovolnych 200 prirodzenych éisel vieme
vybrat prave 100 ¢isel tak, Ze stucet vybratych éisel je delitelny
¢islom 100.

10Doteraz sme Ziadne riesenia nenasli, ani dokaz neexistencie. Obe ¢oko-
lady (sIibené od Busa a Maza) preto ¢akaji na vas. Azda to stihnete skor,
ako prestanu byt jedlé. :)
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Kapitola 5

Algebra

5.1 Slovné ulohy

V tejto casti s zaradené jednoduché slovné ulohy. Zvycajne
stadi zostavit rovnicu (alebo stistavu rovnic) a spravne ju vyrie-
sit.

5.1.1. Na plote sedia vrabce a holuby. Ked piit vrabcov odleti,
na plote ostant na kazdého vrabca dva holuby. Ak potom odleti
eSte aj 25 holubov, ostant na kazdého holuba tri vrabce. Najdite
povodny pocet vrabcov a holubov.

5.1.2. Vo svietniku st dve sviecky, ktoré maja rovnaka vysku.
Prvéa zhori za péf hodin a druhéd za tri hodiny. Obe sviecky
zapéalime naraz. Po kolkych minttach bude prva sviecka trikrat
vysSia ako druh&?

5.1.3. Vieme, Ze stcet trinastich roznych prirodzenych cisel je
92. Zistite sucet dvoch najvicsich z tychto cisel.

5.1.4. Kubko na trhu pozoroval babku, ktora sa hrala s rovno-
ramennymi vahami. Po chvili sa jej na zvraskavenej tvari vycaril
usmev. Zistila totiz, ze 3 broskyne a slivka vazia tolko isto ako 3
desatdekové zéavazia a 2 marhule. Po polhodine aproximovania
dospela opit k rovnovaZnemu stavu, ked v jednej miske mala 9
broskym, 5 sliviek a 2 desatdekové zdvazia a v druhej mala dvoj-
kilové zévazie a marhulu. Kubko to nevydrzal a zjedol jednu
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marhulu, broskynu a slivku aj s kostkami. Viete, o kolko stupla
jeho hmotnost?

5.1.5. Dve dobré kamaratky Janka a Hanka si prvého septem-
bra presne napoludnie nastavili rucickové hodinky na rovnaky
(sprévny) ¢as. O niekolko dni sa znovu stretli a zistili, Ze Jankine
hodinky sa kazdt hodinu pondhlaji o jednu sekundu a Hankine
sa kazd hodinu omeskaji o jeden a pol sekundy. Zistite, o kolko
hodin najblizsie od poludnia prvého septembra budii hodinky
oboch diev¢at ukazovat rovnaky Cas. Zistite tieZ, o kolko hodin
budi najblizsie ukazovat naraz spravny Cas.

5.1.6. Mito mé4 v komore 2 sviecky, ktoré st rovnako dlhé.
Jedna z nich zhori za 4, druh4 za 5 hodin. KedZe potme sa
studovat ned4, zapalil ich obe presne o polnoci. Ked dostudoval
a isiel spaf, bola jedna sviecka trikrat dlhsia ako druha. Kedy
isiel spat?

5.1.7. Raz mal Ondrej skvely sen. Snivalo sa mu, Ze vyhral
v tipovacej sufazi. Ako vyhru mu dali vybrat jeden z dvoch
kufrikov s peniazmi, ktory si odnesie domov. Na tychto dvoch
kufrikoch bola napisana ciastka, ktora sa v nich nachadzala:

99992006 4 1 99992007 4 1
99992005 1 1 & 99992006 4 |

Ondrej si samozrejme vybral kufrik, v ktorom bolo viac penazi.
Ktory to bol?

5.1.8. O jednej skuiske vieme, Ze priemerny pocet bodov Stu-
dentov, ktori tito skusku spravili, je 65. Priemerny pocet bodov
tych, ktori ju nespravili, je 35. Zistite, kolko percent Studentov
skasku spravilo, ak je celkovy priemerny pocet bodov 53.

5.2 Rovnice a sustavy rovnic

Uz na zékladnej $kole néas naudili riesit jednoduché sustavy li-
nearnych rovnic. Pri rieSeni sustav rovnic (aj nelinedrnych) vy-
uzivame bud dosadzovaciu metédu, alebo vhodne séitavame a
odcitavame rovnice, aby nam z toho nieco zaujimavé vyslo. Uka-
zeme si to na troch prikladoch.
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Z1
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Uloha. Pre reélne é&sla x a y plati

z+y = 10,
2’ +y? = 52

Najdite vSetky mozné hodnoty vyrazu xy.

Riesenie. Jednou z moZnosti je vyjadrit y pomocou x z prvej
rovnice a dosadit toto vyjadrenie do druhej. Dostaneme kvadra-
tick rovnicu s jednou nezndmou, ktort lahko vyrieSime. Potom
dopocitame y a hodnotu vyrazu xy.

Na zistenie hodnoty xy vSak nemusime siistavu tplne vyrie-
sit. UkdZeme si rychlejsi sposob: 22y = (z + y)? — (22 + ¢?) =
100 — 52 = 48, ¢ize xy = 24. Viete teraz podobnym spésobom
zistit hodnoty x2 + 93 & x* + 47 O

Uloha. Nijdite vietky trojice realnych ¢&isel z, y, z, pre ktoré
plati

= y+tz,
2 = z+u,
22 = T+ y.

Riesenie. Ked odéitame druhii rovnicu od prvej, dostaneme 2% —

y? =y —z, ¢ize x = y alebo x +y = —1. Ak = # y, tak z tretej
rovnice mame 22 = x4y = —1, ¢o nie je mozné. Preto ostéva len
moznost x = y. Podobnym spoésobom vieme ukézat aj to, ze y =
z, teda vSetky nezndme musia maf rovnak hodnotu ¢, pre ktora
plati t2 = 2t. Z toho hned vidime, 7ze t € {0,2}. Nezabudnite
overit, ze trojice (0,0,0) i (2,2,2) s rieSeniami. O

Uloha. Nijdite vietky trojice realnych é&isel z, y, z, pre ktoré
plati

22 erz = 2,
y' 4+ =
2242 = Y.

Riesenie iba nacrtneme. Po od¢itani druhej rovnice od prvej
dostaneme 2% — 2?2 = z —z, ¢ize (z — 2)(z+ 2+ 1) = 0. Podobné
vztahy dostaneme, ked od¢itame tretiu rovnicu od druhej a prvi
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od tretej. Predpokladajme, Ze x, y, z st navzajom rézne. Potom
viak musi platit z+2+1=0,y+z+1=0az+y+1=0
a staci vyriesit sustavu linedrnych rovnic. (Dokonéte to. Zvazte,
¢ je potrebnd skuska spravnosti. Ak si nie ste isti, spravte ju!)

V druhom pripade maju niektoré dve nezname rovnakt hod-
notu; nech napriklad y = z (ostatné pripady uz nemusime rozo-
berat, lebo stistava mé cyklickti symetriu: ak zaroven zmenime
oznadenie x na y, y na z a z na z, nezmeni sa). Potom sustava
prejde do tvaru 22 4 y? =y, 2y? = 2. Ked druht rovnicu dosa-
dime do prvej, dostaneme rovnicu y(4y® +y — 1) = 0.

Ak y = 0, iste zvladnete rieSenie dokonéif. Ak y # 0, musi
platit 4¢3 + y — 1 = 0. Skiisime uhadnut rieSenie tejto rovnice.
Napriklad tak, Ze si nechdme na pocitaci nakreslit graf funkcie
493 +y—1 alebo sktisame dosadzat celé ¢isla ¢i rozumné zlomky.
Po chvili objavime, Zze y = 1/2 vyhovuje. Z toho vieme,' 7e
4 +y—1=2y—1)(2y>+y+1). Rovnica 2y?> +y +1 =0 uz
ziadne rieSenie nem4, ako sa iste viete aj sami presveddit.

5.2.1. Najdite vSetky dvojice redlnych ¢isel x, y, ktoré vyhovuju
ststave

2 —ry = -—12,
y—xy = 28.

Na dalsej tllohe predvedieme pristup, ktory sa ¢asto pouziva
pri tazsich ststavach rovnic. Tam nestacéi s¢itavat ¢i odc¢itavat
rovnice, okrem takychto viacmenej bezmyslienkovitych dprav
treba pridat aj nejaki ideu a argumenty.

Uloha. Nijdite vsetky trojice kladnych realnych éisel z, v, z,
pre ktoré plati

4 4 2
T = Yy —yz+z°,
4 = z4—zx—|—x2,
2t = x4—zy+y2.

1Rozklad na stéin, zahffajici delenie korefiovym &initelom, patri medzi
zédkladné metddy rieSenia rovnic s mnohoc¢lenmi. Ak neviete delit mnoho-
¢éleny, skuste sa opytat svojho ucitela, pripadne si k tomu najdite nejaky
materidl — v angli¢tine ich je na internete dostatok, v slovencine by mohla
posluzit obyéajna ucebnica.

2006/7
73
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Riesenie. Zadana ststava rovnic ma cyklicktl symetriu, mézeme
preto predpokladat, Ze x je najvicsie z éisel x, y, z. Keby nebolo,
tak posunieme oznacenie: x na y, y na z, z na x. Netreba na to
zabudnuf na konci; ak za prijatého predpokladu najdeme rieSe-
nie (z,y, z), tak rieSeniami budt aj trojice (y, z,z) a (z,z,y).
Aby sme tento predpoklad vyuzili, prepiSeme rovnice takto:

at =yt = P —yz=2(2—y),
yt =2t = 2?2z =a(x - 2),
-zt = P oay=yly—2).

V prvej rovnici je lava strana nezdpornd, preto aj prava musi
byt nezdpornd, ¢ize z > y. Preto je v druhej rovnici lavé strana
zaporna alebo nulova, takze x < z. Lenze predpokladali sme, ze
x > z, Cize jedind moZnost je = z. Potom z druhej rovnice hned
dostaneme y = z. Kazda trojica (x,z,x) je rieSenim zadanej
sustavy. O

Pri praci s mnohoclenmi sa ¢asto hodia vztahy medzi ko-
renimi a koeficientmi mnohoclena. Tieto vzfahy sa podla istého
francuzskeho matematika nazyvaju Vietove.

Vezmime si kvadraticky mnohoélen ax? +bx +c s premennou
z a korefimi x1 a xo. Takyto mnohoclen sa d4 napisat v podobe
a(x—x1)(x —x2), a ked toto rozndsobime a porovndme s tvarom
ax? + bx + ¢, dostaneme b = —(x1 + x2) a ¢ = x179. UkdZeme si
vyuzitie na jednoduchej tlohe.

Uloha. Zistite, aky je stcet druhjch mocnin korefiov mnoho-
¢lena 22 — 3z — 14.

Riesenie. Jedna moznost je najprv korene x; a zo vypodéitat a
potom vyratat aj sticet ich druhych mocnin. Spravime to vSak
jednoduchsie:

22 422 = (1 +29)? — 2wm9 = 32 — 2. (—14) = 37.

O

Podobné vztahy platia aj pre mnohocleny vysSieho stupria.
Odvodte z rovnosti a(x —z1)(z —22)(z —23) = ax®+ bz +cr+d
Vietove vztahy pre kubické mnohocleny a vyuzite ich na uréenie
stétu stvrtych mocnin koretiov mnohoélena 23 + 222 — 112 + 6.
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5.2.2. Najdite vSetky dvojice redlnych éisel (p, ¢), pre ktoré
plati p + ¢ = 2005 a zaroveii ma rovnica z2 + px +q =0 dve 2004/5
celoéiselné riesenia. L3

5.2.3. Uvazujme nasledujiice vyroky o rovnici z|z| +pz+q¢=10. [ 6|
a) M4 najviac tri redlne rieSenia. 2004/5

b) M4 najmenej jedno redlne rieSenie. L3
c) M4 realne rieSenie, iba ak p? — 4q > 0.
d) M4 tri redlne rieSenia, ak p < 0 a g > 0.
Kolko z nich je pravdivych? Svoje tvrdenie zdovodnite.
5.2.4. Kolko prirodzenych é&sel x spliia rovnost [a]
20067
5= )+ .
10 11
Pozndmka: Symbolom |z| oznacujeme dolnt celd ¢ast Cisla x.
Je to najvicsie celé ¢islo, ktoré je mensie alebo rovné cislu x.
Napriklad 4] = 4, [6,9] = 6, |—6,9] = —7, pretoze —7 je
najvicsie celé ¢islo mensie ako —6,9.
5.2.5. Najdite vSetky realne &isla z, ktoré spliiaji rovnicu
1 1 2002/3
lz] + — ={z} + — z3

{z} 2]’

kde |z] je celd Cast z z, t. j. celé éislo a, pre ktoré plati a < z <
a+1a {z} je desatinnd ¢ast ¢isla z, t. j. {a} =a — [z].

5.2.6. N4jdite vetky stvorice realnych &isel a, b, c, d, pre ktoré [ 6 |

plati 20067
L1
a+b = 8§,
ab+c+d = 23,
ad+bc = 28,
cd = 12
5.2.7. Najdite vsetky realne riesenia stustavy rovnic (9]
2005/6
-y = 22—, z1/
y' -2 = -y,

-2 = -z
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Pozndmka: Dana ststava naozaj nie je symetrickd a tak to aj
mé byt. :)
5.2.8. Niajdite ststavu nanajvys kvadratickych rovnic, ktord
ma v realnych cislach prave

a) 3 rieSenia,

b) 47 rieSeni,
pricom za kvadratickt rovnicu povazujeme napriklad 22 + 2y —
y? = 1, ale nie rovnicu 2% - y = 5.

5.2.9. Na&jdite vSetky reédlne rieSenia (z1,...,x5) ststavy ne-
rovnic

(x3 — z325) (23 — z325) < 0

(22 — zq21) (22 —2421) < 0

(z3 — z520) (25 — w512) < 0

(22 — zy23)(22 — z123) < 0

(22 — zoms) (2} — 20z4) < 0

5.3 Nerovnosti

O nerovnostiach sa toho uz popisalo vela. Ak o ne mate hlbsi
zdujem, odporicame pozrief si nie¢o z dostupnych materidlov
(niektoré z nich najdete vymenované v zavere knihy). V tvode
tejto kapitoly si spomenieme len celkom zakladné veci, dalSie sa
naucite pri rieSeni tloh.

Vezmime si rovnicu

-3 4+1=0.

M4 tato rovnica realne rieSenie? KedZe asi nepozndte vzorec,
z ktorého by sme to hned zistili, treba spravit najprv nejaké
pokusy, pri ktorych mozno nejaké riesenie najdeme.? Ak ne-
najdeme, skisime dokdzat, Ze rovnica rieSenie nema. Ale ak aj

2Pokusy by mali pozostavat okrem dosiddzania hodnét aj z Gplného vy-
rieSenia rovnice v celych ¢islach. Tu je to lahké: ak x je celociselné riesenie,
musi z delit 1. (Dokazte.)
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zopér rieSeni ndjdeme, budeme musiet dokézat, ze uz dalsie nie
stu. V oboch pripadoch sa ¢asto vyuzivaju odhady a nerovnosti,
preto si tento typ tvah teraz ukazeme.

Asi najdolezZitejSie pozorovanie, ktoré mdzeme pri zadanej
rovnici spravit, je toto: éislo z* je vzdy nezdporné a pre x s vel-
yvelké“ x rieSenim rovnice nebude. Pre ,malé“ z, niekde okolo
nuly, zase bude t4 jednotka vyrazne vicsia ako z* i z3. Stadi
nam tieto ivahy spresnit a dokdZeme, Ze rovnica nemé rieSenie.

Ziadne zaporné z zjavne nie je riesenim, ani z = 0. Ak x > 1,
tak 2 > 23 apretox? — 23 +1>0. Ak0 <z <1, tak 2° < 1
a preto z* — 23 4+ 1 > 1 — 23 > 0. Hotovo.

Sktisime taZsiu rovnicu:
et =42 + 522 —x+1=0.

Teraz uz nevieme zarucit, ze % > 413 (presnejsie, pre x > 4
vieme, lenZe nevieme, ako pokracovat pre mensie hodnoty ). Ak
lav( stranu napiSeme v podobe sucétu vyrazov, ktoré su vSetky
nezaporné a aspon jeden z nich kladny, rovnica urcite rieSenie
mat nemoze. Toto teraz spravime.

Vyrazy, o ktorych hned vieme, Ze sl nezaporné, st napriklad
druhé mocniny, trebérs (22—3)? = 422 —122+9. KedZe v rieSenej
rovnici je na lavej strane z*, potrebujeme umocnif zatvorku,
ktora obsahuje x2. Sktisme preto (2% — y)? = 2% — 222y + 2.
Otézka je, ako zvolif 3. Chceme dosiahnut, aby —22%y = —4x3,
teda potrebujeme y = 2z. PrepiSme si teraz nasu rovnicu:

ot —d4ad 452t 1= (2 —22)? + 2 —2x+1=0.

Vieme ukazat, ze ¢islo 22—z +1 je kladné? Spravime to tak, ako
predtym, vyskisame vyraz (z — z)? pre vhodné 2. Dostaneme
22 —x+1=(z—1/2)% + 3/4, ¢o je zjavne kladné.

Uloha. Dokaite, 7e (z + y)? > 4ay.

Uloha. Najdite vsetky dvojice a, b realnych éisel, ktoré st rie-
Senfm rovnice a? + ab + b? = 0.

5.3.1. Ukazte, ze pre nezdporné redlne ¢isla a a b plati nerovnost

a®+ b < (a+b)?
3 - 2

2002/3
Z3
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Najdite vSetky dvojice nezapornych redlnych ¢isel a, b, pre ktoré
v tejto nerovnosti nastava rovnost.

5.3.2. Nech a, b, ¢ st redlne ¢isla také, ze a?+c? < 4b. Dokézte,
Ze pre vSetky realne Cisla x plati

2t +ar® +bxP+ex+1>0.

Znamou nerovnostou, ktord sa casto pouziva, je nerovnost
medzi aritmetickym a geometrickym priemerom. Pouziva sa pre
nu aj ndzov AG-nerovnost. Znie takto: Pre nezdporné realne
éisla ay,as,...,a, plati

air+az+---+an
n

= Yaraz - - Q.-

Rovnost nastéva len pre a; = as = -+ - = ay.

Ukéazeme si jeden priklad pouzitia.
Uloha. Dokézte, ze pre kladné redlne &isla z, y, z plati 2% +
Y3+ 22 > 22y + vz + 2P
Riesenie. Odhadneme osobitne kazdy vyraz na pravej strane
pomocou vyrazov na lavej strane. Na vyraz 22y sa vieme divat
ako na x - x - y, Co je sucin troch ¢isel. Preto ho vieme zhora
odhadntf pomocou AG-nerovnosti, a to takto:

3. .34.3
ny:x-x~y:\3/x3x3y3§7x +$; ty .

Analogicky odhadneme y?z a z2x a vSetky tri odhady, ktoré

mame, s¢itame. Dostaneme presne dokazovant nerovnost. [

Mbozete si tento postup precvidit na nasledujtcej tlohe.
Uloha. Dokéazte, ze pre kladné redlne ¢isla z, y, z plati 2% +
yt 4 2% > 22yz + y2xz + 22zy. Kedy nastéva rovnost?

Casto mame zadant nerovnost, ktora neplati veobecne, ale
len pre éisla, ¢o spliiaju nejaki $pecialnu podmienku, napriklad
istd rovnost. Tato podmienka sa nazyva viizba, lebo zviizuje
hodnoty premennych, nemézu byt tplne Tubovolné.

Uloha. Dokazte, ze ak kladné realne ¢sla a a b vyhovuji vztahu
a+b=1, tak plati a3 + b3 > ab.
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Riesenie. Zadané nerovnost by bez podmienky a + b = 1 nepla-
tila (najdite priklad vhodnej dvojice a, b). Preto véizbu musime
pri dokaze nerovnosti vyuzit.

Prvy sposob: viimneme si, ze a®+b% = (a+b)(a® —ab+b?) =
a? — ab+ b > ab. (Z ¢oho vyplyva posledna nerovnost?)

Druhy sposob: na Tavej strane zadanej nerovnosti st tretie
mocniny, na pravej len ¢osi kvadratické (stupenl polynému viete
zistit tak, Ze si predstavite, Ze a = b, potom ab je a2, ¢o je
kvadraticky ¢len). Vdzba ndm umoziiuje nieco linedrne nahradit
konstantou, alebo skor naopak: konstantu nahradit linedrnym
vyrazom a tym zvysit stupeti o jedna. Preto prava stranu vy-
nasobime ¢lenom a + b a lava stranu len jednotkou. Dostaneme
ekvivalentni nerovnost a® + b> > ab(a + b), ktorad uz ma obe
strany kubické (stupiia 3) a mohla by platit aj bez viizby. Na-
ozaj: 2a3 + b® > 3a?b (podla AG-nerovnosti pre tri ¢leny a®,
a3, b3) a a® + 2b3 > 3ab?, ¢ize 3(a® + b3) > 3(a?b + 3ab?) =
3ab(a + b). Inou moznosfou bolo dat vSetko na jednu stranu,
teda a® — a?b—ab® + b3 > 0, a rozlozit lavd stranu na st¢in. [

Uloha. Dokéite, 7e ak ab = 1, tak plati a* + b* > a® + b2.
Uloha. Dokézte, Ze ak realne ¢isla a a b vyhovuja vztahu a? +

b? = 1, tak pre lubovolné realne ¢&isla ¢ a d plati (ac + bd)? <
c? +d2.

5.3.3. Nech z, y, z st Iubovolné reélne cisla.

a) Dokazte, ze ak plati y <1 <z, tak plati aj zy+1 <z +y;
b) Ak sd splnené vSetky tri predpoklady 1 <z, y < z a
y+z<x+1, tak plati y < x.

5.3.4. Nekone¢ne vela mravcov ide za sebou popri stene domu.
Prvy ide Ferdo. Druhy si udrziava od Ferda konstantny odstup
pol metra. Treti mravec ide 3/4 metra za Ferdom, stvrty 4/5
metra a pre n > 5 ide n-tjy mravec v poradi n/(n + 1) metra za
Ferdom. Vracaju sa domov s tlovkom pozostavajicim z piatich
stebiel travy rovnakej dizky [. Najdite najmensie mozné [, ak
viete, Ze kazdy mravec nesie aspon jedno steblo.

5.3.5. Dokéazte, ze pre vSetky prirodzené ¢isla n plati

L2,
2l " 3l (n+1)!

[s]
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5.3.6. Dané su kladné realne cisla z, y, z také, ze rozdiel kaz-
dych dvoch z nich mé absolitnu hodnotu mensiu ako 2. Dokézte,
ze

\/my+1+\/yz+1+\/zx+1>x+y+z.

5.3.7. Pre redlne ¢isla a, b, ¢ plati a + b + ¢ = 0. Dokéazte, ze
potom plati nerovnost

a?b? + b2 + ?a® + 3 > 6abe.

5.3.8. Nech z, y, z st kladné reélne &isla splnajice vzfah

1 n 1 n 1
1+ 14y 1+=z

Dokazte, ze 8xyz < 1.

5.3.9. Nech f:RT — R je takéa funkcia, ze funkcie f(x) — 22 a
f(z) — 3z st rastice. Zistite, ¢ funkcia f(z) — 2% — x musi byt

monoténna.’

5.3.10. Nech n je prirodzené ¢islo a a1 < ag < --- < agp41 SU
kladné realne ¢isla. Dokazte, ze plati

1
(a1 —az+as —az+ - — azn + azn1)/" >
S I L O LT

5.3.11. Najdite najvicésiu a najmensiu moznt hodnotu vyrazu
sin x cos y + siny cos(2z) + sin z cos(4z),

kde z, y, z st redlne ¢éisla. Prémiovd dloha za (bezvyznamny)
plusovy bodik: Viete zistit (a poriadne dokazat), ¢i dany vyraz
nadobuda vsetky hodnoty medzi minimom a maximom?

5.3.12. Nech a,b,c su také redlne ¢isla, Ze polyném P(z) =

3Funkcia je monoténna, ak je nerasttica alebo neklesajica.
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23+ ax?+bx+c m4 tri redlne korene (nie nutne rozne). Dokazte,
Ze plati
12ab + 27¢ < 6a® + 10(a® — 2b)%/2.

Kedy nastéva rovnost?

5.3.13. Nechn >3 a xy,x9,...,x, st dané kladné realne ¢isla.
Oznacme x,+1 = T1 & Tpt2 = To. Dokazte, ze plati

z”:m g alebo i:% > g

= Tit1 + Tit2 Tt Tip

5.3.14. Dokazte, Ze pre kladné realne €isla a1, as, ..., a, (pri-
¢om a1 = ay) plati nerovnost

2 T > %"y
a a
= @ T Akt

5.3.15. Nech a, b, ¢ st kladné realne éisla spliiajice vztah
a® + b? + ¢? = 1. Dokaizte, Ze

a L b L c 23\/§+3-
l-a 1-b 1-—¢ 2

5.3.16. Je dand postupnost realnych &isel ay,as, ..., am,, kde
m > 3. Ozna¢me A,, = >, _, aj. Ukédzte, Ze plati nerovnost

m A 2 m
Z (n"> < 122%2.
n=2 n=1

5.4 Postupnosti

5.4.1. V lese byva 2007 trpaslikov ocislovanych ¢islami 1 az
2007. Na prikaz Snehulienky sa nejakych 41 z nich postavi do

20067
L2

2003/4
72

2005/6
L3

2003/4
L3

20067
L1
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radu tak, aby ich ¢&isla tvorili aritmetickil postupnost. Snehu-
lienka si v§imla, Ze nech sa trpaslici postavia do radu hocijako,
vzdy bude medzi nimi asponi jeden z jej 90 oblibenych trpas-
likov. Aké ¢isla maju Snehulienkini obltibeni trpaslici? N4jdite
aspoil jednu moznost a zdovodnite, preco tato skupina trpasli-
kov mé pozadovant vlastnost.

5.4.2. Sofiine stastné ¢isla st tieto: vSetky mocniny &isla 5,
vsetky sucty aspon dvoch roéznych mocnin ¢isla 5 a ¢islo 69. Raz
chcel Mito zavolat Sofii, no nepamétal si jej ¢islo. Vedel len, ze
je to jej 2006-te najmensie $tastné ¢islo. Pomozte Mifovi zistif
Sofiine telefénne ¢islo.

5.4.3. K danym ¢islam 7 a 2 utvorime postupnost 7, 2, 1, 4, 2,
4, 8, 8, 3, 2, ...tak, Ze postupne nasobime dvojice susednych
élenov a vysledok pripojime ako dal$i jeden alebo dva ¢leny
v zavislosti od toho, ¢i je stcin jednomiestne alebo dvojmiestne
¢islo. Dokazte, ze cislica 6 sa v postupnosti objavi nekonec¢ne
velakrat.

5.4.4. Petovi a PiStovi sa zdala tato séria prilis jednotvarna, tak
si vymysleli takuto poc¢tarsku lahddku. Nech ag, a1, as, ... je ne-
klesajtica postupnost nezédpornych celych ¢isel taka, ze kazdé ne-
zéporné celé ¢islo sa d& prave jednym sposobom vyjadrif v tvare
a;+2a;+4ay, kde ¢, j a k st nie nutne rézne. Urcte vSetky mozné
hOanty a2004-

5.4.5. Majme postupnost zadani rekurentne predpisom

o = 5a

1
Tpt1 = xn—i-m— pren=20,1,2,...
n

Najdite x1000 s presnostou na jedno desatinné miesto.

5.5 Funkcionalne rovnice

Ulohy v tejto kapitole nie sti prave najlahsie, odpori¢ame pred
pokusmi o ich vyrieSenie nastudovat si nieco o funkcionéalnych
rovniciach. Dostupné st napriklad tieto materialy:
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kms.sk/"mazo/matematika/funkcionalne_rov.pdf,
http://atrey.karlin.mff.cuni.cz/"franta/bakalarka,
http://www.imomath.com/tekstkut/funeqn_mr.pdf.

5.5.1. Néjdite vietky funkcie f : R — R, pre ktoré pre kazdé [ 9 |

realne cislo x plati 2003/4
z3

fx)+zf(l—xz)=a2+1.

5.5.2. Najdite vietky funkcie f : R — R, ktoré spliiajt rovnost
2004/5

fly+z2f(x) = fly) +2f(z) L3
pre kazdu trojicu realnych ¢isel z, y, z.

5.5.3. Néajdite vSetky prosté* funkcie f : N — N také, Ze pre
kazdé prirodzené ¢islo n plati 2004/5

L2
n+ f(n)

Py < 0

5.5.4. Najdite vsetky funkcie f : Rt — R*, ktoré pre vsetky
kladné realne &isla x,y spliiaji vztah 2006,/7

z3
f@f(y)) = f(zy) + .

5.5.5. Najdite vsetky funkcie f : R — R také, ze pre vSetky
realne ¢isla x, y plati 2005/6

L1
fle+ @)+ fW) = fly+ f@) +a+ fly) = F(F)

5.6 Dalsie tilohy

5.6.1. Neparne prirodzené ¢isla st rozdelené do skupin nasle-
2004/5
73

4Prosté funkcia je také, ze pre vietky x, y z jej defini¢ného oboru plati,
ze ak f(z) = f(y), tak z = y.


kms.sk/~mazo/matematika/funkcionalne_rov.pdf
http://atrey.karlin.mff.cuni.cz/~franta/bakalarka
http://www.imomath.com/tekstkut/funeqn_mr.pdf

2004/5
Z1

2002/3
71

2003/4
L2

2005/6
L1

2004/5
73

154 ALGEBRA

dovne: V prvej skupine je ¢islo jedna. Pre n > 2, po zosta-
veni n — 1 skupin zostavime n-ta skupinu tak, ze do nej dame
2n — 1 najmensich neparnych prirodzenych ¢isel, ktoré este nie
su v ziadnej skupine. Zistite, v ktorej skupine je ¢islo

a) 17, b) 2004, c) 20042004 1,

5.6.2. Skupinka troch turistov idacich rychlostou 6 km/h a je-
den cyklista iduci rychlostou 30 km/h sa vybrali na cestu z de-
diny A do dediny B, ktoré su vzdialené 45 km. Neznie to dobre,
ale je to tak. Cyklista moZe odviezt jedného cestujiceho. Naj-
dite najkratsi ¢as, za aky celd partia moze dorazit do dediny B
a sposob, ako tento ¢as dosiahnut.

5.6.3. Mnozina 2002 (roznych) ¢isel méa vlastnost, ze ked za-
menime kazdé z ¢isel stctom zvysnych 2001 ¢isel, dostaneme ta
istth mnozinu 2002 ¢isel. Dokazte, ze stcin tychto 2002 cisel je
zaporny.

5.6.4. Dokézte, ze vSetky tri strany Tubovolného nerovnoramen-
ného trojuholnika mozeme zvicsit (pripadne zmensit) o rovnakd
hodnotu tak, zZe dostaneme pravouhly trojuholnik.

5.6.5. Mazo dostal na Vianoce ¢iernu skrinku a k nej ma-
nudl obsahujtici koneény podet (najmenej vSak dve) navzajom
roznych redlnych ¢éisel. Ked do skrinky vlozime lubovolné éislo
z manuélu, vypadne z nej opit jedno z ¢isel uvedenych v ma-
nudli. Mazo zistil, Ze ked vlozi do skrinky lubovolné ¢islo =z,
vypadne mu ¢islo ax + b, kde a, b s redlne konstanty vmonto-
vané vyrobcom do skrinky (a # 0).

(a) Zistite, kolko moze existovat roznych skriniek (s roznymi
konstantami) k Mazovmu manudlu.

(b) Ada sa chvali, Ze dostala manudl, v ktorom je 2005 ¢isel so
sictom 0 a k nemu dve rdzne Cierne skrinky. Mazo overil, ze
skrinky st od toho istého vyrobcu ako jeho skrinka, zamyslel sa
a potom povedal, Ze v Adinom manudli musi byt aj ¢islo 0. M4
Mazo pravdu?

5.6.6. Nech x a y st redlne ¢&isla také, ze z2 + y2, 2% + 93 aj
x* + y* st racionalne &isla. Dokazte, Ze potom aj = + y a Ty su
racionélne disla.
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5.6.7. Hanka mé doma vo vitrinke mnozinu S obsahujtcu ra-
ciondlne ¢isla, medzi nimi aj 1/2. NavySe vieme, ze ak ¢&islo z 2006/7
patri do mnoziny S, tak aj ¢isla L3

1 T
a
x+1 rx+1

patria do mnoziny S. Zistite, ¢i S obsahuje vsetky racionalne
¢isla z intervalu (0,1). Svoje tvrdenie zddvodnite.

5.6.8. Graf funkcie f : R — R ma dva stredy symetrie. Do-
kézte, ze funkcia f sa d& napisat ako sticet linedrnej a periodickej 2005/6
funkcie. zZ3

5.6.9. Nech P(r) = x*+ar3+bz?+cx+daQ(z) = 22 +pr+gsa [ 9 |
dva polynémy. Je zndme, ze polyndém P je zadporny prave vtedy, 2003/4
ked je polyném Q zaporny a mnozina vietkych ¢&sel, pre ktoré 3
st hodnoty polynému P zaporné, je interval, ktorého dlzka je

viacsia ako 2. Ukazte, ze existuje redlne ¢islo t také, ze plati

P(t) < Q(t).

5.6.10. Jedna vevericka zbierala na zimu oriesky a nazbierala
ich asponi dva (pocet orieskov je celé ¢islo). Prvy deni zjedla 1 2002/3
oriesok a jednu stotinu zvysnych, druhy defi zjedla 2 oriesky a %!
jednu stotinu zvys$nych a tak dalej, predposledny den zjedla n—1
orieskov stotinu zvysnych a nakoniec posledny, n-ty den, zjedla
poslednych n orieskov. Kolko orieskov nazbierala nasa vevericka

na zimu?

Vevericka si moze na dalsi demi nechat neceloéiselny pocet ories-

kov.

5.6.11. Nech a, b, ¢, d st navzdjom rozne redlne ¢&isla, ktoré [ 9 |

splnaja vztahy 2002/3
b d
g—|—7—&-E—|—7:4 a ac = bd.
b ¢ d a

Zistite maximalnu mozni hodnotu vyrazu

a b e d
c d a b



2004/5
L1

2006/7
L1

2003 /4
L3

2002/3
L3

2005/6
L3

2003/4
L2

2003/4
L3
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5.6.12. Zistite, pre ktoré kladné celé ¢isla n sa daja ¢isla 1,
2, ..., n napisat v takom poradi, Ze pre kazdé dve ¢isla sa ich
aritmeticky priemer nebude rovnat Ziadnemu z ¢éisel napisanych
medzi nimi.

5.6.13. Nech p, ¢ st navzajom roézne prvocisla. Zistite, ¢i exis-
tuje funkcia f : R — R takd, ze f(x)P aj f(x)? s polyndémy a
pritom f nie je polyném.

5.6.14. Pre Iubovolné realne ¢isla x, y, 2 ma bindrna operacia
o vlastnost (zoy)oz = x+y+ 2. Ukdzte, Ze pre Iubovolné redlne
¢isla a, b plati

acb=a+Dd.

Pozndmka: Binarna operacia je predpis, ktory dvojici realnych
éisel priraduje redlne &islo.

5.6.15. Dokéazte, Ze existuje realne ¢islo A také, ze grafu funkcie
y = A-sin(x) mozno vpisat aspon 2003 roznych (s réznou dizkou
strany) $tvorcov. Stvorec sa nazyva vpisany do grafu, ak na grafe
lezia vSetky vrcholy Stvorca.

5.6.16. Baca méa v stdde 101 oviec. Ak z nich vyberie Tubo-
volnych 100, vZdy ich vie rozdelit na 2 skupiny po 50 oviec tak,
aby suc¢ty hmotnosti oviec v jednotlivych skupinach boli rov-
naké. Dokazte, ze kazdé dve bacove ovce vazia rovnako.

5.6.17. Su dané kladné realne ¢isla z, y, z, a, b, ¢, také Ze
r+y+z=1a0<a<b<c Ukazte, ze

x Yy oz (a+ c)?
b (2+2+2) <22
(ax + by + cz) a+b+c S lae

5.6.18. Najdite vsetky kladné celé cisla aq,aq,...,a, také, ze
plati
99 __ap ai An—1
1007a1+012Jr Jran’

pricom ag = 1 a plati (ag41 — 1)ag—1 > a2(ar, — 1) pre k =1, 2,
.., n—1.
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5.6.19. Dokézte, Ze pre neziporné realne &isla a, b, ¢ spliajice

rovnost a? + b2 + ¢ + abc = 4 platia nerovnosti 2003 /4
Z3

0<ab+bc+ac—abc<2.



Kapitola 6

Prvé navody
k rieseniam

2.1.1. Co mdme zistit? Stcet nejakych uhlov. Uhly vieme séita-
vat graficky tak, Ze ich umiestnime k sebe (budt mat spolo¢né
rameno). Viete k niektorym zo zadangch uhlov najst uhly s rov-
nakou velkostou? Najlepsie tak, aby boli ,pri sebe®.

2.1.2. Co méame zistit? Velkost uhla. Aké st predpoklady? Dajt
sa vyjadrit pomocou velkosti uhlov?

2.1.3. Situdciu urcuje jediny uhol, napr. uhol ABE (preco?).
Velkosti ostatnych sa vSak pomocou jedného uhla vyjadruja len
tazko. Skiiste to s dvomi vhodne zvolenymi velkostami. Obdlz-
niky sa vyznacuji mnoZstvom symetrii, sktste ich vyuzit pri
pocitani velkosti uhlov. Stred tise¢ky nabdda na stredovi si-
mernost.

2.1.4. Aké si predpoklady? Daju sa vyjadrit pomocou velkosti
uhlov? Staci velkost jedného uhla na uréenie velkosti ostatnych?

2.1.5. Skuste inym spdsobom povedat, ze dve kruznice so spo-
lo¢nou tetivou maji rovnaky polomer. D4 sa to vyjadrit pomo-
cou uhlov?

2.1.6. Ozna¢me |[JCAB| = 2. Nejdeme hned bezhlavo vyjad-
rovat vSetky uhly; ¢o mdme dokdzat? Existuji dva mozné body
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P, v jednom pripade pdjde o rovnobeznost, v druhom o kolmost.

2.1.7. Co mdme dokdzat? Aké su predpoklady? Bolo by pekné
vyjadrit tvrdenie aj predpoklady v rovnakej redi, tentoraz to
budt uhly. Kolko uhlov treba na popis situécie?

2.1.8. Ako cez uhly popiseme, Ze dva trojuholniky st podobné?
Co presne chceme dokazat? Z bodov D aj E vidime tsecku BC
pod pravym uhlom.

2.1.9. Mame dve kruznice, preto sa budu dobre ratat uhly. Vi-
dime nejaké okamzité vztahy medzi uhlami? (Najlepsie také, ¢o
sa daju zakreslit do obrazka bez vypocétov, napr. dvojice rovna-
kych uhlov.) Nezabudnime: éo mame dokdzat?

2.1.10. Sformulujte dokazované tvrdenie viacerymi sposobmi a
vyberte si vhodny. Vyuzite vSetky predpoklady.

2.1.11. Tetivovy Stvoruholnik ABCD sa dé elegantne popi-
sat pomocou uhlov, preto sa budeme ststredif na uhly. Aké
vlastnosti mé kosostvorec? (V naSej situdcii je uréeny svojimi
uhloprieckami.) Nakreslite si niekolko roznych obrazkov (pre te-
tivové aj iné Stvoruholniky ABC D) a skiste uhddnut, ¢o maji
spolo¢né stvoruholniky PQRS v jednotlivych obrazkoch (napr.
musi byt Stvoruholnik PQRS vzdy rovnobeznik?). Odpozoro-
vané hypotézy dokazte alebo vyvratte. Dokazte, ze ak je PQRS
kosostvorec, musi byt Stvoruholnik ABCD tetivovy.

2.1.12. V&imnite si trojuholnik PBR. Cim je zaujimavy? Dalej,
¢o viete povedat o bode Q7 Moze lezat hocikde na tsecke PR,
¢ moze byt dokonca aj mimo nej? Nakreslite si zopdr obraz-
kov. Ako vyuzit, ze M a K st stredmi stran? Porovnajte dizku
usetiek MK a PR.

2.1.13. Co mdme dokdzat? Rovnost jednej dvojice uhlov, napri-
klad ktorej? Ak€ su predpoklady? Ako popisat dotycnicu kruz-
nice pomocou uhlov?

2.1.14. Oboznamte sa so situdciou. Divajte sa viacerymi spd-
sobmi na definiciu bodu F', skiste preformulovat predpoklady
zo zadania. Pozndme vlastnosti osi uhla, ktoré by mohli byt
uzitoéné? Oznac¢me P priesecnik osi uhla ACB so stranou AB.
Oznac¢me X, Y priesecniky priamky PC s vpisanou kruznicou
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(lezia v poradi P, X, Y, C). Vypoditajte velkost uhla FY K, vy-
uzite kruznicu. Pomocou uhlov sa tazko dokazuje, Ze tri priamky
sa pretni v jednom bode, lebo této vlastnost nezévisi od uhlov
medzi tymito priamkami (ked jednu z nich posunieme, uhly sa
nezmenia). Preto treba dokazované tvrdenie formulovat inak,
trebars takto (aby sme mohli vyuzit os uhla a to, Ze precha-
dza stredom vpisanej kruznice): priamka PF sa dotyka vpisanej
kruznice. Popiste toto tvrdenie pomocou tsekového uhla.

2.1.15. Podobnost trojuholnikov je v podstate tvrdenie o rov-
nostiach istych uhlov. Dokazte obratent implikaciu: ak ABC'D
je Stvorec, je trojuholnik AM N podobny trojuholniku ABC.
D4 sa to cez uhly? Ak &no, ktoré tetivové Stvoruholniky sme
vyuzili? (Ak pri dokaze opaé¢nej implikdcie vyjde, Ze niektory
stvoruholnik je tetivovy, musi to byt pravda aj pri dokazovani
zadanej implikacie, inak dokazované tvrdenie neplati. Plati to
samozrejme nielen pre tetivovost stvoruholnikov.)

2.1.16. Cim je situdcia uréena? St tu okrem tvaru trojuholnika
ABC dalsie volitelné parametre? Skiste sa zbavit ¢o najviac
bodov v komplikovanom zadani, napr. bod O je zbytoc¢ny, slazi
iba na uréenie polohy bodu T (ako popisat bod T bez bodu
07). V situécii je viacero uhlov s rovnakou velkostou, vytvoria
tetivové stvoruholniky alebo rovnoramenné trojuholniky?

2.1.17. Niekolko presnych obrézkov ukaze, ze bod E lezi me-
dzi F a D. Vyrieste tillohu za tohto predpokladu. Sta¢i vyjadrit
velkosti uhlov DCE a FCE pomocou velkosti uhlov CAB a
CBA.

2.1.18. Postupne vyjadrujte uhly medzi tseckami v obrazku
pomocou ¢; vyuzivajte rovnoramenné trojuholniky.

2.1.19. N4jdite tetivové Stvoruholniky, ktoré by mohli pomoct
preniest velkost uhla PgPsPc inam (bud celého tohto uhla,
alebo jeho ¢asti).

2.1.20. Obvod vyznaceného utvaru sa sklada z oblikov malych
kruznic. Vyjadrite dizku tjchto oblitkov pomocou zodpovedaji-
cich stredovych uhlov v tychto kruzniciach. Ako velkosti tychto
uhlov stvisia s obvodom velkej kruznice?

2.1.21. Priesecnik P strany a osi protilahlého uhla v trojuhol-
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niku lezi na jeho opisanej kruznici. Kruznica so stredom P pre-
chadzajiaca stredom vpisanej kruznice prechiadza aj dvomi vr-
cholmi trojuholnika.

2.2.1. Ako pomocou dlzok tseciek popisat, ze body A, B, P,
Q@ lezia na kruznici? Skuste to tak, aby ste vyuzili usecku PQ
alebo aspon jej Casti.

2.2.2. Rovnost zo zadania len inym sposobom hovori, Ze kruz-
nica opisana trojuholniku BDE sa dotyka priamky BC.

2.2.3. Dokazte, ze M B? = MC?. Druhé mocniny vzdialenosti
sa zvycajne dobre vyjadruji z Pytagorovej ¢i kosinusovej vety
alebo cez mocnost bodu ku kruZnici. Vyjadrite velkosti niekto-
rych uhlov pri bode K pomocou velkosti vnttornych uhlov troj-
uholnika ABC'; kde sa v trojuholniku ABC vyskytuje napriklad
uhol s rovnakou velkostou ako VKC?

2.2.4. Priamka PQ je chordalou kruznic zo zadania. Kedy na
nej lezi bod H?

2.2.5. Nech K a L st body dotyku kruznice vpisanej do utvaru
CBD s kruznicou k a tseckou C'D. Body A, K, L lezia na
priamke. Chceme dokéazat, ze AJ? = AL - AK = AD?. To plati
préave vtedy, ked sa kruznica opisana trojuholniku K LD dotyka
priamky AD.

2.2.6. Co viete povedat o chordéle kruznic k a k'?

2.2.7. Vytvorte si (spravnu) hypotézu o mnozine bodov M. Ako
charakterizovat body leziace v tejto mnozine?

2.2.8. Aké poznate vlastnosti prieseénika vySok vzhladom na
opisant kruznicu? Rovnost velkosti dvoch uhlov je zjavnd na-
priklad vtedy, ked st vnttornymi uhlami dvoch zhodnjch alebo
podobnych trojuholnikov.

2.3.1. Tri trojuholniky mézu vzniknat dvomi réznymi sposobmi;
nakreslite si par obrazkov.

2.3.2. Ako by ste pocitali obsah Stvoruholnika XCY Z7

2.3.3. St dlzky h a b nezavislé, alebo je medzi nimi nejaky
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vztah? Viete vypocitat vysku zadaného rovnoramenného troju-
holnika, alebo vyjadrit ju pomocou b a h?

2.3.4. Jedna z moznosti je vyjadrit oba tieto obsahy pomocou
dlzok zékladni a vysky lichobeznika. D4 sa to vsak aj priamo-
Giaro bez akychkolvek vypoctov; je to lahké, vyskusajte.

2.3.5. Vyjadrite obsah rovnostranného trojuholnika pomocou
dlzky jeho strany. Viete to spravif aj pre Sestuholnik? Preski-
majte vztah medzi dvomi Gtvarmi, ktoré st podobné s koeficien-
tom k; napr. trojuholnik a trojuholnik s k-krat dlhsimi stranami.

2.3.6. Vyjadrite dizky tseciek AS a BS pomocou stran troju-
holnika. Vyuzite, ze vpisana kruznica sa dotyka vSetkych stran
trojuholnika.

2.3.7. Stvoruholnikov s obsahom 8, 5 je vela, §tvoruholnik s ob-
sahom 8, 25 ziaden.

2.3.8. Mozeme vyuzit, ze pomer obsahov dvoch trojuholnikov
so spolo¢nou vyskou je taky isty, ako pomer ich zakladni.

2.3.9. Ked rovnobeZnik rozrezeme, vieme obsah dostat ako si-
det obsahov jednotlivych kusov. Ked z rovnobeznika odrezeme
trojuholnik, vieme ho presunut tak, aby sme dostali iny rovno-
beznik.

2.3.10. Dva rovnobezniky znamenaju vela dvojic rovnobeziek.
7 hladiska obsahov je zaujimavé to, Ze dva trojuholniky so spo-
lo¢nou zakladnou maju rovnaky obsah prave vtedy, ked ich tre-
tie vrcholy vytvoria priamku rovnobeznu so zakladnou. Napri-
klad trojuholniky ABD a ABC maji rovnaky obsah, lebo C'D
je rovnobezka s AB; vyjadrite ich obsah pomocou obsahu S
rovnobeznika ABCD. Skuste hladat dalsie takéto dvojice troj-
uholnikov; najlepsie bude, ak sa medzi nimi najde aj taky, ¢o je
spolo¢ny pre rovnobeiniky ABCD a EFGH.

2.3.11. Po nakresleni niekolkych obrazkov si vytvorte hypotézu:
budu strany AB, C'D zéakladniami alebo ramenami lichobeZnika
ABCD? Rozdelte $tvoruholniky AMND, BMNC na mensie
dasti, ktorych obsahy sa daju lepsie porovnéavat.

2.3.12. Vyrieste jednoduchsiu tlohu. Rozdelte tise¢ku na tretiny
(vyuzite podobnost trojuholnikov). Viete pravidelny Sestuholnik
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rozdelit na 2, 3, 4, 6, 8 ¢asti s rovnakym obsahom? Viete rozdelit
Iubovolng a) obdlznik, b) trojuholnik na 2, 3, 4, 5, 6, 8 Casti
s rovnakym obsahom?

2.3.13. Volba znamienok savisi s polohou bodu vzhladom na
priamky AB, BC, C A. Vyrieste tlohu najprv pre bod X leZiaci
vnutri trojuholnika ABC, vtedy st znamienka vzdy rovnaké.

2.3.14. Co maji rovnaké vietky trojuholniky ABC? Velkosti
vysok vieme previest na velkosti stran.

2.3.15. Rozdelte pétuholnik na casti, ktorych obsah viete vy-
pocitat. Tieto casti pripadne mozete aj presunit inam, aby sa
vam ratalo Tahsie.

2.3.16. Nakreslite si vela roznych situécii. Okrem niekolkych
nahodnych skumajte aj okrajové pripady a Specidlne pripady
(rovnostranny ¢i pravouhly trojuholnik).

2.3.17. Viete tlohu vyriesif aspon pre obdlznik? D4 sa pouzita
metdda vyuZzit aj pre rovnobeznik?

2.3.18. Nevsimajte si nerovnosti medzi OA, OB, OC, OD anéj-
dite aspon nejaky horny odhad pre obsah stvoruholnika AC'BD.
Treba vychadzat z vhodného vzorca pre obsah Stvoruholnika.
Vyrieste taktto tlohu: hladdme bod X v rovine $tvoruholnika
KLMN, pre ktory je sucet jeho vzdialenosti od vrcholov stvor-
uholnika K LM N minimalny. Na odhadovanie vzdialenosti méo-
Zete vyuzivat trojuholnikovii nerovnost (nastava v nej rovnost,
ak trojica bodov leZ{ na priamke).

2.3.19. Polohu priamky vieme popisat jednym uhlom. Vyjadrite
obsah trojuholnika pomocou tohto uhla.

2.3.20. Vezmime si dve rézne polohy priamky prechadzaja-
cej bodom P. Porovnajte obsahy trojuholnikov ABP a A’B'P,
ktoré takto vznikni.

2.3.21. Kde bude prieseénik uhloprie¢ok zostrojeného Stvoru-
holnika A’B’C’'D’? Skuste popisat, kedy je Stvoruholnik licho-
beznik. Viete to spravit tak, aby popis hovoril nie¢o o priesec-
niku uhlopriecok? V druhej casti potrebujete vzorec pre obsah
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$tvoruholnika. Hladajte taky, ktory vyuziva ¢o najmenej jeho
prvkov.

2.4.1. Dvojice rovnobeZnych stran rovnobeznika ABC D urcuja
mnoho dvojic podobnych trojuholnikov. Vyuzivajte ich pri vy-
poctoch. Pred samotnou realiziciou vypoctov si spravte pldn.

2.4.2. Je tam kopa podobnych pravouhlych trojuholnikov, staci
v nich cielavedomo vyuzivat goniometrické funkcie. Nezabud-
nite, najprv pldn, az potom samotny vypocet; ak budeme poci-
tat hlava-nehlava, mozeme sa v tom stratif a dospief inam, nez
sme chceli.

2.4.3. Vzajomné poloha kruZnic opisanych trojuholnikom ABC
a ADE je dost vSeobecnd, pravdepodobne maji dva priese¢niky
a nemozeme sa spolahnif na to, Ze by sa dotykali. Dokresle-
nie stredov tychto kruznic preto situaciu skér skomplikuje bez
vyraznejSej pomoci; nateraz sa mu radsej vyhneme. Polomer
kruZnice opisanej trojuholniku sa d4 vypocitat podla rdznych
vzorcov, napr. R = abc/(45) = a/(2sin «). Vidime, ze potrebu-
jeme vedief viac o dlzkach stran trojuholnika ADFE:; dlzka ktorej
strany sa pocita najlahsie?

2.4.4. Zapiste dokazované tvrdenie pomocou pomerov. Prevedte
tieto pomery na iné; vyuzivajte, Ze rovnobeznik méa protilahlé
strany rovnako dlhé aj rovnobezné. Predpoklady zo zadania ho-
voria o vzdialenostiach pozdiz tsecky AC, preto sa snazte ¢o
najviac vyuzivat pomery pozdlz tejto tsecky.

2.4.5. Vo vyraze v zadani vystupuje hodnota b + ¢, nikde vSak
taka dlhia Gsecku neméme. Dopliime si ju do obrazka (kde sa to
hodi?). Vztah v zadani po vhodnom prepisani hovori o podob-
nosti dvoch trojuholnikov.

2.4.6. Vzdialenost bodu od priamky je vlastne vyska vo vhod-
nom trojuholniku. Dokazované tvrdenie preto vyzerd tak, ze
chceme vediet, ¢i isty pomer obsahov je rovny pomeru nejakych
dlzok. Vieme previest predpoklad o rovnosti uhlov na nejaké
pomery vzdialenosti alebo obsahov?

2.4.7. 7 predpokladu o rovnosti uhlov vidime isti podobnost
trojuholnikov, ¢o sa d4 vyjadrif pomocou pomerov vzdialenosti.



165

Takisto vieme pomocou pomerov vyjadrit aj dokazované tvrde-
nie.

2.4.8. Velkost pomeru AN : ND vieme vypoditat z vhodne
pouzitej Menelaovej vety pre trojuholnik ABD. Presktimajte,
¢i tvrdenie plati aj pre trojuholniky s ostrym uhlom pri vrchole

C.

2.4.9. Ked vidime priamku PQ pretinajicu trojuholnik ABC,
hned ndm napadne Menelaova veta. Najprv odpovieme na dve
otdzky: ¢o mame dokdzat? A aké predpoklady treba v dokaze
vyuzit? Vyjadrite velkosti pomerov QA : QC a PA : PB tak,
aby ste vyuzili predpoklad zo zadania.

2.4.10. V a) vyuzite trojuholnik BC'A’. Ked chceme zostrojit
trojuholnik ABC z trojuholnika A’ B’C’, bolo by vhodné poznat
pomer, v ktorom priamka B’B deli protilahlt stranu. Pomery
dizok susednych tseciek sa dobre vyjadrujt cez pomery obsahov.

2.4.11. Oznacme X priesecnik rovnobezky s priamkou KD cez
bod B. Vhodnym vypoc¢tom s vyuzitim pomerov dokazte, ze
XC a AK st rovnobezky.

2.4.12. Narysujte si aspon dva rozne obrazky situacie zo za-
dania. Vsetky uhly trojuholnika ABC' sa daju vyjadrit pomo-
cou jedného z jeho vnutornych uhlov. Daju sa takto vyjadrif
aj uhly trojuholnika APB? Na zaklade narysovanych obrazkov
si vytvorte hypotézu; pokuste sa ju sformulovat tak, aby z nej
vyplyvalo dokazované tvrdenie. Nebojte sa pri jej dokaze pouzif
vypocet.

2.5.1. Ukézte, ze PQRS je rovnobeznik (vyuzite pomocny ele-
ment — ak chceme ukézat, Ze dve tsecky st rovnobezné, staci
najst tretiu, ktord je evidentne rovnobeznd s obomi povodnymi).
Co este potrebujeme ukazaf, aby sme si boli isti, Ze PQRS je
Stvorec?

2.5.2. Oznacme stredy zostrojenych Stvorcov postupne K, L,
M, N (K je stred $tvorca so stranou AB). Situicia je zjavne
symetricka; trojuholniky AKB a CM D st zhodné, preto exis-
tuje zhodné zobrazenie, ktoré zobrazi jeden na druhy. Co vieme
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z vlastnosti tohto zobrazenia povedat o stredoch tseciek AC a
KM? Co z toho vyplyva pre stvoruholnik KLMN?

2.5.3. Co chceme dokdzat? Ze stlet troch tseciek je rovnaky,
ako dlzka inej. Kde sme to uz videli? Napr. na zaciatku kapitoly
2.5.1; pokiisime sa naukladat tie tri tisecky pozdlz jednej tsecky,
najlepsie tej, s ktorej dizkou ich porovnavame.

2.5.4. D4 sa lahko odpozorovat, ze body B, C, D lezia na
priamke. Dokazte to.

2.5.5. Dokazte, ze body N, K, M lezia na priamke. Vyjadrite
pomer polomerov kruznic pomocou pomerov dlzok injch tse-
¢iek v obrazku. Zvéazte vhodné vyuzitie uhlov; v kruzniciach sa
pocitaju Tahko. Rovnobezky ulahéuji poéitanie pomerov, mate
na obrazku nejaké? Najdite k trojuholniku BM K podobny tro-
juholnik, ktorého opisant kruznicu poznate a viete jej polomer
vypocditat pomocou polomerov dvoch zadanych kruznic.

2.6.1. Klasicky trik pre pracu s taznicami spoc¢iva v zobrazeni
trojuholnika v stredovej stimernosti so stredom v strede jeho
strany.

2.6.2. Pouzite podobny trik ako v predoslej tilohe; opéf tu mame
stredy useciek, tentoraz ramien lichobeznika.

2.6.3. Skuste vypustif niektory z predpokladov. Ako vyzera
mnozina kruznic, ktoré sa dotykaji priamky p a maja polomer
r? Co maji spolo¢né?

2.6.4. Vyuzijeme myslienku grafického séitania dlzok tseciek:
tsecky s dlzkami AD, DB a AB treba vo vhodnom poradi
umiestnif pozdlz strany AC.

2.6.5. Dobre si vsimnite cifernik hodin, nakreslite si don pra-
videlny trojuholnik, $tvoruholnik, Sestuholnik. Skiste zostrojit
pravidelny 48-uholnik.

2.6.6. Vyuzijeme pristup, s ktorym sa da niekedy stretnaf pod
nazvom ,hladiny funkcie“. V nasom pripade vieme kazdy bod
uhla AV B ohodnotif jednym realnym ¢islom, ktoré udéva sa-
det jeho vzdialenosti od ramien uhla. Hladdme bod na kruZnici,
pre ktory je toto ¢islo minimalne. NevSimajme si teraz kruz-
nicu (mohli by sme tlohu rovnako dobre riesit trebars pre dany



167

trojuholnik miesto kruznice); ststredme sa len na éislo prira-
dené bodom uhla AV B. Ako vyzera mnozina bodov, pre ktoré
je toto c¢islo rovné danej hodnote? Napriklad pre ktoré body je
to presne 77

2.6.7. V kapitole o pocitani uhlov sme sa stretli s dvomi zauji-
mavymi vlastnostami priese¢nika vySok: jeho obraz v stredovej
sumernosti podla stredu strany aj v osovej simernosti podla Tu-
bovolnej strany trojuholnika leZia na opisanej kruznici. Ozna¢me
X, Y prieseéniky osi uhlov MKL a KLM s protilahlymi stra-
nami. Nech 2«, 23, 27 st vnatorné uhly pri vrcholoch K, L,
M (v tomto poradi). Vyjadrite ¢o najjednoduch$im vyrazom
velkost uhla Y'SX. Co to hovori pre polohu bodu M?

2.6.8. Venujte sa najprv situécii, ked bod A lezi mimo kruhu
urc¢eného kruznicou k. Najdite konstrukciu bodu B, ak mozete
vyuzivat aj pravitko. Co vam pripomina vztah |SA|-|SB| = r2?

2.7.1. Kazdy mnohosten mé aspoii Styri vrcholy. MoZe mat nas
mnohosten Styri vrcholy? A ¢o pét, Sest, ... 7

2.7.2. Usecky MN a BC st rovnobezné. Je mozné vypodcitat
dizku tse¢iek KL, LN, KM, MN, ale sktste sa zlozitym vy-
poc¢tom vyhnut.

2.7.3. Cestu pavika vieme sledovat na plasti pyramidy nakres-
lenom v rovine.

2.7.4. Najprv si dobre premyslite, ¢o je to pravidelny osemsten.
Aké mé symetrie? Postupujte systematicky. P1ast sa sklada z 8
rovnostrannych trojuholnikov.

2.7.5. Skuste tento valec pokryt dvomi, tromi, §tyrmi gulami.
Na dokaz minimality treba ukézaf, Ze isty pocet gul nestadi:
viete ukazat, Ze jedna gula je mélo? A mozu stacit dve? Vyska-
Sajte si tlohu v rovine: miesto gl madme kruhy a miesto valca
obdlznik.

2.7.6. Vyrieste tlohu najprv v rovine Ko M19511-

2.7.7. Zistite viac o usecke OH.

2.8.1. Prepiste dokazované nerovnosti tak, aby ste ¢o najviac
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vyuzili dlzky stran trojuholnika ABC. Méame dokézat ostré ne-
rovnosti; poznate nejaki ostrii geometricki nerovnost?

2.8.2. Kde lezi bod P? Co viete povedat o trojuholniku AQB?
Viete ndjst utvar, ku ktorému maji nejaky rozumny vztah ob-
sahy trojuholnikov ABC' i PQR?

2.8.3. Hladajte dvojice podobnych & zhodnych trojuholnikov;
viete dokazované tvrdenie sformulovat ako désledok zhodnosti
dvoch trojuholnikov?

2.8.4. Vyrieste tlohu pre malé hodnoty n. Pouzité metédy by
sa mohli dat vyuZzit aj vo vSeobecnom pripade.

2.8.5. Vsimnite si, ze bod H nemdZe lezat vnitri trojuholnika
Ay, By, C1. Zvéazte, akym spésobom popisat, Ze Styri body lezia
na jednej kruznici: dvojica protilahlych uhlov, dva rovnaké uhly,
trojice bodov uréuju kruznice so zhodnym polomerom, v Ptole-
maiovej nerovnosti nastava rovnost, ...

2.8.6. Spolo¢ny priese¢nik T troch priamok spominanych v za-
dani lezi na kruznici opisanej trojuholniku ABC'

2.8.7. Predstavte si, ako asi t4 cestna sief moze vyzerat. Sklada
sa z niekolkych tseciek a krizovatiek. Pokuste sa jednotlivé tiseky
vhodnym zobrazenim presunut tak, aby tvorili loment ¢iaru.

2.8.8. Pri oboch dékazoch vyjadrite predpoklady a dokazované
tvrdenie v ,spolo¢nej reéi“, napriklad pomocou pomerov, vel-
kosti uhlov ¢i vektorov.

2.8.9. Pohladajte vhodna formuldciu dokazovaného tvrdenia
napriklad pomocou vztahov medzi uhlami. MéZete najst viac
roznych formulécii, vyberte si td, ktord sa vam zda najjedno-
duchsia. Skuste to so stredmi danych kruznic i bez nich. Viete
najst nejakt dvojicu podobnych trojuholnikov?

2.8.10. N4jdite alebo odvodte si zdkladné veci o pripisanych
kruzniciach (zaujimavé dizky tsekov pozdlz dotyénic, rovno-
lahlost s vpisanou kruznicou, velkost polomeru ...). Vyjadrite
dizku tsecky AQ pomocou dlzky ADs a dizok stran trojuholnika
ABC.

2.8.11. N4jdite k dokazovanému tvrdeniu Cosi ekvivalentné, ale
jednoduchsie. D4 sa napriklad néjst formuldcia cez uhly, ktora
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uvazuje len o uhloch v kruznici k; zbavili by sme sa tak kruz-
nice k' a situdcia by bola jednoduchsia. Zvolte uhly, ktoré jed-
noznacne urcuju situdciu. Narysujte si presny obrazok a skiste
uhadnut nejaké vzfahy. Viete nejako vyuzit rovnolahlost dvoch
danych kruznic?

2.8.12. Kazdému stvorstenu sa d4 opisat rovnobeznosten. Mo-
7ete uvazovat o kolmom priemete hrany C'D do roviny, ktor4 je
rovnobeznd s C'D a lezi v nej AB. Iny pristup je volba vhodnej
suradnicovej sustavy a vypocet.

2.8.13. Nebojte sa pocitat. Hoci aj cez stiradnice. Prevedte pod-
mienku kolmosti AD a OI na ekvivalentny vzfah pre dlzky stran
trojuholnika ABC.

2.8.14. Stredy stran ¢asto umoziiuji pouzit stredovi stimer-
nost. Ozna¢me postupne A’ a C’ obrazy bodov C a A v stre-
dovych stmernostiach so stredmi v L a M (v tomto poradi).
Pohladajte dvojice rovnobeziek, rovnakych uhlov, podobnjych
trojuholnikov. Co méme dokézat? Najdite vhodnt ekvivalentni
formuléaciu.

2.8.15. Nech Oq,0s, ..., Og st stredy kruznic opisanych troju-
holnikom BFT, BDT, ..., AFT. Uhly sa poc¢itaju zle. Radsej
preformulujte dokazované tvrdenie (pre vhodnu Stvoricu bodov)
cez mocnost bodu ku kruznici. Sktste néjst dvojice podobnych
trojuholnikov.

2.8.16. Ani sa k tomu neda nakreslit dobry obrazok. VyuZite,
7e skoro vSetko prechadza bodom O a zobrazte situaciu kruzni-
covou inverziou.

3.0.17. Zadanie tlohy je mozné preformulovat takto: 50 vrcho-
lov pravidelného 100-uholnika zafarbime na modro, ostatné na
¢erveno. Dokazte, ze pocet pravouhlych trojuholnikov, ktorych
vsetky tri vrcholy st Cervené, je rovnaky, ako pocet pravouhlych
trojuholnikov, ktorych vrcholy st modré. Keby sme si mohli
zvolit hocijaké zafarbenie bodov, aké by to bolo, aby sme hned
vedeli povedat, Ze tie poéty trojuholnikov sa rovnaja?

3.1.1. Najkrajsie by to bolo, keby mali vSetci Cervené ¢iapky,
ze? Vtedy by sme hned vedeli povedat, ¢o povie kazdy z nich. Co
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by hovorili jednotlivi trpaslici, keby mali dohromady na hlavach
4 Cervené a jednu modru ¢iapku?

3.1.2. Najprv, kedze sa nés pytaji na pocet pravdivych tvr-
deni — a v obdlzniku sa hovori o nepravdivych — sktsme si
tvrdenia prepisat tak, aby hovorili o poéte pravdivych (kolko je
v obdlzniku tvrdeni?).

3.1.3. Najviac sa v pribehu to¢i meno Zafir. Skiisme teda zacat
nim a rozmenme si na drobné, ¢o by sa stalo, keby bol pravdo-
vravny a keby klamal.

3.1.4. Zamyslime sa nad tym, ¢i moze existovat klamar, ktory
povie: ,,Som klaméar.“

3.1.5. Kazdy z duchov A, B, C je dobry alebo zly. Co vietko
vieme vyvodit z toho, Ze napriklad A by bol dobry? Postupne
rozoberme aj ostatnych duchov. Uzito¢né je napisat si aj negécie
vyrokov jednotlivych duchov, t.j. ¢o je pravda, aby by ich vyroky
boli nepravdivé?

3.1.6. Mozu byt vsetci klamari? Sktsajme si chvilu kreslit po-
stupne ,,zasadaci poriadok® klamarov a pravdovravnych Studen-
tov.

3.2.1. Vyberme si jedno (Tubovolné) velkomesto. Co vieme po-
vedat o piatich linkach, ktoré z neho vedu? Skiste si situdciu
nakreslit.

3.2.2. Skuste ¢o najlepsie popisat také dvojice mrezovych bo-
dov, ktorych stredy spojnic st tiez mreZové body. Velmi vadm
modZe pomoct zavedenie sturadnic.

3.2.3. Informécia, ze ide o devituholnik je zbytocne mética.
Predstavte si, ze mate v rovine len (g) = 36 priamok a mate
dokézat, ze nejaké dve z nich st rovnobezné, alebo zvieraju uhol

mensi nez 7 stupnov.

3.2.4. Ak4 najvicsia (v absolitnej hodnote) moze byt diferen-
cia 41-¢lennej aritmetickej postupnosti trpasli¢ich &isel? Cislo
41 je prvodéislo a moéze zohrat kltudovi rolu. Je pravda, ze kazda



171

41-¢lennd aritmetickd postupnost trpasli¢ich ¢isel obsahuje ¢islo
delitené 417

3.2.5. Ak by sme mali dokazaf len to, Ze existuji dva obdlzniky
A, B také, ze A sa zmesti do B, bolo by to jednoduchsie, no nie?
Skuste si najprv tato zjednodusenu verziu.

3.2.6. Rozumnym tipovanim skuste ndjst priklad atvaru, pre
ktory je pocet vystrihnutych képii minimalny (tento pocet ozna-
¢ime m). Ked si myslite, Ze ho méte, sta¢i ukdzat uz len dve veci:

1. Naozaj nevieme vystrihnat viac nez m képii vasho ttvaru.
2. 7 Tubovolného ttvaru, ktory si Foto vymysli, vie Ruza vy-
strihnat aspon m képii.

3.2.7. Asi ste prisli na to, Ze pre n < 7 je tloha jednoduché. Ako
si poradime s pripadom n > 7? Povedzme, ze ak uditel ovlada
nejaky jazyk, tak mé z neho certifikat. Na katedre cudzich ja-
zykov je teda aspoii 500n certifikdtov z 2n réznych jazykov. Co
z tejto informécie vieme ziskat pomocou DP?

3.2.8. Akt najvicsiu hodnotu moéze mat niektord z minci? Aké
je minimalne mnozZstvo jednotoliarovych minci?

3.2.9. Najprv si uvedomte, ze m,n > 2. Skiste pouzit indukciu.

3.2.10. Tato tloha si vyzaduje naozaj dost ¢asu a skiimania.
Predstavte si, ze sme nasli to spravne n, po ktorom patrame.
Sprévne rieSenie by malo obsahovat nasledovné Gvahy:

1. Postup, ako v pripade, Ze za stolom sedi najviac n hlapych
Tudi, n4jst pomocou ich odpovedi aspon jedného, ktory je
istotne mudry.

2. Ukéazat, ze ak 30 > m > n a okolo stola sedi m hlapych
a 30 — m mudrych, tak existuje takd sada odpovedi, ze
si o ziadnom z pritomnych Tudi nemoézeme byt isti, éi je
mudry alebo hlapy.

Prva Cast je zatial prilis zlozitd, preto sa sktiste pohrat s tou dru-
hou. Skuste si vybrat nejaké dost velké m (napr. 25,20, 15,...) a
vysktsat, ¢i neviete najst rozne rozsadenia m hlipych a 30 —m
mudrych ludi, pri ktorych by vSetky odpovede mohli byt Gplne



172 PRVE NAVODY K RIESENIAM

rovnaké. Oznacme si tie rozsadenia Ry, Ro, ..., R,. Ak by sa
nam ich podarilo vybrat tak, ze pre kazda stolicku za stolom
by existovalo rozsadenie R;, v ktorom na vybranej stolicke sedi
hlapy ¢lovek, tak sme tuspesne odhadli n.! To by totiZ zname-
nalo, Ze hladané n je uréite mensie nez nase testovacie m. (Pre-
myslite si.)

3.2.11. V mnozine M = {1,2,...,100} sa nachéddza prave 25
prvocisel, ¢o vobec nevyzera na nahodu. Spominané prvocisla
oznaéme pi, P2, ..., p2s. Kazdé ¢islo z mnoziny M vieme vy-
jadrif v tvare

ay ,.a2 a5
P1 P2” P25 s
kde aq, as, ..., ass st nezaporné celé ¢isla. Existuje viacero ciest,
ako tento priklad dokoncit, v druhej rade vdm jednu naértneme.
Skiiste sa s tym v8ak pohraf sami.

3.2.12. Postupujme od najlah$ej moznosti, t.j. ze n = 2. Kolko
najviac moze byt takych slov nad k-prvkovou abecedou?

3.2.13. Vieme preklapat mnohouholnik P okolo jeho vrchola
A; tak, aby sme pokryli vSetky body kruhu s dostato¢ne malym
polomerom a stredom v bode A;? Vieme vzdy vratit mnoho-
uholnik P do pdvodnej pozicie? Vieme pokryt péas dostatoéne
malej hrabky okolo obvodu P?

3.2.14. Toto je znovu Specidlny pripad tlohy pre n = 100. Tvr-
denie dokonca plati aj pre 199 ¢isel. Priama aplikdcia matema-
tickej indukcie tu ale nefunguje.

3.3.1. Vsimajte si rozdiely poctov chameleénov dvoch réznych
farieb. Ako sa vyvijaju?

3.3.2. Vyskusajte si skdkat jednym kortiom po Sachovnici, stéale
na policko, na ktorom este kon nestal.

3.3.3. Skusanim a hranim sa s tilohou skuste pre niektoré triedy

INapriklad ak by okolo stola sedeli len traja Iudia a sksili by sme m = 2,
mohli by byt rozsadeni ako M HH ale aj HM H (M — mudry, H — hlapy)
a v oboch pripadoch by sme mohli dostat rovnaké odpovede (vSetci by
povedali, ze ich sused je hlupy). Naviac, kedze podla odpovedi nevieme
rozlisit pripady MHH a HM H, tak nevieme s istotou povedat, kde sedi
mudry c¢lovek.
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n ukazat, Ze to naozaj ide. Malo by sa vam to podarif pre vSetky
n okrem tych, ¢o su tvaru 4k + 1.

3.3.4. Fakt, ze hra vzdy skondi, mozno ukézat rozne. D4 sa
pouzit matematickd indukcia, ale aj Sikovne vyuzit dvojkova
stustava. Na zistenie vitaza vopred sa stac¢i zamyslief nad jednou
$pecidlnou mincou, nad ktorou?

3.3.5. Staci uvazovat pocty kamienkov v polickach modulo 3.
Ako je mozné zmenif hodnotu iba v jednom policku na hlavnej
diagondle zadanej tabulky?

3.3.6. Ocislujme si riadky a stipce smerom od poéiatoénej po-
zicie delfina a skiisme najst, ¢o maju jeho tri mozné pohyby
spolo¢né.

3.3.7. Vsimajte si obvod utvaru, ktory vznikne vyfarbenim tych
polic¢ok, na ktorych lezia puky.

3.3.8. Vsimnime si, ako sa meni celkovy pocet zemiakov v rade
vriec. Prva operacia znizuje celkovy pocet zemiakov, preto ju
nemoézeme pouzivat do nekone¢na. Ak by sme teda mohli po-
uzivat operacie do nekonec¢na, museli by sme byt schopni robif
po istom case uz iba druha operaciu.

3.4.1. Stadi zistit pocet dvojic policok, ktoré nesusedia hranou.

3.4.2. Zoberme si jeden vrchol n-uholnika, a spoditajme, kolko
zékladni mozeme vybrat, aby bol trojuholnik rovnoramenny.

3.4.3. Pocet farieb pre obrus n x n ozna¢me F(n). Vypoditajme
si F(1), F(2), F(3), ...

3.4.4. Skisme zacat mensimi sumami; sumu 4 LILILILI ne-
mame ako zaplatif, iba Styrmi mincami LILILILI, sumu 1 LILILI
= 10 LILILILI méZeme zaplatif dvoma spdsobmi, ...kolkymi
sposobmi vieme zaplatif sumu 2,3,...,10 LILILI?

3.4.5. Najprv si vyskdsajme tlohu pre mensie rozmery steny
40 x 40 alebo 30 x 30 cm. Za¢nime dlazdic¢kovat z rohu prvy
riadok. Kolko médme moznosti vydlazdickovania pre jeden riadok
alebo stipec?

3.4.6. Kazdy kvader v kocke je jednoznacne urceny svojimi
dvomi protilahlymi vrcholmi. Skuste si tlohu vyriesit v menej



174 PRVE NAVODY K RIESENIAM

rozmeroch: Méame n réznych bodov na éiselnej osi, kolko roz-
nych uzavretych intervalov uréuju? A kolko pravouholnikov sa
da néjst na Sachovnici 8 x 8?

3.4.7. V stcine nas zaujimaju iba parne cisla.

3.4.8. Aké je kritérium delitelnosti deviatimi?

3.4.9. Bud st obe ¢isla parne alebo obe nepérne.

3.4.10. Skuste uchopit priklad za pomoci sipok hore a doprava.

3.4.11. a) Vyuzite len ¢isla 1 a 270. b) Najprv si vyskasajme
tlohu pre 10 namiesto 270.

3.4.12. Ak si nadSenec donekonecéna rozoberajucich rieSeni, po-
zri si vzorak na stranke KMS. V opa¢nom pripade skiis najprv
vylucit moznost, Ze dvaja vedla seba sediaci priatelia si po na-
vrate sadni na miesto o 1 doprava (dolava). Na ostatné moznosti
hladajte rekurzivny predpis.

3.4.13. Aké st mozné hodnoty pre a,, a a,—1?7 Vieme pri poci-
tani s, vyuzit prechadzajtice s,,_1, Sn_2, ... 7

3.5.1. Pohrajme sa s tlohou mensich rozmerov. Aka je zakoni-
tost vyhry a prehry, ked uz je v riadku iba malo voInych hviez-
diciek?

3.5.2. Sktsme postupovat od konca, v akej pozicii (vyhravajacej
alebo prehrévajucej) je hra¢, ak ma pred sebou 0, 1, 2, 3, 4 karty?

3.5.3. Tato uloha je plna otazok, ktoré si postupne vieme zod-
povedat iba tak, Ze sa s tilohou budeme ,hrat“: Vieme na tabulu
napisat nulu? Aké rozne ¢isla vieme napisat pre cast a)? Kolko
najviac ¢isel vieme napisat?

3.5.4. Pred aké ¢islo by sme museli byt postaveni, aby sme
vedeli, ze hned vyhrdme?

3.5.5. Staci uvazovat iba moznosti, Ze nemame na plechoch rov-
naky podet kolacikov. Preco? Pohladajme nejaké moznosti pre
poc¢ty kolacikov na plechoch, pri ktorych hned vieme, ze Peto
(Gasom) vyhré.

3.5.6. Zjednodusme si tilohu na stvorec namiesto kocky. Co tvo-
ria kocky s rovnakym sic¢tom saradnic?

3.5.7. Spocitajme pocet otoc¢eni minci (kolkokrat mozeme otocit
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jednou mincou). Uvedomme si, Ze z dvojice hranou susediacich
minci pri kazdom otoceni jednu zoberieme.

3.5.8. Zamyslime sa na chvilku, akd by to bola jednoduché
uloha, keby v tlohe vystupoval stvorec namiesto kocky a iba
dvaja pavici na muchu... Potom sa (s patri¢ne zdvihnutym se-
bavedomim) vratme k povodnej tlohe a skisme aplikovat, ¢o
sme sa naucili. Je mozné nejako pritla¢it muchu ku stene?

3.6.1. Zjednodusme si ulohu tym, ze kazdy méa prave jedného
kamarata a zaCnime tym, Ze by sa vSetci zii¢astnili volejbalového
turnaja.

3.6.2. Preformulujte si ilohu pomocou pojmov z tedrie grafov.
Co treba dokazat?

3.6.3. Vezmime si ¢loveka, ktory nie je bojazlivy. Co viete po-
vedat o pocte znamych bojazlivého c¢loveka, ktory ho poznd?
Spocitajte pocet zndmosti v spolo¢nosti, v ktorej su vsetci bo-
jazlivi.

3.6.4. Predpokladajte, ze sa siet rozpadla na niekolko casti.
Kolko ich moze byt? Vezmite si niektort ¢ast a v8imnite si cel-
kovy pocet liniek, ktoré v tejto casti do letisk jednej zo spo-
lo¢nosti prichddzaju z letisk ostatnjch spolo¢nosti. Co viete
o tychto troch poctoch povedat?

3.6.5. Dokazte, ze v hocijakom takomto turnaji vzdy aspon je-
den hra¢ dostane cenu. Vsimnite si mnozinu hracov, ktori pora-
zili jediného oceneného hraca v turnaji.

3.6.6. Uvedomte si, Ze stéet vSetkych hodndt S(A) pre jednot-
livé mesta A je rovny suc¢tu priamych liniek a liniek s jednym
medzipristatim.

3.6.7. Majme m stipcov a n riadkov. Pozerajte sa na body ako
vrcholy grafu a na spojnice medzi nimi ako na hrany.

3.6.8. a) Pouzite vela, vela kamienkov. b) Modelujte situaciu
grafom. Kazdy vrchol zafarbime vSetkymi tymi farbami, ktoré
ma zodpovedajici domorodec v ndhrdelniku. Aj hrany budeme
farbif, kazdd hranu zafarbime vSetkymi tymi farbami, ktoré
maju spolo¢né jej koncové vrcholy. VSimnite si, ze chceme, aby
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kazda hrana mala aspon jednu farbu. Vytvorte si hypotézu o mi-
nimalnom moZnom pocte farieb.

3.6.9. ALy je stcet S ¢isel v jednom stipci? Vsimnite si, kolko
sipok vchadza do daného stipca a kolko ich vychéadza.

3.6.10. Vezmime si vrchol v, ktory lezi na jednej z najkratsich
okruznych ciest. Prehladajme z tohto vrchola graf do Sirky, do-
staneme kostru. Ak4 je vyska tohto stromu (kolko mé poschodi)?
Zvéazte, ako mozu byt vrcholy v kostre prepojené hranami, ktoré
do tejto kostry nepatria.

3.6.11. Zostrojte graf, ktorého vrcholy st biele stvorceky, ktoré
susedia s aspon jednym Ciernym a hrany medzi nimi vyjadruja
vztah ,tieto dva $tvordéeky maji roznu farbu“. NavySe chcete,
aby zafarbenie vrcholov grafu (8tvorcekov) zodpovedalo pod-
mienke zo zadania.

3.6.12. Spravna odpoved pre n klebetnic je 2n — 4. Popiste
prislusné telefonaty.

3.7.1. Moznosti a) a c¢) su okrajové, tak mozno na ne rychlo naj-
deme odpoved. Ak by bola odpoved na ¢ast a) ,,4no“, ovplyvnilo
by to ostatné moznosti? Staéi chvilu sktsat a zistime, ze 13 je
dost mélo a 15 by uz mohlo stadit.

3.7.2. Zaujimavou v tomto priklade nie je otézka, kolko je moz-
nych dvojic spevakov, ale to, ako tento vysledok stuvisi so Stvo-
ricami v zadani.

3.7.3. Skiisme dokaz sporom a poratajme kombinécie 14-tic ja-
zykov.

3.7.4. Cisla a1, as, . . ., agy, si mézeme usporiadat napr. ako 1 <
a1 < ag < -+ < ag, < n?. Kolko je moznosti ako vybraf rozdiel
dvoch ¢&isel a; —a; pre 1 < ¢ < j < 2n?

4.1.1. Poznéte kritérium delitelnosti 6smimi? Je podobné, ako
pri delitelnosti $tyrmi.

4.1.2. D4 sa kupit a presne zaplatit na Slovensku nieco, ¢o stoji
tretinu centu? Preco? Najprv zistite, ¢o sa d4 kupit na Deimose.
Vytvorte si hypotézu a dokazte ju.

4.1.3. Najprv vyrieste jednoduchsiu podobnti ulohu: co ak st
éisla a, b nestdelitelné? Budi sa dat uvedené zlomky kratit neja-
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kym prvocislom? Vieme vyuzit metodu z jednoduchsej wilohy pri
riesent povodnej?

4.1.4. Vezmite si zopar po sebe iducich ¢isel. O ktorych z nich
viete zarudene povedat, Zze to nie st prvocisla? Skuste najst vse-
obecny argument napr. pre lubovolnych desat po sebe iducich
éisel. Najviac kolko z nich mézu byt prvocisla?

4.2.1. Jednou z moznosti je rozobrat $tyri moznosti (lebo mame
dve moznosti pre paritu kazdého z ¢isel p a q).

4.2.2. Vyskusajte to na malych ¢islach. Cislo n, ktoré dava po
deleni ¢éislom 3 zvySok z, vieme napisat v tvare n = 3k + z pre
vhodné celé ¢islo k.

4.2.3. Zadana rovnica mé v redlnych ¢islach nekonecne vela rie-
Seni. Daju sa popisat napriklad takto: zvolim Iubovolné &islo y
a k nemu dordtam x = /by + 27. Problém pri rieSeni v priro-
dzenych ¢islach je v tom, Ze moZno z nebude celé ¢islo, aj ked
y bolo celé ¢islo. Viete rozhodntt, ¢i niekedy moze byt z celé
¢islo? Skuste to naopak: vyjadrite y pomocou .

4.2.4. Upravte vyraz tak, aby ste dostali jeden zlomok. Kedy je
to celé ¢islo? Vyuzite prvoéiselny rozklad menovatela.

4.2.5. Aké vSeobecné kritérid umoziiuju o éisle/vyraze povedat,
Ze to nie je Stvorec?

4.2.6. Cisla 2" — 1 a 2" + 1 st dve po sebe idtce neparne éisla.
Vypiste si asponi Sest takychto dvojic (pre n = 2,3,4...) a
sktimajte, ktoré dvojice vyhovuji a ktoré nie. Viete néjst nejaké
spolofné kritérium, ktoré umozni vylucit vSetky nevyhovujice
dvojice?

4.2.7. Rozoberte $tyri moznosti pre paritu m a n. Najdite nejaké
kritérium popisujuce, kedy sa ¢islo ned4d napisat ako stacet dvoch
Stvorcov. VyuZite zvySky po deleni vhodnym ¢islom.

4.3.1. VyuZite vzorec pre pocet delitelov uvedeny na zaciatku
kapitoly.

4.3.2. Ak je sti¢in dvoch ¢isel mocninou nejakého prvodisla, obe
éisla v tomto sudine musia byt tiez mocninami tohto prvocisla.
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Zddévodnite a vyuzite.

4.3.3. Vytvorte z toho rovnicu s dvomi celo¢iselnymi premen-
nymi.

4.3.4. Poznéte alebo viete vymysliet jednoduchsiu tlohu, ktord
sa podoba zadanej? Metdda pouzitd pri jej rieseni moze byt
vhodnd aj na riesenie tejto.

4.3.5. Z niektorej rovnice vyjadrite jednu z premennych a do-
sadte do druhej rovnice. Spravte to tak, aby upravy boli ¢o
najjednoduchsie.

4.3.6. Konstanty 2 a 3 s podstatné (vo vSeobecnosti by s rov-
nicou ozaj nebolo ¢o robit, skiste si nahradit ich premennymi).
Preto ich treba vyuzit; skimajte zvysky po deleni vhodnymi
Cislami.

4.3.7. Ak neviete vyriesit ¢ast a), pozrite si nidzov kapitoly a
predchadzajtce ulohy. Kym neviete vyriesit a), nerieste b). Da
sa nie¢o rozlozit na sa¢in? Na pravej strane je mocnina dvojky;
¢islo 2 je podstatné. Aké mame moznosti pre paritu ¢isel z, y,
n?

4.4.1. Akou dislicou méze konéit prvoéislo? Vypiste si vsetky
dvojciferné prvocisla po skupindch podla poslednej éislice.

4.4.2. Premyslite si, kedy méa vysledok delenia len koneény po-
éet nenulovych éislic. Ako vznikéd desatinny zépis periodického
¢isla?

4.4.3. Kedy je ¢islo delitelné dvanastimi? Sformulujte ¢o naj-

jednoduchsie kritérium.

4.4.4. Cislo s ¢islicami a, b, ¢ (zlava) sa da napisat v tvare
100a + 10b + ¢. Aké by boli mozné vysledky Dankinej operacie,
keby ziadne ¢islo nezabudla?

4.4.5. Ak nijdeme horny odhad pre takéto cisla, postaci pre-
sktimat konec¢ne vela moZnosti.

4.4.6. Oznacte si veky starého otca i vnukov a prepiste pred-
poklady zo zadania. Dokazte, ze vek jedného z vnukov deli vek
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starého otca.

4.4.7. Skamajte pociatocné a koncové cifry palindrémov z dvo-
jic.

4.4.8. Co viete povedat o rozdiele dvoch &isel s rovnakym po-
slednym trojcislim?

4.4.9. Medzi ¢islami 167 a 2004 pravdepodobne nie je ziaden
alebo takmer ziaden stvis. VyrieSte tilohu s mensimi ¢islami,
napr. 4 a 6.

4.4.10. Najdite zopar rozkokosenych cisel a sledujte ich Struk-
taru. Co viete povedat o cifernom stéte rozkokoseného ¢&isla?

4.4.11. Obozndmte sa s kritériom delitelnosti jedendstimi pre
Cisla zapisané v desiatkovej stustave.

4.4.12. Chceme dokéazat, ze m po sebe idicich ndsobkov vhod-
ného ¢isla a méa péarne ciferné sucty. Parne ¢islo je dvojnéasobkom
iného ¢isla. Za ¢&islo a moézeme zvolit ¢osi, o mé v desiatkovej
ststave jednoduchy zapis, ku ktorému vieme Tahko popisat de-
siatkovy zapis jeho nasobkov.

4.5.1. Aky mé na§ mnohodélen absolutny ¢len? Sktuste dokazat,
ze CGislo n musi byt delitelné aspon n réznymi celymi éislami.

4.5.2. Cisla P(x) a P(z + k) davaja rovnaky zvysok po deleni
k.

4.5.3. Pripomerite si vzorce, ktoré umoznuju rozkladat dvoj-
¢leny na sucin. Poznéte aj identitu Sophie Germainovej? Vyhla-
dajte si ju.

4.5.4. Zoznamte sa s algoritmom na delenie polynémov.

4.5.5. Vhodne kombinujte vyrazy. Ukéazte, ze xy je racionélne a
dokonca celé ¢islo. Vyuzite vyjadrenia cez symetrické polynémy.

4.6.1. Ozna¢me n pocet mysiek. Pozname zvysky disla n po
deleni Styrmi, piatimi a Siestimi. Skombinujte tieto zvysky do
zvysku po deleni jedinym ¢islom.

4.6.2. Ukazte, ze ak prvocislo p deli 57 — 2P, tak p = 3.

4.6.3. Vyrieste tilohu s delitefom p & p? miesto p3.

4.7.1. Prepiste si z, y, z do tvaru zlomkov v zédkladnom tvare.
Po vhodnej substiticii vidno, ze zadanad rovnica mé nenulové
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rieSenie v racionalnych ¢islach prave vtedy, ak ma nenulové rie-
Senie v celych ¢islach. St konstanty 3 a 9 podstatné?

4.8.1. Ukazte, ze aspon jedno z Cisel a, b, ¢ je ,malé®.

4.8.2. Najprv vyrieste tlohu pre kladné a. Skuste niektori z pre-
mennych a, b, ¢ vyjadrit pomocou ostatnych, alebo vSetky tri
premenné pomocou novych premennych (parametrov). Dbajte
na to, ze vyjadrenia, ktoré najdete, musia popisovat vSetky rie-
Senia, nie iba niektoré.

4.8.3. Vyskusajte si hru na réznych dvojiciach ¢isel, napriklad
10 a 8.

4.8.4. Premenna n v tejto rovnici vlastne nie je potrebnd, iba
hovori, Ze lava strana je celé ¢islo.

4.8.5. Prepiste si podmienku zo zadania do rovnice pre dva
zlomky a/b a ¢/d v zékladnom tvare. Upravte ju; rozlozte na
sucin, ¢o sa da a vyuzite, Ze zlomky boli v zédkladnom tvare.

4.8.6. Pre najviicsieho spolocného delitela prirodzenych &isel a,
b spliiajicich a < b plati vztah (a,b) = (a,b — a). (Je na fiom
zalozeny Euklidov algoritmus.)

4.8.7. Ukézte, ze a | be(b + ¢). Vyplyva z toho, Ze a | a + b+ ¢?

4.8.8. Poznate FEuklidov algoritmus? M4 dve verzie: rychlejsiu
s delenim so zvySkom a pomalsiu s od¢itavanim; teraz upred-
nostnime ti druha. Pouzite ho na dvojice p, g aj 2P — 1, 27 — 1
a sledujte podobnost.

4.8.9. Mame sustavu linedrnej a kvadratickej rovnice s para-
metrom n.

4.8.10. Zd4a sa vam vicsia Tava alebo prava strana rovnice?

4.8.11. Aritmetickd postupnost je takd, ze vSetky ¢leny dévaja
po deleni diferenciou rovnaky zvysok.

4.8.12. Vsimajte si zvysky ¢lenov postupnosti po deleni vhod-
nym malym ¢islom. Keby nasa postupnost mala jednoduché re-
kurentné vyjadrenie, bude postupnost zvyskov po deleni hoci-
jakym ¢islom periodicka. Teraz je vyjadrenie trocha zlozitejsie,
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ale mozno to bude aj tak pravda, ved len akosi skladame dve
rekurentné vyjadrenia dokopy.

4.8.13. a) zadanie nepozaduje, aby nase dve ¢isla boli rozne; b)
najdite pozadované rozdelenie.

4.8.14. Vyjadrite dlzku tisecky SH pomocou ¢&islic z desiatko-
vého zéapisu dlzky AB. Ktoré racionalne ¢isla mozu byt odmoc-
ninou z celého ¢isla?

4.8.15. Nech (1978™ —1)/(1000™ — 1) = k. Dokéite, ze 2™ deli
k—1.

4.8.16. Je potrebny predpoklad nestudelitelnosti m a n? Ukazte,
ze kazdy zo zadanych zlomkov patri do jedného z danych inter-
valov. Potom ukéazte, Ze v jednom intervale nemodzu byt dva
zlomky.

.....

x, y, z stcasne velmi velké? Dalsie nerovnosti je mozné ziskat
z delitelnosti; ak a | b, tak b = 0 alebo a < |b|.

4.8.18. Spoditajte, kolko je priamych ciest (je podstatné, kde
cesta zacina). Potom spodéitajte nepriame cesty s jednym medzi-
pristatim. Toto sa da spravit bez ohladu na to, kolko liniek vy-
chédza z jedného mesta. Vysledné vyjadrenie nemoze byt 10000,
lebo dava nevhodny zvysSok po deleni vhodnym cislom.

4.8.19. Zbavte sa jednej premennej. Akou najvicéSou mocninou
dvojky moze byt delitelné &islo 3% — 1?7 Pre aké = je 3 — 1
delitelné aspon Styrmi ¢i 6smimi?

4.8.20. Prepiste zadanie do podoby sustavy rovnic. Ak chcete
robit tivahy o delitelnosti, je ¢asto uzitocné mat nestdelitelné
premenné; mozno sa bude hodit vhodna substiticia (napr. kvo-
cient spominanej geometrickej postupnosti je racionélne ¢islo,

preto ho vieme napisat ako zlomok v zdkladnom tvare). Do-
kazte, ze 32993 deli a.

4.8.21. Ukézte, ze postupnost b, je periodickd. Dokazte exis-
tenciu podpostupnosti postupnosti (a,, ), ktora obsahuje len ¢isla
delitelné Styrmi.

4.8.22. Rastove ¢isla mozu obsahovat v rozklade len jedno z 25
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prvocisel mensich ako 100. To, ¢o nas zaujima, je parita expo-
nentov jednotlivych prvocisel v rozkladoch.

4.8.23. Dokazte, 7e a, = 4a,_1 — ap_o.

4.8.24. Zadana rovnica je kubickd v x aj v y. Vhodnou sub-
stiticiou vSak vieme dosiahnuf, aby bola kvadratickd. Névod
na najdenie takejto substitiicie: vSimnite si, Ze rozdiely medzi
po sebe idicimi Stvorcami tvoria aritmetick(i postupnost, ¢ize
divajtc sa na to cez polynémy, je to ¢osi linedrne miesto kvad-
ratického. Ako vyzeraju rozdiely medzi po sebe iddcimi tretimi
mocninami?

4.8.25. Mame vela réznych linedrnych kombindcii ¢isel a, b, c;
ak sa pozrieme na zvysky po deleni nejakym malym prvocislom,
azda bude aspon jeden zo zvyskov nasich siedmych ¢isel nulovy,
Cize toto ¢islo bude rovné ndsmu malému prvodislu.

4.8.26. Prepiste vyraz zo zadania tak, aby neobsahoval od-
mocniny; odmocnina z vyrazu musi byt kladné racionélne ¢islo,
z ¢oho dostaneme vhodnt substitticiu (budeme mat o jednu pre-
menni viac).

4.8.27. Ukéazte, ze pre n = 3 neexistuju ziadne ¢isla s pozado-
vanou vlastnostou. Vyrieste tlohu pre n = 5.

4.8.28. Najprv ukazte, ze ak p + ¢ je delitelné tromi, vieme
prirodzené ¢isla vhodne rozdelit. Nech z, z + p, z + ¢ patria do
roznych mnoZin. Kam bude patrit z + 2p a kam z + 2¢?

4.8.29. Ukdazte, ze ak n m4 delitela, ktory nie je delitelny tromi,
tak 4™ + 2™ + 1 m4 netrividlneho delitela. Skiste tohto delitela
uhadnut, potom sa dokaz spravi lahko.

4.8.30. Rovnica by sa riesila lahsie, ak by jednotlivé s¢itance
v tvare r* mali bud rovnaké zéklady, alebo rovnaké exponenty.
Ak chceme skonstruovat len niektoré rieSenia a nezaujimaji nés
vietky, vieme to zabezpecit.

4.8.31. Skusajte rozne volby a a b vyjadrené pomocou rozkladu
n na prvocisla.

4.8.32. Predo prave y'%? Skuste to riesit s y>, alebo 7°. Roz-
lozte daco na st¢in. Potom sa pozrite na sudelitelnost sti¢initelov
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v tom sucine.

4.8.33. Uréte hodnotu f v niekolkych konkrétnych malych &is-
lach. Vytvorte si hypotézu o f. Viete nieCo zistif o hodnote
f(p—1), kde p je prvocislo?

4.8.34. Nuz... tato uloha si vyzaduje trocha pripravy. Viete, aky
je sucet ¢isel v riadku Pascalovho trojuholnika? Thned to vidno
z rozvoja (141)™ podla binomickej vety. A keby sme cheeli séitat
kazdé druhé kombinacné ¢islo? Skuste to nejako z tej binomickej
vety, miesto 1+1 moZete pouZit rozvoj iného podobného vyrazu.
Keby sme chceli kazdé stvrté ¢islo, potrebujeme komplexné ¢isla,
napr. (14 4)". Podobne to vieme spravit pre kazdé tretie ¢islo.
Prepiste stcet zo zadania tak, aby uz neobsahoval sumu, ale
bol linedrnou kombinaciou umocneni vhodnych vyrazov typu
(1 + ¢osi)3™.

4.8.35. Dokéazte, 7e z lubovolnych 2n — 1 ¢isel vieme vybrat n
tak, aby ich stcet bol delitelny ¢islom n. Vedeli by ste z platnosti
tohto tvrdenia pre n odvodif platnost pre 2n?

5.1.1. Nie je.

5.1.2. Nie je.

5.1.3. Zvolte si lubovolnych trindst roznych prirodzenych éisel.
Aky maja sucet?

5.1.4. Oznacte si hmotnost broskyne, slivky i marhule a zapiste

zadané vztahy.

5.1.5. Vsimnite si, aky naskok ziskavaju jedny hodinky oproti
druhym.

5.1.6. Nie je.

5.1.7. Oznacme si 9999 = x a 2005 = y. Prepiste vyrazy zo
zadania.

5.1.8. Zavedte si vhodné oznacenie pre poc¢ty bodov a poéty Stu-
dentov. Malo by byt také, aby sa dal lahko vyjadrit pozadovany
pomer.

5.2.1. V oboch rovniciach je fazké vyjadrif jednu premennt
pomocou druhej, resp. po dosadeni dostaneme rovnicu vysokého
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stuptia. Mozno sa vSak da vyjadrit miesto premennej z oboch
rovnic ten isty (zlozitejsi vyraz). Ak nie, treba ¢osi iné. Aké iné
metédy pouzivame na rieSenie sustav rovnic?

5.2.2. Vyuzite vztahy medzi korefimi a koeficientmi mnoho-
Clena.

5.2.3. Rieste rovnicu osobitne pre kladné a nezaporné hodnoty
x, vtedy netreba pracovat s absolitnou hodnotou. Pre aké p a g
mé rovnica x2 + px + ¢ = 0 dve, jedno, & Ziadne redlne riesenie?

5.2.4. Obozndmte sa s celymi Gastami. Skuste vSetky dvojci-
ferné ¢isla x. O kolko sa mozu 1isit celé ¢asti dvoch éisel, ktorych
rozdiel je jedna polovica? A ak by ten rozdiel bol 27

5.2.5. Rovnica ma isty druh symetrie. Vyuzite to na vhodny
rozklad ¢ohosi na sucin.

5.2.6. Jedna moznost je vyjadrif b z prvej rovnice, d z posled-
nej, dosadit to do zvySnych a rieSenia z toho vytrieskat hrubou
silou. Vyjde z toho sice polyném Siesteho stupria, ale toho sa
nebojime, lebo vieme uhadnut korene. Alebo eSte lepsie, vieme
tato ststavu vyriesit v celjch ¢islach a ziskané rieSenia potom
vyuzit. Iny pristup: vyuzit istd symetriu rovnic a vhodne ich
s¢itavat /odéitavat.

5.2.7. Od¢itajte druhi rovnicu od prvej (tieto dve rovnice maji
isty druh cyklickej symetrie, staci x vymenit za y, y za z a z za
x) a skuste daco zjednodusit ¢i rozlozit na stéin.

5.2.8. Vymyslite si nejaka jednoduchu sustavu kvadratickych
rovnic a vyrieSte ju. Zacnite s dvomi rovnicami, kolko rieseni
moze mat sistava dvoch nanajvys kvadratickych rovnic?

5.2.9. Rozlisujte dva pripady: bud niektord z premennych je
nulové, alebo st vSetky nenulové. Pouzivajte nerovnosti, kazdéa
z rovnic sa da zapisat ako logické spojenie dvoch nerovnosti.

5.3.1. Umocnite pravt stranu a nerovnost upravte.

5.3.2. Z podmienky a? + c? < 4b vidime, Ze b je nezédporné. Na
lavej strane si treba véimnat vyrazy z#, bx? a 1, lebo tieto budi
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nezaporné aj pre zaporné x. Pomocou nich musime ,vyvazit“
vyrazy ax® a cz, ktoré mozu byt zadporné.

5.3.3. a) Dajte vSetko na jednu stranu a rozlozte to na stéin.

5.3.4. Vymyslite rozmiestnenie stebielok s dlzkou menej ako
1/5.

5.3.5. Vsimnite si, Zze ¢im vécéSie n, tym tesnejsia je nerovnost.
Preto sa neda priamo dokazovat matematickou indukciou. Ako
sa tomu d4 pomdct?

5.3.6. Rozdelte nerovnost na tri éasti.

5.3.7. Ukézte, ze nerovnost staci dokazat pre kladné a a zdporné
b a c. Oznacte x = —b, y = —c. Zbavte sa vizby. Mozno sa vam
bude hodit, kedy nastava rovnost, zistite to.

5.3.8. Odstraiite z viizby (rovnosti zo zadania) zlomky. Predpo-
kladajte, ze xyz mé velk(i hodnotu a najdite spor s viizbou.

5.3.9. O funkcii f nevieme nié, preto ju nemdzeme derivovat.
Jediné, ¢o sa da vyuzit, je definicia nerastticej/neklesajicej fun-
kcie. Najdite aspoii jednu funkciu f, ktora spliia predpoklady, a

vSimnite si spravanie f(z) — 22 — .

5.3.10. Skiste tlohu vyriesit pre konkrétne n. Ned4 sa nakres-
lit nejaky obrazok? Skuste to pre n = 2, hladajte geometricka
interpretdciu nerovnosti. Preco sa viacmenej ned4 pouZzit mate-
matickd indukcia?

5.3.11. N4jdite aspon nejaky horny odhad daného vyrazu. Roz-
delte si vyraz na dve ¢asti a hladajte osobitne maximum kazde;j.
Samozrejme, musime to spravit tak, aby sa extrémna hodnota
nadobtuidala v oboch ¢astiach sucasne. Nebojte sa vyuzit aj hrub-
Sie ¢iastkové odhady.

5.3.12. Oznacme d, e, f korene polynému P. Prepiste nerovnost
pomocou Vietovych vztahov a upravte ju tak, aby ¢leny nemali
zaporné znamienka. Korene d, e, f si mozete v pripade potreby
vhodne usporiadat.

5.3.13. Scitajte obe nerovnosti a dokazte, ze dostanete pravdiva
nerovnost.

5.3.14. Cleny na lavej strane majt aspoti v ¢itateli druhtt moc-
ninu. Chceme ich stcet odhadnif zdola, na to sa ¢asto vyuziva
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Cauchyho nerovnost. Ind moznost: skiste nejako upravit ¢leny
na lavej strane, napr. rozdelit ich na dve ¢asti a pod.

5.3.15. Upravte ¢leny na lavej strane, prendsobte ¢itatela aj
menovatela vyrazom 1+a (pre prvy ¢len). Rozdelte potom ¢leny
aj celtl nerovnost na niekolko ¢asti. Najdite dolny odhad vyrazu
a/(1 — a?), ktory je kvadratickou funkciou a. V tomto odhade
musi nastat rovnost vzdy, ked nastdva v povodnej nerovnosti.

5.3.16. Dokazte, ze

2 2
(An> < 2ai+2 <A7, —an> .
n n

5.4.1. Presktimajte diferenciu aritmetickej postupnosti. Co ak
by bola 17 A ¢o 40?7 Alebo 417

5.4.2. Predstavte si, ze miesto mocnin ¢isla 5 je iloha o moc-
ninach ¢isla 10. Cim st tieto mocniny zaujimavé? Majt pekny
zapis v desiatkovej stustave.

5.4.3. Vypiste si poriadne dlhy zaciatok postupnosti a v§imajte
si vyskyty ¢islice 6 spolu s jej najblizsim okolim.

5.4.4. Ukazte, ze ag = 0. DokéZte, Ze naSa postupnost je jediné.
Vsimajte si najmensie &islo ny, ktoré sa neda vyjadrit ako a; +
2a; + 4ay, kde 3, 5,k < L.

5.4.5. Vyuzite pocita¢ a pozrite si, ako sa zadand postupnost
sprava pre velmi vela ¢lenov. Akou postupnostou vieme ta za-
dant aproximovat? Sledujte napriklad toto: ak zvic¢sim n de-
satkrat, kolkokrat sa zvicsi zodpovedajuci ¢len postupnosti? Ak
desatkrat, je postupnost priblizne linedrna, ak stokrat, je zhruba
kvadraticka.

5.5.1. Funkcionélne rovnice s jednou premennou su fazké, lebo
méame mali flexibilitu pri dosddzani. Aké dosadenia pouzit, aby
z toho vznikli rovnaké vyrazy?

5.5.2. Dokézte, ze f(0) = 0 a Ze funkcia f je prosta.

5.5.3. Dokéazte, ze f(n) > n a f(n) < n. Nebojte sa vyuZivat
indukciu.

5.5.4. Ukazte, ze obor hodn6t funkcie f obsahuje interval ,ne-
kone¢nej* dlzky. Viete z toho odvodit, ako sa sprava funkcia f
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pre ,dostatoéne velké* hodnoty argumentu?

5.5.5. Dokazte, ze f(f(y)) = y. Viete na zdklade tejto vlastnosti
dokoncit riesenie?

5.6.1. Vypiste si aspon Styri skupiny a skiiste nie¢o odpozo-
rovat. Akymi ¢islami skupiny zac¢inaji? Akymi koncia? Ktoré
neparne ¢isla v poradi neparnych éisel to su? Kolko ¢isel je v pr-
vych dvoch, troch, styroch skupinach dokopy?

5.6.2. Spravte jednoduché pozorovania. Kto pride do ciela po-
sledny pri optimélnom spdsobe prepravy? Ako dlho pdjdu peso
jednotlivi turisti? Aky je stcet dlzok tsekov, na ktorjch bicykel
viezol dvoch Tudi?

5.6.3. Aky je celkovy sucet ¢isel zo zadanej mnoziny? Usporia-
dajte si ¢isla podla velkosti.

5.6.4. Usporiadajte si dlzky stran povodného trojuholnika podla
velkosti. Zapiste si podmienku pre dlzky stran nového trojuhol-
nika, ¢o méa byt pravouhly.

5.6.5. Ukazte, ze ziadne dve ¢isla sa nemozu zobrazit na to isté
¢islo. Vsimnite si, ze ¢isla v manuali sa rozdelia do ,cyklov*:
prvé cislo v cykle sa zobrazi na druhé, druhé na tretie, a tak
dalej, az posledné sa zobrazi na prvé. NapiSte si sustavu rovnic,
ktora popisuje zobrazovanie v rdmci jedného cyklu.

5.6.6. Hrajte sa a odvodte z danych vyrazov dalsie. Napriklad
¢islo (22 + 42)3 — (23 + y3)? tiez musi byt racionalne.
5.6.7. Pohrajte sa a vytvorte si hypotézu.

5.6.8. Kde moze lezat stred stimernosti grafu funkcie? Co je zlo-
zenim dvoch stredovych simernosti? Nakreslite si obrazky zopar
grafov funkcii a uhadnite, o ktort periodicka a ktort linearnu
funkciu po6jde.

5.6.9. Oznacme x; a xo redlne korene polynému @ (preco exis-
tuja?). Ukazte, ze vieme P napisaf v tvare P(z) = (z —x1)(x —
22)[(x — m)? + n] pre vhodné m a n.

5.6.10. Oznacme aj pocet orieskov, ktoré mala vevericka na
zaciatku k-teho dna. Vyjadrujte postupne a,,...,as,a;.

5.6.11. Ukdzte, ze (a+c)?(b+ d)? = 16abed. Dokdzte, 7e z toho
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vztahu vyplyva, Ze ac < 0.

5.6.12. Vyskuasajte si takéto poradie ndjst pre malé ¢isla n.
Kedy je aritmeticky priemer dvoch prirodzenych ¢isel prirodzené
¢islo?

5.6.13. Polynémy sa daju delit so zvyskom. Ukazte, Ze existuju
celé cisla a a b také, ze ap + bg = 1.

5.6.14. Dosadzajte vhodné hodnoty za x, y, z. Zistite, aka je
hodnota vyrazu 0 ¢ 0.

5.6.15. Skuste do grafu vpisat aspon jeden $tvorec. Najlahsie
asi taky, ¢o méa stred v strede stradnicovej stustavy.

5.6.16. Vyrieste ulohu najprv pre ovce, ktorych hmotnosti st
prirodzené &isla. Mozeme predpokladat, Ze hmotnost najlahsej
ovce je nula, pre¢o? Potom vyrieSte tlohu pre racionalne ¢isla.

5.6.17. Vsimnite si, Zze hodnota pravej strany nezéavisi od b.
Sucin AB dvoch zatvoriek A a B vlavo sa d& zhora odhadnut
pomocou AG-nerovnosti, treba to vSak skusit nejakym netri-
vidlnym sposobom. (Co pod tym myslime? Napr. nesymetricky
odhad tohto typu: 12ab = 3a - 4b < ((3a + 4b)/2)?.

5.6.18. Prepiste podmienku zo zadania tak, aby tam vystupoval
podiel dvoch po sebe iducich ¢lenov. Vyuzite, ze 1/z(x — 1) =

1/(x—1)—1/x.

5.6.19. Cisla a, b, c si vieme usporiadat podla velkosti. Co viete
povedat o najmensom z nich? DokéZte najprv lavii nerovnost.



Kapitola 7

Druhé navody
k rieseniam

2.1.1. Aky je stucet velkosti vnutornych uhlov lubovolného péit-
uholnika? Co z toho vypljva pre velkost vnttorného uhla pravi-
delného p#fuholnika? Ak neviete, skiiste najprv vyriesit jedno-
duchsiu podobni ulohu: ako je to v trojuholniku, stvoruholniku?

2.1.2. Najmenej kolko uhlov uréuje celi situédciu, ¢ize sa pomo-
cou nich daji uréit velkosti vietkyjch ostatnjch uhlov? Co pre
velkosti tychto uhlov vyplyva z toho, Ze sticet uhlov v trojuhol-
niku ABC' je 180°7

2.1.3. Aké€ si predpoklady? Dd sa niektory z nich vypustit (tur-
denie by platilo i bez neho)? Napriklad ak by ABCD nebol
obdlznik, ale len pravouhly lichobeznik? Ak sa niektory neda,
pouzili sme ho pri poéitani velkosti uhlov? Ozna¢me H obraz
bodu B v stredovej simernosti so stredom v E. Vyjadrite vel-
kosti uhlov CGF a FBE z trojuholnikov GFC a HBF'.

2.1.4. Pouzili sme vietky predpoklady o rovnosti dlzok tseciek?
V obrazku je mnoho rovnoramennych trojuholnikov, treba ich
vSetky vyuzit na ratanie uhlov.

2.1.5. Dva obluky so spolo¢nou tetivou maja rovnaky polo-
mer, ak z bodov na tychto oblikoch vidime spolo¢nu tetivu pod



190 DRUHE NAVODY K RIESENIAM

rovnakym uhlom. (Dokézte.) Co tak pridat vhodny pomocny
element? Porovnajte polomery zadanych kruznic s polomerom
kruznice opisanej trojuholniku ABC.

2.1.6. Popiste dokazované tvrdenie pomocou uhlov, potom po-
vyjadrujte potrebné uhly pomocou a. Ktoré predpoklady zo za-
dania st potrebné? Vyuzili ste ich?

2.1.7. Trojuholnikom AM K a M K B opisujeme kruznice, v nich
chceme poéitat uhly. Kde sme uZ nieco podobné videli? (Ano,
aj v tejto knihe kdesi na zaciatku kapitoly.) Vieme vyuZit vysle-
dok alebo metodu, ktori sme pouzili pri rieSeni toho podobného

problému? Vsimnite si vztah medzi velkostami uhlov K PM a
KAM.

2.1.8. Co plati pre protilahlé uhly EDB a ECB v stvoruholniku
BCDE?

2.1.9. Zaujimaji nas vysky v trojuholnikoch CEA a DFA. Co
viete o tychto trojuholnikoch povedat?

2.1.10. Oznac¢me P priesecnik kolmic z M a K spominanych
v zadani. Dokazte, ze ak bod N’ je priese¢nik kruznice (PMC')
s priamkou BC (rozny od C), tak N’ musi byt totozny s N.
Vyuzite pre pocitanie uhlov tetivové stvoruholniky.

2.1.11. Dokazte, ze stvoruholnik ABCD je tetivovy vtedy a len
vtedy, ked st priamky PR a QS kolmé. Predpokladajme, Ze
priamky PR a @S st kolmé. V&imnite si trojuholnik SQL. Aké
maé, vlastnosti? Co z toho vypljva pre §tvoruholnik PQRS?

2.1.12. Ukézte, ze stred usecky PR je totozny s bodom Q.

2.1.13. Chceme vypocitat (napriklad) velkost uhla ACY B;. Z&-
kladné uhly uréujtce situdciu budia velkosti vntutornych uhlov
trojuholnika ABC, ktoré oznac¢ime 2a, 23, 27 (preco su tam tie
dvojky?) Vytvorte si pldn, az potom spravte detailné vypocty.
Napr. najprv uréime velkost uhla ST K, kde K je dotykovy bod
k so stranou AB, a z toho potom velkost uhla AC;B; (vidite
ako?).

2.1.14. Zvéazte vyuZitie osovej stimernosti podla osi uhla ACB.
Kam sa zobrazia body F a K? Co mdme dokdzat? Popiste dotyk
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priamky PF' s vpisanou kruznicou pomocou usekového uhla.
Pomoze ndm spominand stmernost uréit velkost uhla PFK?

2.1.15. Predpokladajme, ze ABCD je stvorec. Vsimnite si Ta-
lesovu kruznicu nad priemerom AN; ktorych 5 zaujimavych bo-
dov na nej lezi? Okrem iného bod S, stred strany AB. VSimnite
si uhly NSM a BSM, oba maju 45 stuptiov. Vratme sa k im-
plikacii zo zadania; dokazte, ze uhly NSM a BSM st rovnaké.
Co z toho vypljva pre §tvoruholnik ABCD?

2.1.16. Vyjadrujte vSetky velkosti uhlov pomocou 3. Oznadéme
D', E’ priese¢niky dvojic priamok BC, DM a BA, EM. Cim je
zaujimavy Stvoruholnik CMT D'? Co z toho vyplyva pre velkosti
uhlov? Zbavte sa bodov O, M, A, C' a skimajte situdciu len
pre zvysné body; v akom vzfahu budua body D, E, D', E'?
Sformulujte vhodne dokazované tvrdenie a nezabudnite vyuzif
vSetky potrebné predpoklady.

2.1.17. Nech AC > BC. Potom |[JACD| > |[<BCD|, ¢ize E
lezi voutri tsecky AD. Dalej BCF > ACF, preto E lezi vnutri
BF. Celkovo E' lezi vnutri tsecky F'D. Vsimnite si, ze bod F'
je stredom kruznice opisanej trojuholniku ABC'; potom sa cez
rovnoramenné trojuholniky uz lahko buda ratat uhly.

2.1.18. Najtazsie je vyréatat velkost uhlov pri vrcholoch A a C.
Pri ich vypoéte mozete vyuzit obvodové a stredové uhly. Viete
vyjadrit velkost uhla ASC?

2.1.19. Vsimnite si Talesovu kruznicu nad priemerom PC'. Vy-
jadrite velkost uhla BPC pomocou velkosti uhlov PgPPg,
BCA, CBA. Toto uréi mnozinu bodov P ako ¢ast vhodnej kruz-
nice; popiste presne tento obluk. Nezabudnite dokdzat, ze kazdy
bod v popisanej mnozine mé pozadovani vlastnost.

2.1.20. Dizka oblika zodpovedajiceho stredovému uhlu o na
kruZnici s polomerom R je aR (ak velkost uhla vyjadrime v ra-
didnoch). Stredovy uhol je dvojnasobkom obvodového.

2.1.21. Pozadovana rovnost uhlov sa d4 dokazat vypoctom. Iny
postup: vSimnime si, Ze uhol SM A je uhlom pri faznici v troju-
holniku ASC. Bolo by pekné, keby sme nasli trojuholnik DSFE
podobny s trojuholnikom ASC, v ktorom bude SN uhlom pri
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taznici. Vrcholy D, F tohto trojuholnika musia byt na priamke
BN; takéto body D, E vieme lahko v konkrétnej situdcii nary-
sovat a na zéklade toho si vytvorit vSeobecny tip, kde by body
D, E mohli byt. Vsimnite si, ze uhol SBN je pravy.

2.2.1. Ozna¢me M priesecnik priamok AB a p. Body A, B, P, Q
lezia na kruznici prave vtedy, ked MA-MB = MP-MQ. Dizky
M A, M B st pevné, ¢ize chceme minimalizovat stc¢et dvoch pre-
mennych pri danej hodnote st¢inu. Na to sa dé pouzit napriklad
nerovnost medzi aritmetickym a geometrickjm priemerom.

2.2.2. Bod O je stredom kruznice (ABC); modZeme v nej pou-
zit stredové a obvodové uhly. Dokazte, ze uhly DEB a CBD
maju rovnaku velkost. Nezabudnite vyuzit, Ze nas lichobeznik
ma kolmé uhlopriecky.

2.2.3. Dokazte, ze kruznica opisand trojuholniku VCK sa do-
tyka priamky BC. Co z toho vieme povedaf pre MC??

2.2.4. Oznaéme D, E postupne pity vysok z vrcholov B, C.
Stacéi dokézat, e BH - HD = CH - HE.

2.2.5. Najdite uhol, o ktorom viete dokézat, Ze je rovnaky ako
AKD iako ADL; vyplyva z toho potom tvrdenie a). Pomocou
dizok tise¢iek AO a OC, ktoré uréuju situaciu, vyjadrite pomery
CJ:BJ a CD : BD. SG rovnaké prave vtedy, ked plati b).

2.2.6. Oznaéme X, Y priesecniky kruznic k a k’. Nech L je
prieseénik priamok AB a XY a nech K je stred usecky AB.
Bod L mé rovnakt mocnost ku kruzniciam k a k’, ¢ize plati
LS?-SX?=LA-LB = LK?— KA?. Toto hovori, Ze bod L lezi
na chordéle kruznice k a Iubovolnej z kruznic prechadzajtucich
zaroven bodmi A a B.

2.2.7. Hladanou mnozinou je spolo¢né doty¢nica kruznic k1 a ko
v bode T'. Treba teda ukézat, Ze tato dotyénica, priamka C'D a
dotycnica v P sa pretinaju v jednom bode. Na tieto priamky sa
dé divat ako na chordély troch dvojic kruznic. Aké tri kruznice
vytvoria tieto dvojice?

2.2.8. Ozna¢me D obraz H v osovej simernosti podla priamky
AB; tento bod lezi na (ABC). Co mdme dokdzat? Sformulujte
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to tak, aby ste vyuzili vlastnosti bodu D. Nebojte sa pouzit
v dokaze vypocet.

2.3.1. Jeden z trojuholnikov je vzdy polovicou pévodného ob-
dlznika.

2.3.2. Staci dokézaft, ze trojuholniky ABX a BCY maji zhodny
obsah.

2.3.3. Plati b2 + h? = 4. Z rovnosti obsahov vyplyva, Ze vyska
zadaného trojuholnika je 2h. Ostdva dorazit to nejakym vypoc-
tom; potrebujeme este jeden vzfah medzi b a h. Napr. mdZeme
vyuzif vzorec pre obsah trojuholnika, ktory berie do tivahy polo-
mer vpisanej kruznice: obsah trojuholnika je stéin velkosti stran
deleno stvornasobok polomeru vpisanej kruznice.

2.3.4. Trojuholniky ADC, ACE, DEC, EBC majui rovnaké
obsahy. Zdovodnite.

2.3.5. Cely pravidelny n-uholnik je jednozna¢ne urceny dizkou
strany, pretoZe jeho vnatorné uhly pozndme (st rovnaké a ich
sucet zistime tak, ze n-uholnik narezeme tseckami vychadzaju-
cimi z jedného vrchola na trojuholniky; vyskisajte si to). N&j-
dite vzorec pre vypocet obsahu pravidelného n-uholnika pomo-
cou a) dlzky jeho strany, b) velkosti polomeru jemu opisanej
kruznice. Potrebujeme vediet tieto vzorce, alebo sa d4 zaobist
aj bez nich?

2.3.6. Nech AS = z, BS = y a nech z je vzdialenost bodu C
od dotykovych bodov vpisanej kruznice so stranami C'A, C'B.
Potom plati x +y = ¢, x + 2 = b, y + 2 = a; vyrieSenim tejto
sustavy rovnic ziskame vyjadrenie pre x a y pomocou a, b, c.
Nezabudnite, Ze trojuholnik ABC' je pravouhly; treba to vyuzit.

2.3.7. Vezmime si obdlZnik so stranami rovnobeznymi so stra-
nami Stvorcekov v sieti. Obsah nasho $tvoruholnika dostaneme
od¢itanim nanajvys styroch rohovych trojuholnikov od obsahu
nésho obdlznika (niektoré z tychto $tyroch trojuholnikov nemu-
sia existovat). Pritom obsah celého obdlznika je celé ¢islo. Je
mozné, aby po odc¢itani obsahov trojuholnikov vysSiel neparny
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pocet Stvrtin?
2.3.8. Napr. takto ([XY Z] znaci obsah trojuholnika XY 7):

1 1 2
BDFE) = =[BDC] = - - -[ABC].
[BDE] = {[BDC) = - 2|ABC]
Inou moznostou je vyuzit vzorec typu S = fabsiny na vypo-
et obsahov trojuholnikov, ktoré dopliaji trojuholnik DEF na
trojuholnik ABC.

2.3.9. Presuite trojuholnik C' DG a vytvorte iny rovnobeznik
s obsahom rovnakym, ako ma FFGH. Iné riesenie: Vyjadrite

obsahy zadanych rovnobeznikov pomocou obsahu trojuholnika
DCE.

2.3.10. Rovnobezniky ABCD aj EFGH maju obsah rovny
dvojnasobku obsahu trojuholnika CDE.

2.3.11. Dva trojuholniky AM N a BM N maja rovnaky obsah.
Preto aj trojuholniky AND a BNC majt rovnaky obsah. Co
mame dokdzat? Povedzte to inak.

2.3.12. Ked chceme rozdelit trojuholnik na niekolko ¢asti s rov-
nakym obsahom, staéi rozdelit zakladnu. Rozdelte pravidelny
Sestuholnik na 30 zhodnych casti.

2.3.13. Najdite stuvislost medzi obsahmi trojuholnikov ABX,
BCX, CAX a obsahom trojuholnika ABC.

2.3.14. Chceme minimalizovat hodnotu ab (Standardné oznace-
nie velkosti stran a uhlov v trojuholniku ABC). Vyjadrite obsah
trojuholnika ABC' dvomi spdsobmi: pomocou & a ¢ i pomocou
vyrazu ab a ¢o najmens$ieho poc¢tu dalsich prvkov trojuholnika
ABC. Riesenim je prienik priamky a vhodného oblika (jeden
aZ dva body); ak je tento prienik prazdny, je to préve jeden bod.

2.3.15. Vytvorte si plan vypoctov a pocitajte. Nebojte sa v pri-
pade potreby pouzif sinusovii alebo kosinusovil vetu.

2.3.16. Poznate vzorec na vypocet obsahu trojuholnika vyuzi-
vajuci dlzky dvoch susednych stran a velkost uhla nimi zovre-
tého? Nezabudnite na tupouhlé trojuholniky.

2.3.17. Rovnobeznik je uréeny dlzkami stran a uhlom, ktory
zvierajui dve susedné strany. Vyjadrite pomocou tychto prvkov
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nakymi stranami? Svoje tvrdenie zdovodnite.

2.3.18. Riesenie pomocnej tlohy: sucet KX + MX je mini-
malny, ak bod X lezi na uhlopriecke K M. Podobne musi lezat
aj na druhej uhlopriecke LN, ¢ize musi byt priese¢nikom uhlop-
rieok Stvoruholnika K LM N. Ozna¢me w uhol medzi uhlopriec-
kami stvoruholnika AC'BD; potom plati 2P = AB - C'D - sinw.
Dizky uhlopriecok AB, CD sice nepozname, ale naznaenym
sposobom najdeme ich horny odhad pomocou dlzok OA, OB,
OC, OD. Navyse sinw < 1, dostaneme horny odhad pre 2P;
ostéva ukézaft, Ze je mensi ako zadany vyraz.

2.3.19. Staci vypocitat dizku ramena rovnoramenného troju-
holnika, ktory vznikne; Sirka metra je zaroven vyskou na toto
rameno. D& sa najst vyjadrenie obsahu trojuholnika, v ktorom
len na jednom mieste vystupuje uhol uréujtci polohu priamky.

2.3.20. Zamerajte sa na malé trojuholnicky PAA’ a PBB’,
ktoré vznikli v situécii popisanej v prvom néavode. Riesenim je
trojuholnik, v ktorom je bod P stredom strany. Pri konstrukcii
preto mozete vyuzit stredovii simernost.

2.3.21. Priese¢nik uhloprie¢ok Stvoruholnika A’B’C’'D’ splyva
s priese¢nikom uhloprie¢ok stvoruholnika ABCD. Stvoruholnik
ABCD s priese¢nikom uhlopriecok P je lichobeznik, ak su troj-
uholniky ABP a DCP podobné. Tuto podobnost vieme popisat
pomocou jedinej rovnosti pomerov vzdialenosti. Obsah Stvoru-
holnika sa da vypodcitat z dlZzok uhlopriecok a velkosti uhla nimi
zovretého.

2.4.1. Priklad tvorby planu: Chcem dizku EF, na to potrebujem
napr. pomer CF : AB. Na to mi sta¢i DF : AB. To je vlastne
to isté, ako GF : GA, ale tento pomer zavisi zase od dizky EF.
Cize pre dlzku tise¢ky EF dostanem rovnicu, ktorti azda budem
vediet vyriesit (prinajhorSom sa mi stane, Ze rieSenim tejto rov-
nice bude kazda dlzka EF, potom si sktisim najst dalsiu rovnicu
z podobnosti existujicej vdaka rovnobeznosti AD a BC). No a

teraz treba plan zrealizovat; pre struc¢nost si modZeme oznadit
EFF =z, AB=a,CF =uz.

2.4.2. Body FE a F st pidtami kolmic z bodu D na strany troj-
uholnika ABC. Co chceme vypocitat? Velkost visky na stranu
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AD v trojuholniku ADE. Najlepsie sa to rata cez obsah, ten
vieme vyjadrit dvomi spésobmi (zvolime rozne zakladne). Po-
trebujeme na to velkosti stran trojuholnika ADE. Ako ich naj-
deme? ...

2.4.3. Kratsie rieSenie sa d4 zalozif na pozorovani, ze trojuhol-
niky ADE a ACB st podobné (zdoévodnite).

2.4.4. Trojuholniky ABF a CGF st podobné, to ndm umozni
previest pomer obsahujaci GC (napr. GC : DC) na vhodny
pomer pozdlz uhlopriecky AC. Podobne pomery s HA vieme
previest na tato uhlopriecku.

2.4.5. Nech C’ je bod na polpriamke opacnej k AC taky, Ze
AC" = AB = c¢. Potom CC’' = b+ ¢. Vztah v zadani sa d4
prepisat do tvaru a/b = (b + ¢)/a, ¢o by mohlo vyjadrovat po-
dobnost vhodnych trojuholnikov. Tato podobnost by sa mohla
dat dokazat z predpokladu o = 23, ktory sme eSte nevyuzili.

2.4.6. Chceme dokézat, ze [BDP]/[CAP] = DP/AP. Oznagme
X prieseénik priamky PM s tseckou AD; priamka PX je osou
uhla DPA a preto DX : XA = DP : PA.

2.4.7. Trojuholniky ADB a ABC st podobné. Chceme dokézat,
7e AD : DC = BE : EC; pritom AF je os uhla, ¢o umoziuje
vyjadrit velkost pomeru BE : EC pomocou stran trojuholnika

ABC.

2.4.8. Z Menelaovej vety pre trojuholnik ABD a priamku M N
ziskame DN : NA = CD : BC. Chceme teda ukazat, Ze bod D
lezi blizsie pri bode C ako pri bode B. Oznac¢me S stred strany
BC. 7 tupého uhla pri vrchole C vyplyva, Ze ndm staéi dokazat,
7e AS > AD. Pre dlzku faznice sa da viacnisobnym pouzitim

kosinusovej vety odvodit vzorec 4t2 = 2b% + 2¢? — a?.

2.4.9. Hladané pomery vieme vyjadrif pomocou pomerov po-
zdlz priamky BC, lebo vieme, Ze faznica je taziskom rozdelené
v pomere 2 : 1. (Alternativne rieSenie s prevedenim pomerov
vzdialenosti na pomery obsahov néjdete vo vzorovom rieseni.)

2.4.10. Ozna¢me K priese¢nik priamok BB’ a A’C’. Ozna¢me
z a S obsahy trojuholnikov BK A" a ABC'; potom obsah Stvor-
uholnika ABKC' je 25 — z. Vyjadrite pomer C'K : KA’ dvomi
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réznymi spdsobmi; z toho dostaneme hodnotu x a nakoniec aj
hladany pomer C'K : KA’.

2.4.11. Sformulujte dokazované tvrdenie cez pomery, resp. ako
podobnost trojuholnikov. Vyuzite, Ze priamky AB a C'D st rov-
nobezné a vlastnosti bodu X. Vytvorte si najprv plan vypoctu
pomerov — pri vytvarani planu rychlo uvidite, ze mozno este po-
trebujete nejaka vlastnost navyse (napr. podobnost dalsej dvoj-
ice trojuholnikov). Ak viete nie¢o o komplexnych éislach, pozrite
si druhé vzorové rieSenie — je magicky kratke.

2.4.12. Dokazované tvrdenie je ekvivalentné s tym, Ze AP je
osou uhla CAQ. Vyjadrite tto vlastnost pomocou rovnosti po-
merov. Tvar trojuholnika ABC je uréeny jednym jeho vnutor-
nym uhlom; pomocou velkosti tohto uhla by sa mali daf po-
stupne vypocitat vSetky pomery, ktoré potrebujete (vytvorte si
najprv pldn). Vhodné néstroje na vypocty najdete v kapitole
2.4.

2.5.1. Vidno, 7Ze tisecky PQ a RS st rovnobezné s tseckou AD
a maji polovi¢ént dizku. Podobne QR a PS st rovnobezné s BE
a maji poloviént dlzku. Chceme teda dokézaf, ze AD a BE st
na seba kolmé a rovnako dlhé. (Toto tvrdenie sa uz vobec netyka
bodov P, Q, R, S, ¢ize sme spravili viditelny pokrok.) Najdite
zhodné zobrazenie, ktoré zobrazi tiseCku AD na tisecku BE.

2.5.2. Chceme ukazaf, ze tsecky KN a KL st na seba kolmé a
rovnako dlhé, inak povedané, KL je obrazom K N v otoceni o 90
stupniov v smere hodinovych rucic¢iek. Kam sa v tomto otoceni
zobrazi bod A? Ako to vyuzit pri dokaze, Ze N sa zobrazi do L?

2.5.3. Vezmime trojuholnik K AM a jeho képiu umiestnime do
vrchola C' tak, aby sme pozdlz strany AC mali okrem tsecky
s dlzkou AM aj tsecku CK' s dlzkou AK. Akému zobrazeniu
zodpoveda tento presun trojuholnika K AM? Co ostéva dokazat
o tsecke MK'?

2.5.4. Z rovnolahlosti k1 a ko so stredom v D ihned vidime, Ze
body B, C, D lezia na priamke. Chceme porovnat vzdialenosti
CA a CE, lahko sa vyjadria ich druhé mocniny. Vyuzite pra-
vouhlé trojuholniky; dotyk C'E a ko sa najlahsie popiSe pomocou
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mocnosti bodu ku kruznici.

2.5.5. Dokézte, ze trojuholniky NMB a BMK st podobné.
Nebojte sa (cielavedomych) vypoctov.

2.6.1. Ozna¢me D obraz bodu B v stredovej simernosti podla
stredu strany AC. Zostrojime najprv trojuholnik BC'D. Aku
velkost méa uhol BC'D?

2.6.2. Ozna¢me postupne E, F' obrazy bodov B, C' v stredovej
sumernosti so stredom v strede ramena AD. Kam sa zobrazi
strednd priecka povodného lichobeznika? Ako to viete vyuzif
v konstrukcii? Zostrojte najprv pomocny trojuholnik, ktorého
dizky stran poznate.

2.6.3. Mnozina stredov kruznic dotykajucich sa priamky p s po-
lomerom 7 je tvorend dvomi priamkami. Podobne pre kruznicu
k dostaneme dve kruznice.

2.6.4. Vhodné poradie je také, aby tsecka leziaca na AC s dlz-
kou rovnakou ako DB mala s DB spolo¢ny koniec. Treba vyuzit,
7e dlzku AB poznéame, preto vieme tsecku s touto dizkou kde-
kolvek zostrojit.

2.6.5. Pravidelny pétnastuholnik ziskame z trojuholnika a pé-
tuholnika podobne, ako vieme dvandstuholnik ziskaf z troju-
holnika a Stvoruholnika. Ukazte, ze keby sme vedeli zostrojif
35-uholnik, tak sa da zostrojit aj 42-uholnik.

2.6.6. Pokracujeme v myslienke z prvého navodu. Ukazte, Ze po-
zadovana mnozina bodov s konstantnou hodnotou stc¢tu vzdia-
lenosti od ramien uhla AV B tvori tsecku kolmi na os uhla
AV B. Pri dokaze vyuzite vhodnt stmernost. Nestac¢i dokézat,
7e vSetky body na takejto tisecke maja rovnakt hodnotu; treba
ukazat aj to, ze ziaden iny takto hodnotu nem4 (inak by nasa
mnozina mohla obsahovaft aj ¢osi viac ako uvazovani tsecku).

2.6.7. Zostrojime najprv trojuholnik ASgpcP, kde P je piita
vysky z vrchola A. Body B a C su priese¢nikmi priamky PSpc
s kruznicou opisanou trojuholniku ABC (pozname tri jej body).
Velkost uhla Y'SX je 90° + ~. Z bodu M vidime tsecky SX aj



199

SY pod uhlom ~, preto ho vieme zostrojit ako prieseénik dvoch
vhodnych kruZnic.

2.6.8. Uvedeny vztah vyzerd ako mocnost bodu ku kruznici
alebo Euklidova veta. Pre bod A leziaci mimo kruhu uréeného
kruznicou k dostaneme bod B ako priese¢nik priamky SA a
spojnice dotykovych bodov X, Y dotyc¢nic vedenych ku k z bodu
A. Problém je, ako to spravit kruzidlom. V podstate vieme zo-
strojit len dve zaujimavé kruznice, jedna z nich m4 stred v bode
A a prechédza bodom S. V akom vztahu je tato kruznica k Té-
lesovej kruznici nad priemerom SA, ktort vyuzivame na ,pra-
vitkové“ zostrojenie bodu B? V akom vztahu budu tieto prie-
se¢niky k bodu B? Nezabudnite tlohu vyriesit pre bod A leziaci
vnutri kruznice k; jednou z moznosti je vyuzit, ze vieme kru-
zidlom zostrojit tsecku dva, tri, Styri razy taku dlht ako dand
Gsecka.

2.7.1. Ked ,nad stenu“ mnohostena priddme vrchol, dostaneme
mnohosten, ktory méa o tri steny viac ako pévodny.

2.7.2. Ukazte, ze |[KM| < |LN|. Mdzete vyuzit, Ze trojuholniky
ABV a CDV pri nakresleni do jedného obrazka splynt.

2.7.3. Najkratsia spojnica dvoch bodov je tsecka. Osetrite v rie-
Seni vSetky detaily.

2.7.4. Kazdy plast obsahuje ttvar, ktory vyzerd ako zvysok pra-
videlného Sestuholnika po odobrati dvoch susednych zo Siestich
rovnostrannych trojuholnikov, na ktoré bol tento Sestuholnik
rozdeleny uhloprie¢kami. Mali by ste (po vylac¢eni symetrif) do-
stat 11 plastov.

2.7.5. Vyberte z valca vhodnti mnozinu ,okrajovych“ bodov a
ukézte, ze dve gule nemozu pokryt vsetky tieto body. Vhodné
je vybrat napriklad dva body leZiace na koncoch priemeru pod-
stavy: ak gula pokryva oba tieto body, tak jej poloha je jed-
noznacne uréend. (Iny pristup: v§imajte si rez situdcie rovinou
rovnobeznou s podstavou valca.) Tri gule staéia, staci ich vhodne
rozmiestnit.

2.7.6. Vezmime si nejaku priamku ako kandidata na moznt
drahu sondy. Ako vyzerd situédcia kolmo premietnutd do roviny
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kolmej na tuto priamku?

2.7.7. Bod H je kolmym priemetom bodu O do roviny ABC.
Uloha je dokazat nerovnost; mozné pristupy st dva: bud doka-
zovand nerovnost napasujeme na nejaka uz zndmu (napr. Pto-
lemaiovu alebo trojuholnikovil), alebo viac-menej hrubou silou
vyjadrime vSetko pomocou vhodnych zakladnych prvkov a pre-
vedieme geometrickl nerovnost na algebraicki a pouzijeme kla-
sické techniky (AG, Jensen, Cauchy-Schwarz, ... ). Oba pristupy
najdete vo vzorovom rieSeni.

2.8.1. Vyuzivajte trojuholnikovii nerovnost. Ulohu je mozné rie-
it viacerymi sposobmi, nechceme vas tlacit do konkrétneho.
Podstatné je nejakym spdsobom popresuvat tseky, ktoré bu-
deme porovnévat.

2.8.2. Bod P lezi v strede strany AC, trojuholnik AQB je rov-
nostranny. Vyjadrite obsah trojuholnika PQ R pomocou obsahu
pétuholnika AQBRC'. Vo vhodnej chvili pouzite vypocet.

2.8.3. Trojuholniky PDF a PAFE st podobné a pravouhlé. Pra-
vouhlé trojuholniky sa daji charakterizovat polohou stredu opi-
sanej kruznice. Ulohu je mozné vo vhodnej chvili dorazit vypoc-
tom, nebojte sa toho. Zaujimava moze byt aj stredova sttmernost
podla stredu strany AB; pozrite si alternativne vzorové riesenie.

2.8.4. Mozete pouzit matematick indukciu. Uzitoéné su tiez
uvahy zalozené na extremalnom principe.

2.8.5. K rieseniu vedie vela roznych pristupov, mozete si ich
pozrief vo vzorovom rieSeni. Jeden z pristupov je zalozeny na
tom, Ze obsah trojuholnika sa nemeni, ak jednu jeho stranu ne-
chédme na mieste a protilahlym vrcholom hybeme po rovnobezke
so zvolenou stranou. Vezmite si priesecnik D rovnobezky cez Cy
s AB a rovnobezky cez A; s BC. Kde moze lezat bod By?

2.8.6. Ukazte, ze priesecnik Ly priamky Q7 s kruznicou opisa-
nou trojuholniku ABC je totozny s bodom L. Viete néjst nejaky
netriviadlny tetivovy stvoruholnik?

2.8.7. Vyrieste takato tlohu: Dany je ostrouhly trojuholnik;
najdite v nom bod, pre ktory je sucet jeho vzdialenosti od vr-
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cholov trojuholnika minimdlny. (Tento bod sa nazyva Fermatov;
viac o iom najdete na internete.)

2.8.8. Dokézte, ze priamky PQ a AM st rovnobezné. Oznacme
S stred tisecky AN. Budi kolmé priemety vektorov BO a O'S
na priamku AB rovnako velké?

2.8.9. Vsimnite si priamky S1B; a SsBs na presnom obrazku.
Co viete o nich povedat? Potrebujete vyuzif predpoklady o do-
tykoch kruznic; napriklad viete povedaft, Ze trojice bodov As,
S, S a Ay, S1, S lezia na priamkach. Viete ndjst dvojice po-
dobnych trojuholnikov, ktoré maji vrcholy aj v stredoch nasich
kruznic?

2.8.10. Vyjadrite ¢o najjednoduchsie dlzku tsecky Dy P pomo-
cou ADs a inych prvkov trojuholnika ABC. Nebojte sa pouzit
vypocet a hrubt silu.

2.8.11. MbdZeme predpokladat, e k m4 mensi polomer ako k’.
Oznaéme H stred rovnolahlosti nagich kruZnic; nech C a D st
obrazy bodov A a B v rovnolahlosti, ktord zobrazi k' na k.
Stvoruholnik ABCD je lichobeznik vpisany do kruznice. Tato
kruznica sa dé vyuzit réznymi sposobmi; ¢i uz na ratanie uhlov
(obvodové, stredové) alebo cez mocnost bodu ku kruznici. Ne-
zabudnite: ¢o mame dokézat?

2.8.12. Obsah trojuholnika sa da vyjadrif pomocou vektorového
stcinu.

2.8.13. Priamky AD a OI st na seba kolmé prave vtedy, ak
plati AO? — DO? = AI? — DI?. Pre trojuholnik ABC musi
platit a(b+ ¢) = b + ¢%. Ozna¢me A’ obraz bodu A v stredovej
stimernosti podla S; dokézte, ze plati CA? = CN-CA’. Vyplyva
z toho dokazované tvrdenie? Vyjadrujte dlzky tisekov pomocou
dlzok stran trojuholnika ABC.

2.8.14. Dokézte, ze uhly C'KC a A’ K A maju rovnaku velkost.

2.8.15. Oznacme O priese¢nik priamok O105 a O304. Dokéazte,
7e 001 - 005 = 003 - 00,. Cim je bod O zaujimavy? Neza-
budnite hladat dvojice podobnych trojuholnikov, ktoré umoznia
ratat vzdialenosti, ktoré potrebujete.

2.8.16. Preformulujte dokazované tvrdenie cez mocnost; chceme
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ukézat, Ze tri kruznice maju spoloéna chordélu. Preneste Struk-
ttru bodov mimo priamky PQ do pomerov vzdialenosti pozdlz
priamky PQ.

3.0.17. Majme zafarbenie Z, o ktorom vieme, Ze pocty jednofa-
rebnych pravouhlych trojuholnikov sa rovnaja. Pretoze tvrdenie
tlohy musi platit pre Tubovolné zafarbenie bodov, tak musi pla-
tit aj pre také zafarbenie, Ze v zafarbeni Z vymenime farbu
dvoch bodov. Vieme takouto vymenou dosiahnut fubovolné za-
farbenie bodov? Taziskom dékazu je teda ukéazaft, Ze pri takejto
jednoduchej zmene farby dvoch bodov sa pocty trojuholnikov
v zadani nezmenia.

3.1.1. Vyroky éerveno-¢iapkovych trpaslikov sa lahko kontro-
luja, tak sa ststredme na ne. Mdéze mat Feri ¢ervenu ¢iapku?
Moze mat teraz Kika ¢ervenu ¢iapku? A ¢o Lucia?

3.1.2. A teraz sa pytajme, ¢i by mohlo byf prvé tvrdenie prav-
divé? A Co ostatné tvrdenia? Ak uz vieme pocet pravdivych
tvrdeni, vieme aj povedat, ktoré si nepravdivé?

3.1.3. Aké meno by mohol povedat Zafir Omarovi, keby bol
klamar a aké, keby hovoril pravdu? Ako sa na situdciu pozera
Omar, ked z vysloveného mena vie usadif, ¢ je Zafir pravdo-
vravny alebo klaméar?

3.1.4. KedZe klamar ani poctivec nemdze povedat, ze patri do
klubu klamérov, tak klub obsahujici vSetkych klamarov (a ni-
koho iného) nemoze existovat (porusili by sme tak podmienku
4). Teraz postupne modzeme odpovedat na jednotlivé otazky.
Uvedomme si, ze vSetci poctivci sa delia na elitnych a neelitnych
poctivcov, podobne je to s klamarmi. Teda ak by sme pripustili,
Ze by neexistoval neelitny poctivec, tak by vsetci poctivci boli
elitnymi a tvorili by klub. Co vieme v tomto pripade povedat
o ostrovanoch, ktori nie st ¢lenmi neelitnych poctivcov?

3.1.5. Rozoberanim moznosti pre ducha C sice nezistime, ¢i
je pravdovravny, ale v oboch pripadoch zistime, Ze duchovia
A a B st bud obaja dobri alebo obaja zli. Nemusime poznat
pravdovravnost duchov, aké je tloha, ktorit mame vyriesit?

3.1.6. Ak za stol posadime jedného pravdovravného, jeho su-
sedia st jasni. Ak sa prechddzame okolo stola, kolko najviac
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klaméarov moze sediet za sebou? Otézka v zadani je teraz jed-
noduchsia, ak sa opytame, ¢i je mozné, aby za okrihlym stolom
sedelo najviac 9 pravdovravnych studentov.

3.2.1. Spomedzi piatich liniek vediceho z jedného velkomesta
musia existovat tri také, ktoré zabezpecuje jedna a té istd spo-
lo¢nost. Ako moze vyzerat doprava medzi tymito tromi mes-
tami?

3.2.2. Vsimajte si paritu oboch stradnic, sktste pouzit DP.

3.2.3. Stane sa nieco s uhlami medzi priamkami, ak nejakou
priamkou pohneme (bez otocenia)? Co keby sme vSetky priamky
popresuvali tak, aby prechadzali jednym pevnym bodom P? Uz
viete, ¢o dalej? Ak nie, pomdze obrazok.

3.2.4. Najvicsia mozna diferencia je 50 a ak zvolime diferenciu
rovnu 41, tak mozeme dostat postupnost trpaslikov, z ktorych
nikto nebude maf éislo delitelné 41 (napriklad 1,42,83,...). Ak
by sme zakazali diferenciu 41, tak Snehulienka by mohla mat ob-
labenych prave tych trpaslikov, ktorych éislo je delitelné 41 a pri
kazdom jej prikaze by vystupil asponi jeden. Ako sa postardme
o pripad, ked diferencia bude 417

3.2.5. Najjednoduchsie by pre nas bolo rozdelit vSetky mozné
obdlzniky do 500 skupin tak, Zze ak zoberieme Iubovolné dva
obdlzniky z jednej skupiny, tak sa jeden do druhého zmesti.
Ako spravime také rozdelenie?

3.2.6. Prezradime vam, ze m = 4 a vhodny utvar je napri-
klad ,kriz“ tvoreny z jedného stredového Stvorceka, z ktorého
na Styri strany vychadzaji rovnako dlhé ramena dizky 25. Na
dokaz, ze RiZa nemdze vystrihnat pat krizov, sa vam moZe zist
Dirichletov princip. Aby ste ukézali, Ze kazdy Fotov ttvar vie
Ruza vystrihnat aspon Styrikrat, staci ndjst nejaky (vcelku jed-
noduchy) algoritmus, ako by to Raza mohol robit a ukazat, ze
naozaj funguje.

3.2.7. Pomocou prvej rady by ste si mohli uvedomit, Ze existuje
jazyk Ji, z ktorého m4 certifikit aspon 250 ucitelov. Zvysnych
250 ucitelov ma dokopy asporni 250n certifikdtov z najviac 2n



204 DRUHE NAVODY K RIESENIAM

jazykov. Nevieme nasu tivahu zopakovat? Vedeli by sme postup-
nym pouzivanim DP ,minat“ vSetkych ucitelov do 14 krokov a
ukazat tak, Ze vieme vybratf pozadovani $trnésticu jazykov?

3.2.8. Kristidn ma aspon 122 jednotoliarovych minci. Jednu
kopku urobime iba z jednotoliarovych minci. Ostane nam 121
minci v hodnote 240 toliarov. Ako by sme vedeli rozdelif tie?

3.2.9. Pouzite indukciu vzhladom na stuéet m + n. Ukazte, Ze
existuje aspoii jeden riadok alebo stlpec, na ktorom lezi najviac
jeden prvok S.

3.2.10. Prezradime vam, Ze hladané n je 8. Ked chcete ukazat,
ze ak za stolom sedi najviac 8 hlupych Tudi, tak vzdy vieme
najst aspon jedného mudreho, v8imajte si sekvencie odpovedi
tvaru MMM M M H. Ukézte, ze ak zoberieme najdlhsiu takito
skupinku, tak ten posledny (ktory odpovedal, Ze jeho sused je
hlupéak), je mudry.

3.2.11. Nech G je podmnozina M. Zadefinujeme si funkciu ¢,
ktora mnozine G priradi 25-miestny kéd pozostavajuci z nul a
jedni¢iek podla nasledovného pravidla: p(G) = mims...mes
préave vtedy, ked v kanonickom rozklade st¢inu prvkov mnoziny
G ma exponent pri prvocisle p; rovnakt paritu ako m; pre kazdé
i €{1,2,...,25}. Napriklad ak G = {2,5,6}, tak st¢in prvkov
G je
2:56=2"3"5" = pipypipl - pls,

takze ¢(G) = 01100 00000 00000 00000 00000. Neprazdnych pod-
mnozin 26 prvkovej mnoziny je viac ako 25 miestnych kédov po-
zostévajucich z nil a jednidiek, preto musia existovat dve pod-
mnoziny M, ozna¢me ich Gy, G, pre ktoré ¢(G1) = ¢(G2). Ako
nam to pomoéze? Co vieme povedaf o sicine stc¢inov prvkov Gy
a G357 Porozmyslajte, ako vyuzif tieto dve podmnoziny.

3.2.12. Spétne teda vieme za pomoci DP dokézaf, ze slov moze
byt najviac k1. Tu ale tloha nekonéi, ba viac, stava sa zauji-
mavou. Potrebujeme ukazat, ako skonstruovat jednu takd mno-
7inu M. Hodnota k"' néas navéadza, aby sme vytvorili vietky
slova dlzky n — 1 nad k-prvkovou abecedou. Vieme doplnit po-
sledné (n-té) pismeno v kazdom slove tak, aby sa kazdé dve
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slova lisili aspon na dvoch miestach? PomodZze nahradenie pis-
men {a,as,...,a;} ¢islami 0,1,...,k — 1. Ako by teraz mohol
vyzerat (jednoduchy a jednozna¢ny) predpis pre posledné pis-
meno v slove? Majme na mysli, Ze situdciu ,,ak sa dve slova lisia
v prvych n — 1 pismenédch na dvoch miestach® rie$if nemusime.

3.2.13. a) Ako vieme rozsirit pokryvanie bodov z malého pasu
okolo obvodu P na celd rovinu? b) Ak by bola postupnost S peri-
odicka s periédou p, tak po 2p preklapaniach dostaneme zhodné
zobrazenie, ktoré je zlozenim samych osovych stimernosti. Aké
to moze byt zhodné zobrazenie? ¢) Ako sa posunie stred pravi-
delného n-uholnika v smere jeho strany dvoma roznymi (Sikovne
zvolenymi) preklapaniami v1 a vy? Je moZné ich niekolkonasob-
nym opakovanim dosiahnut posun o fubovolne mali hodnotu?

3.2.14. Indukcia z n na 2n (T'(n) = T(2n)), potom z plat-
nosti tvrdenia T'(m) a T(n) ukdZeme aj T(mn) a eSte doklep-
neme T'(p), kde p je prvoéislo.

3.3.1. Rozdiel poc¢tov chameleénov dvoch roznych farieb sa kaz-
dym stretnutim bud nezmeni, alebo zmeni o 3. Preto zvySok to-
hoto rozdielu po deleni troma je stale rovnaky. Co z toho vieme
povedat pre naSe konkrétne pocty chameleénov? Méze nastat
situdcia, Ze vSetky chameleény budu rovnakej farby?

3.3.2. Ak sme zistili, Ze pohyby kotiom tvoria ,kruZnicu“, na
ktorej mame vsetky Styri kone a tie sa na tejto kruznici nemoézu
spreskakovat®, tak odpoved na otdzku s diagonalami by mala
byt jasna. Odpoved na prvii otdzku vieme najst skuSanim.

3.3.3. Majme n = 4k + 1 a psom priradme dookola ¢&isla 1
(bankér), 2, 3, ..., 4k + 2. Na ndjdenie vhodného invariantu
je vhodné zaviest ¢isla P a N, kde P je sucet poctov kariet
vietkych psov s parnymi ¢islami a N s neparnymi. Co vieme
povedat o vyvoji P a N7

3.3.4. Namiesto minci a ich otoceni znakom hore ¢i dole uva-
zujme ¢islo v dvojkovej ststave, kde 1 znamena znak hore a 0
znak dole. Kazdym fahom jedno z dievéat zmeni nejaka jed-
notku na nulu a zmeni aj vSetky hodnoty napravo od nej. To
v8ak znamen4, Ze zmensi aj celé ¢islo. KedZe sa ¢islo v kazdom
tahu zmensi, hra musi v koneénom ¢ase skonéit. V kazdom tahu
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sa zmeni posledné ¢islo (prevrati poslednd minca). Na zaklade
toho vieme vopred povedat, kto vyhrd, bez ohladu na to, ako
budt hrat.

3.3.5. Policka tabulky mimo diagonél rozdelme do dvoch sku-
pin tak, aby sa rozdiel stuc¢tov ¢isel v tychto skupindch nemenil
po pridani kamienka do kazdého policka Iubovolného Stvorca so
stranou vécsou ako 1.

3.3.6. Ako sa zmeni hodnota stétu riadka a stlpca policka, na
ktorom stoji delfin, modulo 3 pri jeho pohybe?

3.3.7. Moze sa velkost spominaného obvodu zvidésit? Na za-
¢iatku je ten obvod rovny najviac 9-4 = 36. Je uz z toho zrejmé,
ze celu Sachovnicu nezaplnime?

3.3.8. Skuste zemiaky prehadzovat tak, aby boli vrecia s neja-
kymi zemiakmi ¢o najdalej od seba. Vieme sa dostat dve vrecia
lubovolne daleko od seba? Aby sme vedeli zodpovedat otazku
o jednoznacnosti vyslednej situécie, museli by sme najprv prira-
dit kazdému zemiaku nejakd hodnotu nezavisla od toho, v akom
vreci sa nachadza a pritom by sa napriklad stcet hodnot vset-
kych zemiakov nemenil.

3.4.1. Rozober moznosti pre policko v rohu a také, ktoré nesu-
sedi s rohom.

3.4.2. Najjednoduchsie sa uvazuje pripad, ze ziadny z takychto
trojuholnikov nezapocitame viackrat. V ktorych pripadoch za-
pocitavame trojuholnik viackrat?

3.4.3. Vieme vyuzit predchadzajice hodnoty tejto postupnosti
na vypodcet dalsich? RozliSme parne a neparne n.

3.4.4. Ak uz mame predstavu, ako popocitame pocty spésobov
zaplatenia mengSich sim, mdZeme sa pozriet na sumu v zadani:
tie 4 LILILILI musime zaplatit $tyrmi LILILILI mincami, na
zvy$ok mozeme pouzit 0, 1 alebo 2 mince LI. Teraz rozoberajme
tieto tri moznosti dalej.

3.4.5. Ak st zadané farby na dvoch stranich Stvorca, ktory
ideme dlazdickovat, tak rozlozenie trojuholnikov aj ich farby st



207

jednoznacne urcéené. Nesta¢i ndm preto vydcislit iba pocet moz-
nosti vydlazdi¢kovani pre prvy riadok a prvy stipec?

3.4.6. V kocke mame 64 mrezovych bodov. Kazdy z nich je po-
tencidlnym prvym vrcholom nejakého kvadra. Méze byt hocik-
tory iny mrezovy bod protilahlym bodom jednoznac¢ne uréeného
kvadra? Nezapocitame takto niektoré kvadre viackrat?

3.4.7. Aké mame moznosti vyberu podla parity? Ak su dve
alebo tri vybrané ¢isla parne, nie je ¢o riesit, ak st dve nepéarne,
tak posledné musi byt delitelné Styrmi.

3.4.8. Aké mame moZnosti pre ciferny hladaného ¢isla? Ak po-
znéme cifry ¢isla, kolko roznych takych éisel vieme vytvorit?

3.4.9. Vypisat moznosti podla rozdielu medzi ¢islami tiez ve-
die k rieSeniu. Slusnejsi riesitel sa moze zamysliet nad pouzitim
kombinaénych ¢isel a pride ku 2 - (520).

3.4.10. Potrebujeme spocitat, kolkymi sposobmi vieme napisat
6 sipok: 3 hore, 2 doprava a 1 dole alebo 3 doprava, 2 hore a
1 dolava tak, Ze Zabka nesko¢i na policko s lentilkou skor ako
v Siestom skoku. Jednoduchsie sa dostaneme k rieSeniu nie po-
¢itanim vhodnych Sestic sipok, ale tak, ze od vSetkych moznosti
odpocitame tie nevhodné.

3.4.11. Jednotlivé prvoéisla deliace 270 je mozné rozobrat oso-
bitne, pre trojku je principidlne 9 réznych tabuliek. Nezabud-
nime na prehadzovanie riadkov a stipcov.

3.4.12. Plati n(k) = n(k — 1) + n(k — 2), n(1) = 1, n(2) = 2,
pri¢om hladdme 2 + n(9) + 2 - n(8).

3.4.13. Doslednym presktiimanim moznosti sa dostaneme k re-
kurentnému vzfahu s, = $p_1 + Spn—2 + Sn—3 + Sp—a — Sp—s.
Vypoéitajme si najprv prvych par hodnét postupnosti {s,}. Co
nam chyba k dokézaniu pravej nerovnosti zo zadania? Lavl ne-
rovnost uz potom doklepneme s vyuzitim tej prave;j.

3.5.1. Nakoniec ide iba o paritu po¢tu hviezdiciek, ak z kazdého
riadka vyhodime dve hviezdicky.

3.5.2. Vieme takto vyplnit tabulku az po 327 Ak ju mame vy-
plnent, nie je z nej nie¢o mozné odpozorovat? A da sa to aj
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dokazat?

3.5.3. Aké najvicsie a aké najmensie ¢islo dokdzeme napisaft
na tabulu? Zavisi na poradi, v akom jednotlivi hrac¢i dopisuju
disla? Kolko je teda ¢isel, ktoré modZzeme nejako napisat v oboch
Castiach nasej tlohy?

3.5.4. Skasme rozoberat hru od konca. Ak prideme na to, Ze
prvy hra¢ vyhra zacinajtc ¢islom 4, musime eSte presne popisat,
ako mé hrat na Iubovolni odozvu druhého hréca.

3.5.5. Aké st typovo rozne pozicie okrem vyhravajicej pozi-
cie, ze pocet kolac¢ikov na jednom plechu je nasobkom poctu
kolac¢ikov na druhom plechu? V ktorych poziciach si hra¢ moze
vybrat, kolko kolac¢ikov zje? Vie Pefo vzdy ujedat kolaciky tak,
aby Mato nemal na vyber v jedeni?

3.5.6. Postupujeme od konca, t.j. ak sa prefarbuja uz iba kocky
so su¢tom stradnic rovnym trom. Nevyzerd to zas a znova na
paritu?

3.5.7. Podet otoceni (= 2mn — (m +n)) musi byt neparne éislo.
Preco? Je to aj postacujuca podmienka? Ak &no, tak musime
skonstruovat presny postup, akym budeme odoberat (a otacat)
mince.

3.5.8. Sktsme rozmiestnit pavikov tak, aby ti dvaja pomalsi
boli v rovnakej vyske kocky a postupovali by rovnako smerom
nahor. Ktory pavik (a akym pohybom) moze zabrénit muche,
aby obletela trojuholnikov siet?

3.6.1. Dieta, ktoré méa vSetkych kamaratov vo svojej skupine,
nazveme nespokojnym. Ako sa zmeni celkovy pocet nespokoj-
nych deti, ak jedno z nich dieta prehodime do druhej skupiny?
Iné rieSenie je priama aplikacia matematickej indukcie na pocet
deti.

3.6.2. Treba dokazat, %e v kazdom grafe s 20 vrcholmi a 14
hranami existuje parenie s aspon 6 hranami. VSimnite si parenie
s maximalnym moznym poc¢tom hran. Povedzme, Ze by malo
presne paf hran. Nakreslite si obrdzok takéhoto parenia. Kde
budu ostatné hrany grafu?

3.6.3. Ak by existoval nebojazlivy ¢lovek, musia byt aj vSetci
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jeho znédmi nebojazlivi, lebo kazdy z nich ma aspon Styroch zna-
mych. Ak m4 kaZdy presne troch znadmych, pocet Tudi v spoloc-
nosti musi byt parny. Nezabudnite ukdzat, Ze pre hocijaké parne
déislo existuje vyhovujtca spoloc¢nost.

3.6.4. Pocty z prvého navodu musia byt rovnaké.

3.6.5. Dokazte, ze hrac¢, ktory vyhrd najviac zdpasov, dostane
cenu. Potom vezmite zapasy hracov, ktori porazili jediného oce-
neného hraca, ako samostatny turnaj.

3.6.6. Ozna¢me P(A) pocet liniek iducich z mesta A. Ukézte,
ze > S(A) = > P(A)?. Cesty s medzipristatim ratajte podla
miesta medzipristatia. Nakoniec vyuzite zvysky po deleni vhod-
nym cislom.

3.6.7. Ukazte, Ze graf musi obsahovat aspon m vodorovnych a
aspon n zvislych hran. Dokazte, ze kazdy graf, ktory ma aspon
tolko hran ako vrcholov, obsahuje kruznicu.

3.6.8. Rozlisujte parne a neparne n. Dokazte, ze pre parne n je
najmensi mozny pocet farieb n?/4.

3.6.9. Do policok jedného stlpca vchadza S — n Sipok; tolko ich
aj vychadza. Zostrojme orientovany graf, ktorého vrcholmi st
stipce a kazdej Sipke z povodného stipca bijektivne zodpoveda
jedna Sipka v tomto grafe (moZeme dostat viacndsobné hrany i
slucky). Dokazte, Ze kazda suvisld ¢ast tohto grafu ma eulerov-
sky tah.

3.6.10. Kostra z predoslého navodu mé d poschodi. Nekostrové
hrany mo6zu spajat len vrcholy na spodnom poschodi. Ukéazte, Ze
vrcholy v spodnom poschodi maja rovnaky stupen ako v (,ko-
reni kostry).

3.6.11. Potrebujete zostrojit graf, ktory je bipartitny, ¢ize ne-
obsahuje nepéarne kruznice. (Inak nebude mozné ofarbit jeho vr-
choly dvomi farbami bez konfliktu.)

3.6.12. Ide o problém znamy pod anglickym nazvom ,gossip
problem*“. Viac sa o nom dozviete na internete alebo vo vzoro-



210 DRUHE NAVODY K RIESENIAM

vom rieseni.

3.7.1. Mézu byt stcty dvoch po sebe iducich trojic éisel rov-
naké?

3.7.2. Kolko dvojic mdme zapocitanych v jednej Stvorici? Ak
to dame dokopy s nasobkom poctu réznych dvojic z 6smich spe-
vakov, dostaneme hrozivo vyzerajicu rovnicu s dvomi celodi-
selnych nezndmymi. Nezabudnime sa presveddit, Ze ak ndjdeme
nejaké (podla nas) najmensie m, tak sa musime aj presved¢it,
7e je to zrealizovatelna hodnota.

3.7.3. Predpokladame, ze ku kazdej 14-tici jazykov existuje as-
porti jeden ucitel, ktory neovlada ani jeden z tych 14-tich jazykov.
Pozrime sa na jedného ucitela: kolko je (najviac) 14-tic jazykov,
z ktorych ani jeden jazyk neovlada? Vieme nejaké vysledky po-
rovnat a dojst ku sporu?

3.7.4. Zacnime od ay a pripocitavajme k nemu postupne roz-
diely ag — a1, az — as, ..., a2, — a2,_1. Aky najmensi sucet by
sme takto mohli dostat, ak by neexistovali tri rovnaké rozdiely
Ai41 — ai?

4.1.1. Cislo je delitelné 6smimi prave vtedy, ked jeho posledné
trojcislie je delitelné 6smimi. Jednou z vymietianych éislic bude
Cislica z posledného trojcislia; rozoberte tri moznosti.

4.1.2. Predstavte si, Ze na Deimose zaviedli novi menu, martan-
sky dolar. Hodnota jedného martanského doléra je 4 martanské
koruny; smu sa pouzivat uz len platidld v hodnote zodpoveda-
jacej povodnym platnym bankovkam.

4.1.3. Nech d je najviicsi spolo¢ny delitel ¢isel a, b. Potom exis-
tuju ¢isla A a B také, ze a = Ad, b = Bd. Preco st ¢isla A a B
nesudelitelné?

4.1.4. Kazdé prvocislo sa da zapisat v tvare 6k + 1. Preco je
v zadani predpoklad n > 127

4.2.1. Cislo p® — ¢* je nepérne vtedy a len vtedy, ked maji p a
g roznu paritu. Dokazte a vyuzite. Ind moznost: rozlozte vyraz
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p? — ¢ na stéin a vyuZite, Ze &sla p + ¢ a p — ¢ maja rovnakd
paritu.

4.2.2. Ak n = 3k + z, tak n? a 22 davaja rovnaky zvysok po
deleni tromi. Preto sta¢i vyskusat moznosti z = 0,1,2 a vieme
zvySok Tubovolnej druhej mocniny po deleni tromi.

4.2.3. K zvolenému x bude y = (22 — 27)/5 celé &islo len vtedy,
ked 22 — 2 bude delitelné piatimi. Aky zvySok po deleni piatimi
méze davat &islo 227

4.2.4. Potrebujeme, aby vyraz v ¢itateli zlomku (obsahujuci
premennd a) bol delitelny tromi i piatimi. Vieme urcit zvySok
vyrazu po deleni tromi, ak vieme zvySok ¢isla a po deleni tromi?

4.2.5. Pozrite sa na zvysok daného vyrazu po deleni malymi
¢islami. Overte si napriklad to, Ze vyraz x> — x 4 2 nie je nikdy
Stvorec, lebo dava nevhodny zvysok po deleni tromi.

4.2.6. Pozrite sa na zvysky po deleni tromi. V tlohe b) si opit
vypiSte zopar dvojic a hladajte ¢osi spolo¢né pre nevyhovujice
dvojice.

4.2.7. Cislo sa ned4 napisat ako stcet dvoch stvorcov, ak déva
nevhodny zvySok po deleni $tyrmi ¢ 6smimi. Ostéva dokdzat, ze
&isla v tvare 5211 45 st si¢tom dvoch $tvorcov. Treba uhadnut
tie dva §tvorce v rozklade; skiimajte vyrazy tvaru (A-5% + B)2.

4.3.1. Kolko prvocisel ma n v rozklade? Aké prvocisla tam ur-
¢ite buda?

4.3.2. a) Cislo v tvare p?, kde p je prvoéislo, sa na stéin dvoch
¢isel da rozlozif len dvomi spésobmi: 1-p? alebo p-p. Porovnanim
s rozkladom (n — 13)(n + 11) dostaneme v oboch pripadoch si-
stavu dvoch linedrnych rovnic s dvomi nezndmymi. b) Rozlozte
zadany vyraz na sucin prvocisel, alebo aspon na nejaky sucin
celych ¢isel ¢i vyrazov s celoc¢iselnou hodnotou.

4.3.3. Vyjadrite jednu premennii pomocou druhej, vysledny zlo-
mok upravte tak, aby nemal v ¢itateli premenna. Iny postup:
vyuZite, ze mn —4m — 4n = (m — 4)(n — 4) — 16.

4.3.4. Priklad jednoduchsej dlohy: n + 1 a n — 20 st druhymi
mocninami prirodzenych ¢isel. Aké moze byt n? Oznacte si nase
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mocniny trebars a? a b%; odvodte vztah medzi a a b, ktory ne-
obsahuje n. Pomoéct vam moZe aj to, ak viete vyriesit predoslé
ulohy.

4.3.5. Vyrieste tlohu o Nevedkovi.

4.3.6. Dokazte, ze ak by = alebo y boli neparne, nebude mat
rovnica rieSenie. Ak su parne, podari sa nam daco rozlozit na
sucin.

4.3.7. Vyraz " — y™ sa vzdy d4 rozlozit na siéin; vSimnite si
jednotlivé zatvorky v tomto rozklade. Dokéazte, Zze n musi byt
parne, inak by nemala rovnica rieSenie. Vyuzite to.

4.4.1. Budte trpezlivi a ndjdite vSetky moznosti pre Stvorice
prvocisel.

4.4.2. Aku dlha periédu mé jedna sedmina?

4.4.3. Dvanéstimi je ¢islo delitelné prave vtedy, ked je delitelné
tromi aj $tyrmi. Co vieme povedat o nasom ¢isle z hladiska
delitelnosti tromi a Styrmi?

4.4.4. Vysledkom suctu Siestich spominanych c¢isel je vzdy na-
sobok 222, pritom nesmie byt prili§ velky.

4.4.5. Povedzme, Ze naSe ¢islo mé desaf ¢islic. Aj keby cislice
néasho ¢isla boli deviatky, nebude ich sicet prilis velky (na rozdiel
od hodnoty néasho ¢isla). Vyhladajte si niekde pravidlo delitel-
nosti jedenastimi, ak ho nepoznate.

4.4.6. Ozna¢me S vek starého otca a A vek vnuka, ktory deli
S. Pre podiel S/A méme len méalo moznych hodnot, lebo A je
dvojciferné ¢islo

4.4.7. Na aku ¢islicu moze koncit mensi palindrém z dvojice?

4.4.8. Chceme ¢isla w, pre ktoré 1000 | (3w —2)? —w?. Rozlozte
na sucin, ¢o sa len da.

4.4.9. Vsimnite si bloky 167 ¢islic posunuté o jedna (¢ize maju
165 cislic spoloénych). Vyjadrite hodnotu ¢isla uréeného prvym
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blokom pomocou hodnoty urcéenej druhym blokom a krajnych
¢islic tychto blokov. Co z toho viete usudit o krajnych ¢isliciach?

4.4.10. Kazdé rozkokosené ¢islo je delitelné ¢islom 99999; do-
kézte. Ako moze vyzerat zépis takého Cisla v desiatkovej st-
stave?

4.4.11. Aby sme mohli pouzit kritérium delitelnosti jedends-
timi (rozdiel stétu éislic na neparnych miestach a stactu &islic
na parnych miestach musi byt ndsobkom 11), treba vediet pa-
ritu dizky desiatkového zapisu ¢isel v nasej postupnosti. Zistite,
kedy je tato dizka parna a kedy nie.

4.4.12. Chceme, aby nasobky ¢isla a obsahovali dva bloky rov-
nakych dislic (a pripadne nejaké nuly). Potom zarucene budiu
mat pozadovanu vlastnost.

4.5.1. Predstavte si graf niaSho mmnohoclena. Ako sa prejavi
predpoklad zo zadania, ak ho posunieme o nm smerom nadol?
A aky bude absolatny ¢len?

4.5.2. Ukéazte, Ze n = k? vyhovuje.

4.5.3. Vhodné by bolo néjst niekolko delitelov zadaného poly-
nému. Z identity S. Germainovej z* +4y?* = (224 2zy+2y?)(2*—
22y +2y%) mame jeden rozklad, zo vzorca pre a® —b® dalsi, staci
ich spojit dokopy a ukézaf, ze vSetky Styri najdené delitele st
vacsie ako 1.

4.5.4. Zvysok polynému 2"+ + (x 4+ 1)" po deleni z(z + 1) je
linedrny polyndém azx + b, ktorého koeficienty vieme zistit tak, Ze

za x dosadzame rozne hodnoty a pre a a b dostavame linedrne
rovnice.

4.5.5. N4jdite rekurentné vyjadrenie hodnot vyrazov typu (x™—
y™)/(z — y) pomocou symetrickych polynémov p = zy a ¢ =
T+ y.

4.6.1. Zistite hodnotu zvysku ¢isla n po deleni ¢islom 60. Pozor,
éisla 4 a 6 su sudelitelné!

4.6.2. Vieme, 7e p | 57~ — 2P~!. Predpokladajme, Ze navyse
p| 5% —2%a q> p. Vyuzite, ze ¢isla ¢ a p — 1 st nestdelitelné,
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Gize ¢islo 1 sa d& napisat ako ich linearna kombinécia, a dokazte,
ze p = 3.

4.6.3. Hladajte vhodné péarovania ¢lenov ziskanych rozpisanim
kombinaé¢ného ¢isla a rozndsobenim stéinu (2p — 1)!/p! = (p +
(p—=1)) - P+2)(p+1).

4.7.1. Vsimajte si delitelnost tromi.

4.8.1. Nech a < b < c. Ukézte, ze a < 4. Podobne postupujte
dalej.

4.8.2. Z rovnosti zadanych ¢isel vyjadrite podiel b/c pomocou
a.

4.8.3. Zavisi pocet tahov od toho, ako hraci hraja?

4.8.4. Vyrieste najprv jednoduchsiu tlohu: ¢o ak a a b s nest-
delitemé?

4.8.5. Chceme Stvorice a, b, ¢, d, pre ktoré plati a(d — ¢) = be
(alebo podobny vztah). Ukézte, Ze d — ¢ a ¢ si nesidelitelné,
preto c deli a. Ukézte, ze dokonca ¢ = a.

4.8.6. Hladame najmensie n, pre ktoré je ¢islo n+2 nestdelitelné
s kazdym z ¢isel 7,8, ..., 31.

4.8.7. Dokazte, ze abc | a + b+ ¢ a uvedomte si, Zze ,takmer
vzdy“ abc > a+ b+ c.

4.8.8. Iny postup pre jednu z implikacii: ak p a ¢ maja spoloc¢-
ného delitela, vieme ndjst aj spoloéného delitela ¢isel 2P — 1 a
29 — 1. Stadi poznaf spravny vzorec pre rozklad na suéin.

4.8.9. Lahsie sa c¢osi vyjadruje z linedrnej rovnice ako z kvadra-
tickej. Dosadte vyjadrenie jednej z premennych do druhej rov-
nice. Kvadratickéd rovnica m4 rieSenie, len ak jej diskriminant je
nezaporny. Iny postup najdete v poznamke za vzorovym rieSe-
nim.

4.8.10. Pre y > 2 je pravé strana aspoii takd, ako 2% a lavd zase
skoro vzdy mensia, lebo je to iba polyném tretieho stupna. Preto
stadi vyskasat ,malé“ z. Spresnite tivahu o velkostiach, aby ste
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zistili, ¢o znamend ,malé“. Na dokazy odhadov a nerovnosti
mozete vyuzif matematick( indukciu.

4.8.11. Keby také postupnost neexistovala, plati toto: pre lubo-
volny zvySok po deleni lubovolnym ¢islom existuje Fibonacciho
dislo, ktoré tento zvySok ddva. To je dost silnéd vlastnost vzhla-
dom na to, akd je tdto postupnost ,derava“. Na zvysky Fibo-
nacciho ¢isel po deleni danym dislom sa vieme lahko pozriet,
pretoze vytvoria periodicki postupnost. (Dokazte!)

4.8.12. Dokazte, Ze ziaden ¢len nasej postupnosti nie je delitelny
tromi.

4.8.13. a) ak x patri do A, tak aj kx patri do A pre kazdé
prirodzené ¢islo k; vezmite si prvky p/q z A a r/s z B a najdite
éislo vyjadrené pomocou p, g, r, s, ktoré by muselo patrit do
oboch mnozin; b) vSimnite si takito vlastnost ndsobenia: ak
vezmem nésobok trebars sedmicky a ¢imkolvek prirodzenym ho
vynasobim, dostanem opét nasobok sedmicky.

4.8.14. Ukéazte, ze odmocnina z celého ¢isla je bud ¢islo iraci-
onélne, alebo celé. VSimnite si, Ze ak je druhd mocnina delitelna
11, musi byt delitelna aj 112.

4.8.15. Nech (k — 1)/2™ = ¢, vyjadrite ¢ z povodnej rovnice.

4.8.16. Ukazte, ze medzi zlomkami i(m + n)/m a j(m + n)/n
lezi celé ¢islo, ktoré sa da ,,pekne* vyjadrif pomocou i a j.

4.8.17. Bez ujmy na vSeobecnosti mézeme predpokladat, ze z >
y > z. Ukazte, e 3z > y%. Na druhej strane 22 | y + 23, preto
2% < 2y3. Z tjchto vztahov pre velkost = a y vyplyva, ze stadi
vysktsat koneéne vela moZnosti. Zjemnenim tivah sa d4 aj pocet
moznosti zredukovat.

4.8.18. Pocitajte nepriame cesty podla miesta medzipristatia.
Dostanete stcet mocnin ¢isla 4; po deleni akym c¢islom vieme
ihned urcit zvysok takejto mocniny? (Nie, jednotka ani dvojka
ndm nepomozu.)

4.8.19. Dokazte, ze ak ku x > 2 existuje vyhovujice y, musi
byt x parne. RozloZte 3* — 1 na stéin. Aky je najvicsi spoloény



216 DRUHE NAVODY K RIESENIAM

delitel stcinitelov v rozklade?
4.8.20. Podiel a/3%9%3 nemoze byt velmi velky.
4.8.21. Dokéazte, Ze ant4s = apn + 20s.

4.8.22. Uvazujme vSetky mozné podmnoziny mnoziny Rasto-
vych ¢isel. Pre kazda z nich vypocitame sacin vsetkych jej prv-
kov; to, o nés zaujima, je opiaf parita exponentov v rozklade
vysledku na prvocisla. Ak dve z tychto mnozin daja ,rovnaky*
vysledok, budt sa dat vhodne skombinovat.

4.8.23. Dokéazte, Ze ay | ang. Takato vlastnost méa aj Fibonac-
ciho postupnost. Pre 1iu pozname velmi vela roznych vztahov,
napriklad Fp,+n = FinFp—1 + Finp1Fn 6 Fopyq = F13+1 — F,?
Podobné by mohla spliiat i postupnost v tlohe. Po vyrieseni
ulohy si precitajte poznadmku za vzorovym rieSenim.

4.8.24. Nech x = y+2z. Pre z # p/3 upravte pévodnii rovnicu na
kvadratickt rovnicu pre y; ukazte, ze jej diskriminant je kladny
len pre koneéni mnozinu hodnét z.

4.8.25. Dokézte, ze m = 3.

4.8.26. Cinitele v st¢ine v ¢itateli upraveného zlomku st méalo-
kedy rovné jednej, preto sa musia pokratit s ¢imsi z menovatela,
aby sme mohli dostat prvodislo.

4.8.27. Ukéazte, ze pre n = 11 uz nejaké rieSenie dostaneme.
Bude ich dokonca nekone¢ne vela. Na konstrukciu nekonecnej
postupnosti rieSeni moZete vyuzit rekurencie; rieSenia nemusite
objavit vSetky.

4.8.28. Dokézte, ze d¢isla liSiace sa o p + ¢ aj o 2q — p lezia
v rovnakej mnozine.

4.8.29. Dokézte, ze ak [ nie je delitelné tromi, polyném a?+a-+1
deli polyném a? + a! + 1. Pouzite indukciu alebo pristup cez
komplexné korene.

4.8.30. Vhodnou substiticiou dosiahnite, aby na Tavej strane
boli $tyri rovnaké cisla.

4.8.31. Vyuzivajte nerovnosti a odhady velkosti.

4.8.32. Oznaéme z = > a napisme 22? ako stucin dvoch ,tak-
mer* nestudelitelnych zatvoriek. Potom tieto zdtvorky musia byt
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,takmer“ Stvorce.

4.8.33. Vyuzite, ze podiel (m? +n)?/(f(m?) + f(n)) pri vhod-
nych dosadeniach vieme rozdelit na celé ¢islo a zlomkova cast,
ktora je mensia ako jedna.

4.8.34. Nech ¢ = /3n — L aw = —1/2+ (v/3/2)i. Trojnasobok
sumy v zadani je rovny
(1+¢)% + (1 +wg)®™ + (1 +w?q)®™.

Pritom 1+ ¢, 14 wgq, 1 +w?q st korefimi istého kubického poly-
nému (nédjdite ho). Preto pre ne platia Vietove vztahy; odvodte
rekurentné vztahy, ktoré umoznia vypocditat sicet 3m-tych moc-
nin tychto korenov.

4.8.35. Ukazte, ze ak tvrdenie z prvého navodu plati pre m aj
pre n, tak plati aj pre mn.

5.1.1. Ststava rovnic s dvomi nezndmymi, poc¢tom vrabcov a
poctom holubov.

5.1.2. Ststava rovnic.

5.1.3. Ak mame trindst roéznych prirodzenych ¢isel, musi ich
stcet byt aspori 1 +2+ --- + 13.

5.1.4. Vyjadrite zo zadanych vztahov pozadovant hodnotu. Nie
je nutné zistit, kolko vézia jednotlivé druhy ovocia.

5.1.5. Kedy ukazuja dvoje rucickové hodinky rovnaky cas?
5.1.6. Sustava rovnic.

5.1.7. Porovnajte vyrazy v zadani, skiste napr. zistit, kedy je

dené konkrétne hodnoty = a y. (Pozri prvy navod.)

5.1.8. Prepiste si priemerné pocty bodov zo zadania pomocou
zavedeného oznacenia. Akt hodnotu potrebujeme vyjadrit?

5.2.1. Skuste rovnice odéitat alebo séitat.

5.2.2. Dokazte, ze ak x1 a x5 s celociselné rieSenia rovnice
22 +pxr +q =0, tak 129 — 21 — 22 = 2005. Vyjadrite jedno
pismenko pomocou druhého.

5.2.3. Kvadraticka rovnica axz?+bz+c¢ = 0 ma dve roézne reilne
rieSenia vtedy, ked jej diskriminant D = b —4ac je kladny. Nem4,
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rieSenia, ak diskriminant je zdporny. Nezabudnite overit, Ze rie-
Senia, ktoré dostanete, patria do intervalu, na ktorom rovnicu
riesite.

pristup: sktisme napisat z = 11a + b.

5.2.5. Upravte rovnicu do tvaru (|z] — {z})[1+1/(|z]){z})] =
0. Ukazte, Ze musi platit z = |z] — 1/|z].

5.2.6. Linearne rovnice st lepsie ako rovnice s kvadratickymi
¢lenmi ab, ac ¢i cd. Ststredime sa preto na tie Skaredsie vyrazy.
V druhej a Stvrtej rovnici je po jednom, v tretej dva, preto
sC¢itame druht rovnicu so $tvrtou a odratame tretiu. Este do
toho nejako zamontovat prvi, aby sa daco dalo rozlozif na stcin.

5.2.7. Dokazte, ze 22 +xy+y?+z+y-+1 > 0 (napriklad tpravou
na $tvorec). Pre x = y dostaneme po vhodnom odé¢itani rovnic
z =y alebo z = —y — 1. Korene kubickej rovnice sa presne daja
zistit pomocou Cardanovych vzorcov.

5.2.8. Skusajte sustavy rovnic s vysokym stupfiom symetrie.
Najdite taku, o ma ¢o najmenej premennych a presne 3 rieSenia.
A ¢o pre b rieseni?

5.2.9. Vsimnite si, Ze lavé strany ,maji malt Sancu® byt vSetky
naraz zaporné, lebo obsahuji druhé mocniny s kladnym zna-
mienkom.

5.3.1. Vsetko dajte na jednu stranu, vyjde, ze stiet nezapornych
¢isel mé byt nezéporny.

5.3.2. Skuste doplnenie na stvorec. Co chyba ku vyrazu z* +
ax3? Uz len posledny ¢len z rozvoja (p + q)? = p* + 2pq + ¢°.

5.3.3. b) Zbavte sa z z predpokladov.
5.3.4. Ukaite, 7e stacia stebielka s dlzkou 1/12.

5.3.5. Jednou z moznost{ je zmensit pravi stranu; nahradit ju
nejakou rastticou funkciou n, ktord sa pohybuje medzi Tavou
stranou a jednotkou. Skuste funkcie typu 1—1/n, 1—1/2" a pod.
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Inou moznostou je uhddnut presny sicet lavej strany (vyjadreny
krajsim vyrazom) a hypotézu dokézat indukciou.

5.3.6. Kazdu z odmocnin vlavo odhadnite zdola vyrazom obsa-
hujicim ¢leny z pravej strany (napr. typu x + 2y + 2/3).

5.3.7. Dosadte viizbu, dostanete nerovnost s dvomi premennymi
xz a y. Da sa dokdzat vhodnym pouzitim AG-nerovnosti (na
,mensej“ strane su dva ¢leny, ktoré vieme jednotlivo zhora od-
hadntf pomocou ¢lenov z druhej strany). Ind moZnost: skiste
substitaciu x = z + 6, y = z — J a pravu na Stvorec.

5.3.8. Po tuprave vizby dostaneme zy + yz + zx + 2zyz = 1.
Viete hodnotu zy + yz + zz odhadnit zdola pomocou zyz?

5.3.9. Nech = < y; dokaite, ze f(x) — 22 — 2 < f(y) — %> —v.
Predpoklady o f prepisané cez definiciu rastticej funkcie (porov-
navame hodnoty v = a v y) ndm dévaju nejaké odhady na f(x)
a f(y). Vytvorte nerovnost, ktora chcete dokazat a neobsahuje
f, iba x a y. Pri jej dokaze moZete pouZzit trebdrs ipravu na
Stvorec.

5.3.10. Problém s indukciou je v tom, ze n nielen vyjadruje
pocet premennych, ale je zaroven v exponente. Platila by ne-
jaka vSeobecnejsia nerovnost? Odporicame preéitat si vzorové
rieSenie aj v pripade, ze ste tlohu vyriesili.

5.3.11. Dokézte, ze skimany vyraz mé nanajvys takt hodnotu
ako 14 |cosy| + |sinyl.

5.3.12. Nerovnost sa zjednodusi napriklad po pridani vizby d?+
e?2 + 2 = 9. Co viete povedat o f2, ak f je koreii s najvicsou
absolutnou hodnotou?

5.3.13. Vsimnite si, ¢o sa stane, ak ku kazdému ¢lenu v nerov-
nosti pripocitate jednotku. Vysledny ¢len (zlomok) sa potom
da rozdelit na dve Casti, z ktorych ani jedna neobsahuje v ¢ita-
teli ,vzdialené* ¢isla z; a x;43. Az tlohu vyriesite, precitajte si
vzorové riesenie.

5.3.14. Dokazte, ze Y ar > Y (2akak+1)/(ag+ags1). (Viimnite
si ten harmonicky priemer na pravej strane.)

5.3.15. Dokézte, ze a/(1 — a?) > (3v/3 + 3)a?/2. Iny pristup:
na odhad lavej strany sa d& pouzif vazend Jensenova nerovnost.



220 DRUHE NAVODY K RIESENIAM

Vzorové rieSenie je velmi pouéné, ukazuje tri rozne sposoby rie-
Senia.
5.3.16. Dokazte, ze plati
m 2 m m 2 m
A, 9 A, anAp,
— ] <4 2 — ] —4 .
> (5) sayaend(F) e
n=1 n=1 n=1

n=1

Odhadnite zhora ¢len posledny ¢len v ostatnej nerovnosti.
5.4.1. Vsimnite si dve situdcie, diferencia aritmetickej postup-
nosti spominanej v zadani moéze byt bud delitelné 41, alebo nie;
v druhom pripade vSak musi byt niektory ¢len tejto postupnosti
delitelny 41.

5.4.2. Pozrite sa na ¢isla zapisané v pitkovej ststave; v nasom
pripade budeme pouzivat iba ¢islice 0 a 1. Usporiadajte si nie-
kolko najmensich podla velkosti a odpozorujte, ako to bude dalej
pokracovat.

5.4.3. Ukazte, ze ak sa vyskytne trojica 4, 6, 4, musi sa za 1ou
vyskytnut Stvorica 2, 4, 2, 4 a neskor opiit 4, 6, 4.

5.4.4. Ukazte, ze a,, dostaneme tak, ze zapiSeme n v dvojkovej

sustave a vzniknuty zapis precitame, akoby bol v osmickovej
ststave.

5.4.5. Ukazte, ze pre vhodné konstanty b a c plati v2n+c¢ <
TpV2n +c+b.

5.5.1. Skuste x =t a x = 1 — ¢. Dostanete ststavu rovnic.
5.5.2. Dokazte, ze f je neparna a kladna na kladnych cislach.
Rovnica mé jediné rieSenie, aké bude?

5.5.3. Ukdite, ze ak f(n) <mn, tak f(f(f(...(n)...) <n.

5.5.4. Ak ste to doteraz nespravili, dosadte y = 1/z axz =1 (do
povodnej rovnice). Dokézte, Ze obor hodndt obsahuje interval

(f(1),00).
5.5.5. Skusajte také dosadenie, aby argument f na lavej strane
bol rovnaky ako na pravej, potom nam dva ¢leny vypadnu.

5.6.1. Matematickou indukciou dokazte, ze v prvych n skupi-
nach je n? neparnych &isel.

5.6.2. V optimédlnom rieseni pojdu turisti rovnako vela peso.
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(I na bicykli.) Oznac¢me T ¢as, ked turista ide peSo, a t ¢as,
ktory sa vezie. Celkovy cas prepravy je potom T + t. Ukazte,
Ze existuje spdsob prepravy, kde presne tento ¢as dosiahneme.
Napiste si rovnice, z ktorych sa ¢as T + t d4 vypoditat.

5.6.3. Porovnajte stucet ¢isel pred nahradenim a po nom; jedind
moznost, pre ktort to sedi, je nulovy sucet. Ked mame usporia-
dané podla velkosti prvky povodnej mnoziny aj prvky mnoziny,
¢o vznikne nahriddzanim, dostaneme ststavu s vela rovnicami.
Ukazte, ze mnozina neobsahuje nulu.

5.6.4. Pre hodnotu z, o ktort dizky stran zvicsime ¢ zmensime,
dostaneme kvadratickd rovnicu. Ukazte, ze ma nezaporny dis-
kriminant a Ze aspon jeden z jej korenov ma vsetky pozadované
vlastnosti.

5.6.5. Ked spominaniti ststavu rovnic rieSime dosadzovacou me-
tédou, dostaneme, ze ma rieSenie len pre a = 1 alebo a = —1.
Ukazte, ze vzdy existuje jedna skrinka, ale k niektorym manu-
alom mozu existovat aj dve skrinky.

5.6.6. Ukézte, ze &isla 2232, 2% + 95 aj 23y> st racionélne.

5.6.7. Ukazte, ze zlomok p/q vieme dostat jednou z popisanych
operacii zo zlomku s mensim menovatelom.

5.6.8. Stredy stmernosti musia lezat na grafe funkcie. ZloZzenim
dvoch stredovych siimernosti je posunutie. Linearna funkcia by
mala byt uréend priamkou prechddzajicou tymito stredmi.

5.6.9. Ozna¢me R(r) = (z — m)? + n. Prepiste podmienku
P(t) < Q(t) s vyuzitim R. Ako vyzerd mnoZina &isel z, pre
ktoré R(z) <17

5.6.10. Dokazte, ze

2 n—1 1 n qn_l
1+2¢+3¢+--+n¢"" " =——(ng" — .
g—1 q-—1

5.6.11. Ozna¢me A = a + ¢, B = b+ d. Dokaite, ze AB < 0.
Najdite horny odhad vyrazu (A% + B?)/(ac).

5.6.12. Skonstruujte vhodné poradie pre n = 2,4,8,16. ..
5.6.13. Ukazte, ze f(x) sa d4 napisat ako podiel dvoch polyné-



222 DRUHE NAVODY K RIESENIAM

mov.

5.6.14. Ukézte, ze 000 = 0. Viete z tohto vztahu dokondit dokaz
s dvomi dalsimi dosadeniami?

5.6.15. Zvazte otoCenie o 90 stupiiov okolo bodu (0,0) alebo
algebraicky pristup cez ststavu rovnic, o ktorej treba ukazat, ze
mé dostatoéne vela rieSeni.

5.6.16. Ukazte, ze existuje kone¢na mnozina M takd, ze hmot-
nost kazdej ovce vieme jedinym spdsobom napisat ako linedrnu
kombinaciu ¢isel z M s racionalnymi koeficientmi. (Linedrna
kombindcia ¢isel x, y, z s koeficientmi a, b, ¢ je ax + by + cz.)
Jedna vhodna mnozina M je podmnozinou mnoziny hmotnosti
vsetkych oviec.

5.6.17. Ak menovatela z pravej strany ddme na lavi, pribudne
nam tam k tym zatvorkam ac. Pri odhade toho sti¢inu pomocou
AG-nerovnosti toto ac bude treba niekam priradif. Skimajte
vyraz A + acB.

5.6.18. Dokéazte, ze plati

a; @41 + + apn—1 a;
i+l Git2 an, aiy1 — 1

5.6.19. Pri dokaze pravej nerovnosti treba spravit vela mensich
Gvah, nebojte sa pokazit symetriu. Mozete skisit napr. substi-
ticiua=u+v, b=u—v.



Kapitola 8

Dalsie materialy

Cielom tejto kratkej kapitoly je poniknut vam informécie o ma-
teridloch o stredoskolskej matematike.

Knihy

1. T. Hecht, Z. Sklenarikova: Metédy rieSenia matematickych
tloh. SPN, Bratislava 1992.

2. J. Herman, R. Kudera, M. Sim8a: Metédy riesenia matema-
tickych tloh. Tato kniha ma 2 diely, oba vysli aj v angli¢tine a
velmi ich odportdame.

3. L. C. Larson: Met6dy riesenia matematickych problémov.
Alfa, Bratislava 1990.

4. A. Engel: Problem-solving strategies.

5. RocCenky matematickej olympiady. Nasa MO ma za sebou 60
ro¢nikov a takmer zo vSetkych boli vydané roc¢enky s komplet-
nymi zadaniami a rieSeniami. Dostupné by mohli byt na Skoléch,
najmi na gymnaziach s triedami zameranymi na matematiku.

6. Publikicie SMM (Skola mladych matematikov). Je ich nie-

kolko desiatok a boli vydané este za socializmu, niektoré z nich
st fajn (napr. Dirichletov princip, Matematicka indukce ¢i Kruz-
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nice), iné s napisané nedostupnym $tylom s mnoZstvom vyso-
koskolského formalizmu. Ale zvyc¢ajne sa z nich d4 niec¢o naudit;
dostupné st na niektorych gymnéziach v kabinetoch matema-
tiky.

Niektoré z uvedenych publikacii najdete v kniznici KMS (viac
na stranke http://kms.sk/kniznica).

Elektronické materialy

V prvom rade su tu archivy zadani a vzorovych rieSeni seminara
KMS (kms.sk/archiv) a semindra STROM (http://seminar.
strom.sk/priklady/archiv/index.php?).

Kdeco sa najde taktiez v kniznici ¢eského seminara PraSe, http:
//mks.mff.cuni.cz/library/library.php.

Zadania a riesenia uloh z matematickej olympiady najdete na
slovenskej stranke http://skmo.sk/dokumenty.php, prip. na
Ceskej stranke http://www.math.muni.cz/"rvmo/. (MoZno to
neviete, ale zadania ¢eskej a slovenskej MO st rovnaké.)

Ak maéte zdujem o medzindrodni matematickt olympiddu, vela
najdete na stranke http://www.imomath.com/. Si tam zada-
nia ndrodnych olympidd a medzindrodnych satazi, historické
vysledky jednotlivych riesitelov i krajin a rozne materidly na
pripravu.

Rozne zaujimavosti (napriklad o projektivnej geometrii, Feuer-
bachovej kruznici ¢ komplexnych ¢islach) ndjdete na stranke
http://www.cut-the-knot.org/.

Ak vas zaujima tedria ¢isel, odporiucame projekt PEN: http:
//projectpen.wordpress.com/. Je to zbierka pomerne naroc-
nych tloh z tedrie ¢isel, casto aj s popisom metéd potrebnych
na ich vyriesenie.

Ak véas zaujima, ako vyzera priprava timu Spojenych Statov na
IMO, pozrite si ich tréningové materidly: http://www.math.
cmu.edu/ “ploh/olympiad.shtml.

Dobrtt knihu o tom, ako riesit narocnejsie geometrické tilohy
na urovni medzinarodnej olympiddy, najdete na stranke http:


http://kms.sk/kniznica
kms.sk/archiv
http://seminar.strom.sk/priklady/archiv/index.php?
http://seminar.strom.sk/priklady/archiv/index.php?
http://mks.mff.cuni.cz/library/library.php
http://mks.mff.cuni.cz/library/library.php
http://skmo.sk/dokumenty.php
http://www.math.muni.cz/~rvmo/
http://www.imomath.com/
http://www.cut-the-knot.org/
http://projectpen.wordpress.com/
http://projectpen.wordpress.com/
http://www.math.cmu.edu/~ploh/olympiad.shtml
http://www.math.cmu.edu/~ploh/olympiad.shtml
http://www-math.mit.edu/~kedlaya/geometryunbound/
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//www-math.mit.edu/ kedlaya/geometryunbound/.

Ak méate programétorské ambicie a zdroven v oblube mate-
matiku, mohol by vés zaujat projekt s ndzvom Euler (http:
//projecteuler.net/).

No a nakoniec pridavame odkaz na férum Mathlinks , kde sice
asi nie je vSetko, ale ak to, ¢o hladate, existuje, tak vam pora-
dia, kde to najdete: http://www.artofproblemsolving.com/
Forum/portal.php?ml=1.


http://www-math.mit.edu/~kedlaya/geometryunbound/
http://www-math.mit.edu/~kedlaya/geometryunbound/
http://projecteuler.net/
http://projecteuler.net/
http://www.artofproblemsolving.com/Forum/portal.php?ml=1
http://www.artofproblemsolving.com/Forum/portal.php?ml=1
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