Hallova veta
Jozef Rajnik, Letné skola matematiky 31. 7. — 4. 8. 2017

Veta 1 (Hall). Bipartitny graf G s particiami A, B m4 perfektné parenie prave vtedy, ked Tubovolna podmnozina
vrcholov mnoziny A mé aspoii tolko susedov ako prvkov.

Uloha 1. Nech G je bipartitny graf, v ktorom kazdy vrchol ma stupen d > 0. Dokézte, ze jeho hrany mozno
zafarbif d farbami tak, aby hrany so spoloénym vrcholom mali réznu farbu.

Uloha 2. Kiuzelnik zamiesal balicek 52 zolikovych kariet (bez Zolikov) a rozdelil ich na 13 kopok po 4 karty.
Dokézte, ze Kuzelnik vie z kazdej kopky vybrat jednu kartu tak, aby z kazdej hodnoty vytiahol prave jednu
kartu (t. j. dvojku, trojku, ..., kréla a eso).

Uloha 3. Dané st dva §tvorcové kusy papiera, kazdy s obsahom 2003. Kazdy papier je rozdeleny na 2003
mnohouholnikov s obsahom 1 (rozdelenia mézu byt rézne). Jeden kus papiera polozime na druhy. Dokdzte, ze
mozeme pomocou 2003 spendlikov prepichnit vsetkych 4006 mnohouholnikov.

Uloha 4. Nech n je kladné celé ¢islo. Nech Sy, Sa, ..., Sp su podmnoziny mnoziny {1,2,...,n} také, ze pre
Iubovolné 1 < k < n zjednotenie Tubovolnych k& podmnozin obsahuje aspoii k prvkov. Dokézte, Ze existuje
permutécia (ag,as,...,a,) ¢isel (1,2,...,n) takd, ze a; € S;.

Uloha 5. Na sachovnici 2n x 2n policok je v kazdom riadku a v kazdom stfpci prave n kamenov. Dokazte, ze
vieme spomedzi nich vybratf 2n kameiiov tak, ze kazdy je v inom stlpci a v inom riadku.

Uloha 6. Turnaja, ktory trval 2n — 1 dni, sa zacastnilo 2n timov. V jeden den hral kazdy tim jednu hru proti
inému timu. V kazdej hre jeden tim vyhral a druhy prehral. Pocas turnaja kazdy tim hral proti kazdému timu
prave raz. Je mozné vybraf jeden vifazny tim z kazdého diia bez toho, aby sme nejaky tim vybrali viackrat?

Uloha 7. Na kazdom policku mriezky n x n je napisané ¢islo 0 alebo 1 tak, ze Iubovolna mnozina policok, ktord
neobsahuje dve policka v rovnakom riadku alebo v rovnakom stlpci, obsahuje aspon jednu jednotku. Dokazte,
ze existuje i riadkov a j stlpcov, ktorych prienik obsahuje samé jednotky a navyse i +j > n + 1.

Uloha 8. Ucastnici letnych skol isli autobusmi na vylet. Trojsten zabezpecil n autobusov rovnakej kapacity pre
cestu tam aj spit. Kazdy tcastnik sedel na jednom sedadle. Pre vietkych tiéastnikov nestaéilo n — 1 autobusov.
Kazdy student, ktory iSiel autobusom tam, isiel autobusom aj spit, ale nie nutne tym istym. Dokézte, Ze existuje
n Studentov takych, ze kazdy dvaja Studenti boli v réznych autobusoch pocas oboch jazd.

Uloha 9. Na istej planéte sa nachddza 2%V krajin, N > 4. Kazd4 krajina m4 vlajku 1 x N §tvoréekov, na ktorej
je kazdy stvoréek zafarbeny nazlto alebo namodro. Ziadne dve krajiny nemaji rovnakid vlajku. Hovorime, Ze
mnozina N vlajok je pestrd, ak tieto vlajky vieme usporiadat do §tvorca N x N tak, ze vietkych N stvoréekov
na hlavnej diagonale mé rovnaku farbu. N4jdite najmensie kladné celé &islo M také, Ze z Tubovolnych M vlajok
moZno vybraf mnoZinu N pestrych vlajok.



