Hallova veta
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Uvod o tedrii grafov si mozete pozriet napr. v Zbierke KMS, ktord je dostupnd na https://kms.sk/zbierka/
alebo v internetovych ¢i kniznych zdrojoch.

Veta 1 (Hall). Bipartitny graf G s particiami A, B m4 pdrenie pokryvajice vsetky vrcholy mnoziny A préve
vtedy, ked Tubovoln4d podmnozina vrcholov mnoziny A mé aspoii tolko susedov ako prvkov.

Pozndmka. Ak chceme perfektné parenie, tak ndm staci ukézat, ze |A| = | B|.

Dékaz. Lahko vidiet, Ze ak graf G m4 parenie pokryvajice mnozinu A, uvedend podmienka (budeme ju nazyvat
Hallova podmienka) plati. Taziskom dékazu bude ukézaf opaént implikdciu, t. j. ak pre graf G plati Hallova
podmienka, obsahuje parenie pokryvajice mnozinu A. Dokaz spravime matematickou indukciou podla poétu
vrcholov v particii A.

Ak |A| = 1, tak Hallova podmienka ndm hovori, Ze jediny vrchol v mnozine A m4 suseda. Vybranim hrany,
ktora ho s nfm spaja mame hladané péarenie.

Predpokladajme, ze Hallova veta plati pre vsetky bipartitné grafy, v ktorych |A| < k. Ukdzeme, 7e plati
aj pre také grafy, kde |A| = k. Prepokladajme, ze kazdd Vlastnaﬂ podmnozina mnoziny A mé viac susedov
ako prvkov. V takomto krdsnom grafe si moézeme zvolit Tubovolny vrchol a z particie A. Z Hallovej podmienky
vieme, ze ma aspon jedného suseda b € B. Odstranme teraz z grafu G vrcholy a a b a oznatme novy graf ako
G’ a jeho particie ako A’ = A — {a} a B’ = B — {b}.

Zoberme si lubovolni podmnoZinu X mnoziny A’. Kolko m4 susedov v grafe G’? V grafe G m4 mnoZina
X aspoii | X| + 1 susedov. Preto v grafe G’ ma isto aspoii | X| susedov. To znamen4, ze graf G spina Hallovu
podmienku. Kedze ma k — 1 < k vrcholov, podla n4sho indukéného predpokladu vieme, ze v fiom existuje
parenie pokryvajice A’. Ak k nemu priddme hranu spéjajicu a a b, dostaneme parenie pokryvajice A v grafe
G.

LenZe svet nemusi byt taky krdsny a nemusf platit, Ze kazd4 podmnoZina mnoZiny A mé viac susedov ako
prvkov. Co ak to neplati? To znamend, Ze existuje vlastnd podmnozina A; mnoziny A, ktord mé v grafe G
prave |A;| susedov. Oznacéme si mnozinu jej susedov ako Bj. Teraz vieme tiez niec¢o fajn o nasom grafe. Preto
nebudeme zifatf a v kazdej jeho éasti ndjdeme perfektné pérenie.

UvaZujme bipartitiny graf G1, ktory dostaneme z grafu G ak particie ztiZime na A; a B;. KedZe vietci
susedia vrcholov z mnoziny A; st v mnozine B, Hallova podmienka ostala v grafe G; zachovana. Preto podla
indukéného predpokladu v grafe G existuje parenie pokryvajice A;.

Podobne uvazujme graf G s particiami Ao = A— A} a Bo = B— Bj. Spfﬁa aj graf Go Hallovu podmienku?
Co ak by existovala podmnozina X mnoziny As, ktord by mala menej ako | X | susedov? Oznacme si jej susedov
ako Y. Zoberme si v grafe G mnozinu M = A; U X, ¢o je podmnozina A. Vd'aka tomu, ze A; N X = 0 m4
mnoZina M prave |A;| + | X| prvkov. KedZe A; m4 |A;| susedov a X ma menej ako | X| susedov, ma mnoZina
M menej ako |A1] +|X| prvkov. Avsak to je menej ako jej velkost. To je v spore s tym, Ze graf G splita Hallovu
podmienku. Preto graf G4 spiﬁa tiez Hallovu podmienku a z indukéného predpokladu v niom existuje parenie
pokryvajice mnozinu A. O

Uloha 1. Nech G je bipartitny graf, v ktorom kazdy vrchol ma stupen d > 0. Dokézte, ze jeho hrany mozno
zafarbit d farbami tak, aby hrany so spoloénym vrcholom mali réznu farbu.

Uloha 2. Kuzelnik zamiesal balicek 52 zolikovych kariet (bez zolikov) a rozdelil ich na 13 kdépok po 4 karty.
Dokézte, ze Kuzelnik vie z kazdej kopky vybraf jednu kartu tak, aby z kazdej hodnoty vytiahol prave jednu
kartu (t. j. dvojku, trojku, ..., krdla a eso).

Uloha 3. Dané st dva §tvorcové kusy papiera, kazdy s obsahom 2003. Kazdy papier je rozdeleny na 2003
mnohouholnikov s obsahom 1 (rozdelenia mozu byt rézne). Jeden kus papiera poloZime na druhy. Dokdzte, 7ze
moézeme pomocou 2003 §pendlikov prepichnit vietkych 4006 mnohouholnikov.

Uloha 4. Nech n je kladné celé éislo. Nech Sy, S, ..., S, st podmnoziny mnoziny {1,2,...,n} také, ze pre
Iubovolné 1 < k < n zjednotenie Tubovolnych k& podmnozin obsahuje aspoii k prvkov. Dokézte, Ze existuje
permutécia (ag,as,...,a,) ¢isel (1,2,...,n) takd, ze a; € S;.

Uloha 5. Na sachovnici 2n x 2n policok je v kazdom riadku a v kazdom stipci préave n kamenov. Dokazte, ze
vieme spomedzi nich vybratf 2n kameiiov tak, Ze kazdy je v inom stlpci a v inom riadku.

1Vlastnd podmnozina mnoziny M je také jej podmnozina, ktora nie je presne M. To, ze X je vlastnou podmnozinou mnoziny
M budeme zapisovat ako X C M.
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Uloha 6. Turnaja, ktory trval 2n — 1 dni, sa ziGcastnilo 2n timov. V jeden den hral kazdy tim jednu hru proti
inému timu. V kazdej hre jeden tim vyhral a druhy prehral. Pocas turnaja kazdy tim hral proti kazdému timu
préave raz. Je mozné vybraf jeden vitazny tim z kazdého diia bez toho, aby sme nejaky tim vybrali viackrat?

Uloha 7. Na kazdom policku mriezky n x n je napisané &islo 0 alebo 1 tak, Ze lubovolns mnozina policok, ktord
neobsahuje dve policka v rovnakom riadku alebo v rovnakom stlpci, obsahuje aspon jednu jednotku. Dokazte,
ze existuje ¢ riadkov a j stlpcov, ktorych prienik obsahuje samé jednotky a navyse ¢ + 35 > n + 1.

Uloha 8. Ucastnici letnych §kol isli autobusmi na vylet. Trojsten zabezpecil n autobusov rovnakej kapacity pre
cestu tam aj spat. Kazdy tcéastnik sedel na jednom sedadle. Pre vSetkych tiéastnikov nestacilo n — 1 autobusov.
Kazdy student, ktory iSiel autobusom tam, isiel autobusom aj spét, ale nie nutne tym istym. Dok4zte, Ze existuje
n Studentov takych, Zze kazdy dvaja Studenti boli v roznych autobusoch pocas oboch jazd.

Uloha 9. Na istej planéte sa nachadza 2V krajin, N > 4. Kazd4 krajina m4 vlajku 1 x N §tvoréekov, na ktorej
je kazdy stvorcek zafarbeny nazlto alebo namodro. Ziadne dve krajiny nemaji rovnaki vlajku. Hovorime, Ze
mnozina N vlajok je pestrd, ak tieto vlajky vieme usporiadaf do &tvorca N x N tak, Ze vSetkych N §tvoréekov
na hlavnej diagondle mé rovnaku farbu. N4jdite najmensie kladné celé ¢islo M také, ze z lubovolnych M vlajok
mozno vybrat mnozinu N pestrych vlajok.



