\\ Korespondenény matematicky seminar

| XLI. ro¢nik, 2019/2020 @@@
Trolsi'en

KMS, OATC KAGDM FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava

Mili $tudenti, ucitelia a ostatni matematicki nadSenci!

Dostavate do rik uvodny letak letnej casti 41. ro¢nika KoreSponden¢ného Matematického Seminara (KMS).
Tato sutaz organizovana obc¢ianskym zdruZenim Trojsten na pode Fakulty matematiky, fyziky a informatiky
Univerzity Komenského v Bratislave (FMFI UK) je pre stredoskolakov jedine¢nou prilezitostou na zdokona-
lenie svojich matematickych schopnosti a logického myslenia. Zru¢nosti a skisenosti ziskané pri rieseni tohto
seminara, pripadne pri ucasti na zaverecnom sustredeni, su velmi cennou devizou aj pri rieSeni Matematickej
olympiady (MO).

Mlads$im a zacinajucim $tudentom je urcena kategdria ALFA, pre starSich a skusenejsich je kategoria BETA.
Kazdy moze, samozrejme, v ramci svojich moznosti, riesit obidve kategdrie. Podrobnejsie informacie o jednot-
livych kategéridch najdete v pravidlach. Pre tych, ktori maju vys$sie ambicie a chceli by uspiet na celostatnom
kole MO kategoérie A, je urceny seminar iKS (Medzinarodny kore§pondencny seminar), ktory organizujua ve-
duaci KMS v spoluprici s ¢eskymi kolegami z Matematického koresponden¢niho seminare. Tento seminar ma
velmi Specificky ciel, ktorym je priprava $tudentov na CK MO-A a aj na Medzinarodnt matematickd olym-
piadu. Blizsie informacie o nom najdete na stranke www. iksko.org.

Ak mate akékolvek otazky alebo pripomienky, smelo nas kontaktujte e-mailom na adrese kns@kns . sk, pripadne
ich poslite pisomne na adresu uvedent pod zadaniami.

Vela uspechov a radosti z rieSenia vam Zelaju
vasi organizatori

Pravidla

VSeobecné informacie o koresponden¢nom matematickom seminari

Sutaz sa sklada z dvoch nezavislych ¢asti — zimnej a letnej. Kazda z nich prebieha v ramci $kolského polroka.
Na konci kazdej casti budu najuspesnejsi rieitelia pozvani na zavere¢né sustredenie. Kazda cast pozostava
z troch kol uloh. Zadania jednotlivych kol najde$ na stranke https://kms.sk/ulohy/ vzdy aspon mesiac pred
terminom odovzdania daného kola. Ulohy 1 az 8 budu obodované po¢tom bodov od 0 po 9, tlohy 9 a 10
poc¢tom bodov od 0 po 10. Okrem toho v niektorych $pecialnych pripadoch (popisané nizsie) mozu byt ulohy
obodované aj od 0 po 5

Body sa udeluju aj za ¢iastkové ¢i neuplné riesenia. Za kazdé kolo sa riesitelovi do poradia zapocita 5 tloh s
najvacsim bodovym ziskom.

Kategorie ALFA a BETA

Na to, aby si vedel, ktoré ulohy mozes riesit, potrebuje§ poznat svoj koeficient k. Tento koeficient si mozes$
vypocitat ako k = r+ u + c. Cislo r je tvoj ro¢nik, &islo u je pocet tvojich tispesnych semestrov a &islo ¢ je pocet
tvojich ispesnych tcasti na celostatnom kole Matematickej olympiady. Semester povazuj za uspesny, ak sa ti
pocas neho podarilo ziskat pozvanku na ststredenie KMS alebo si sa ho zt¢astnil ako ndhradnik. Tvoj ro¢nik
je prepocitavany podla poc¢tu rokov do maturity tak, aby maturant mal ro¢nik 4, teda napr. prvaci 5-ro¢ného
$tudia maju ro¢nik 0.
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Kategoriu ALFA mozu riesit len Studenti, ktori sa nezucastnili celostatneho kola matematickej olympiady a
ktorych koeficient « je najviac 3.

Kategoriu BETA mozu riesit vsetci Studenti. Riesitelia ALFY sa vo vysledkovej listine BETY objavia az po kole,
v ktorom poslu aspon jednu z tloh 8, 9 alebo 10.

Kategoria ALFA

Pre riesitelov kateg6rie ALFA st uréené tlohy 1 az 7. Ulohu &slo 1 mdzu sutazne riesit len Studentis k < 1 a
ulohu ¢islo 2 len $tudenti s x < 2. Ostatné ulohy (3 az 7) mozu riesit vsetci riesitelia kategorie ALFA.

Kategoria BETA

Pre riegitelov kategorie BETA st urcené tlohy 3 az 10. Ulohu ¢&islo 4 moZzu sutazne riesit len Studentis k <5 a
ulohu ¢islo 5 len $tudenti s k < 8. Ostatné ulohy (6 az 10) mozu riesit vSetci rieSitelia kategérie BETA.

RieSenia za 5 bodov

Koeficient k urcuje, ktoré ulohy moze riesitel sutazne riesit (ostatné ulohy moze riesit tiez, no nebudu zaratané
do vysledného poradia). Okrem toho moze riesitel za najviac 5 bodov riesit nasledujice ulohy, aj ked mu to
koeficient nedovoluje:

YvY7r

« uloha s najvy$sim poradovym cislom, ktoru koeficient riesitelovi nedovoluje riesit;

« uloha dislo 4.
Napriklad:

o riesitel s koeficientom 5 nemdze sutazne riesit tlohy 1 a 2, v tlohe 3 vie ziskat 5 bodov, v tlohach 4 az 8
vie ziskat po 9 bodov a v tlohach 9 a 10 vie ziskat po 10 bodov;

o riesitel s koeficientom 9 nemdze sttazne riesit ulohy 1 az 3, v tlohach 4 a 5 vie ziskat po 5 bodov, v
ulohach 6 az 8 vie ziskat po 9 bodov a v ilohach 9 a 10 vie ziskat po 10 bodow.

Bodovanie tychto uloh funguje tak, Ze opravovatel ohodnoti ulohu od 0 po 9 bodov ako zvy<ajne, ale riesitelovi
sa do suctu bodov z nej zapocita len polovica bodov zaokruhlend nahor.

Pozyvanie na sustredenia

Po kazdej casti, zimnej aj letnej, sa uskuto¢nia dve sustredenia pre najuspesnejsich riesitelov oboch kategorii
ALFA a BETA. Na kazdé z nich bude pozvanych aspon 36 najlepsich riesitelov prislusnej kategorie. Ostatni
rieSitelia mozu byt pozvani ako nahradnici. V ramci jednej Casti je mozné zucastit sa najviac jedného sustre-
denia.

Pokyny pre riesitelov

+ Ulohy rie$ samostatne. RieSenie kazdej ulohy riadne zdévodni. V pripade, Ze v Casti ¢i celom rieSeni
pouziva$ odbornt literatiru, uved jej nazov, autora, vydavatelstvo, rok vydania a stranu, pripadne odkaz
na internetovu stranku, ak si ¢erpal z internetu. Samozrejme, aj v tomto pripade zasli kompletné rieSenie.
Za rieSenie vyuzivajice vypoctovu techniku spravidla nedostanes vela bodov.

« RieSenia posielaj do terminu odoslania série. Ak posielas rieSenia z izemia mimo Slovenskej republiky,
treba to stihnit do uvedeného zahrani¢ného terminu. Rie$enia odoslané po termine odoslania (roz-
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hodujtca je peciatka na obalke) sposobuju zna¢né organiza¢né problémy, vyhradzujeme si preto pravo
udelit nula bodov za vietky riesenia odoslané po termine.

o Zarie$enie odoslané po termine sa povazuje aj akékolvek riesenie odovzdané organizatorom osobne.

« RieSenie kazdej ulohy pi$ na samostatny papier formatu A4. Ku kazdej ulohe uved svoje meno, triedu,
skolu a adresu! Vitané su aj rieSenia v anglictine, Cestine a rieSenia pisané v TeXu. Z organiza¢nych
dovodov nebudt opravované riesenia pisané v inych jazykoch.

« Na nasej stranke si moze$ stiahnut a vytlacit predlohy pre riesenia.
o RieSenia pis ¢itatelne. Ak nebudeme schopni precitat cast tvojho rieSenia, vyhradzujeme si pravo ne-
udelit ti za ta ¢ast body. Mozes§ zvazit pisanie rieSenia na pocitaci.

 Nedodrzanie tychto pravidiel bude viest k postihu.

o Po termine kola mo6zes na nasej stranke najst navody, prip. aj videonavody, ktoré ti pomo6zu (nestutazne)
doriesit ulohy, s ktorymi si mal/-a problém. Nasledne tam zverejnime aj vzorové riesenia.

» Opravené, obodované a okomentované rieSenia s pripadnou dalSou koreSpondenciou ti mdzu byt zasie-
lané domov, na internat alebo na int adresu (napr. do $koly). Nezabudni vSak v navratke uviest presnu
adresu, kam chces$ dostavat postu.

o Pokial mas dojem, Ze tvoje rieSenie bolo nespravne obodované, posli ¢o najskor staznost na e-mailova
adresu spolu s oskenovanym rie$enim v prilohe. Ziadost méze$ poslat aj pisomne na nasu adresu, ktort
najdes v hlavicke letaku. Nezabudni k nej prilozit aj original sporného riesenia.

Ak ti nie je v zadaniach cokolvek jasné alebo mas akékolvek pochybnosti, netreba sa bat spytat sa nas.
Idealny sposob je zaslanie e-mailu na kms@kms.sk .

Elektronické posielanie rieseni

Svoje rieSenia mdze$ odovzdat aj v elektronickej podobe na nasej stranke. Presny navod na ich odovzdavanie
ndjdes na stranke . Pre elektronické posielanie rieSeni platia nasledovné pravidla:

« Termin na odovzdanie je vzdy v den terminu odoslania kola o 23:59. Po tomto case uz elektronické
posielanie nie je mozné. Tento jednotny termin sa tyka aj zahrani¢nych riesitelov.

o Akceptované su iba riesenia vo formate pdf pisané na pocitaci, pripadne naskenované, pre kazdua
ulohu jeden subor. Priich tvorbe odporuc¢ame pouzit TeX alebo export do formatu pdf z inych aplika-
cii. Mozes pritom vyuzit predlohy, ktoré najdes na nadej stranke https://kms.sk/template. Ak posielas
oskenované riesenie, daj si pozor, ¢i nie je prili§ tmavé a ¢i je Citatelné.

« Nezabudni v hlavicke rieSenia uviest svoje meno, triedu, $kolu a adresu!

o Pokial na nasej stranke vyplni$ vetky potrebné udaje (pozri si navod na https://kms.sk/eriesentia),
nemusi$ posielat postou papierovu navratku.
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Prihlagka do letnej ¢asti KMS 2018/2019 - poslat spolu s 1. kolom!
Poslanie navratky moZno nahradit registraciou na stranke https: //www.kns.sk/.

Meno a Priezvisko: . . ...
o) .
Rok maturity: ...............o i Déatum narodenia: ........... .. .. oo
Pocet casti na celostatnom kole MO: ... ... .o e

Adresa dOmoOV: .. ... e
Adresa pre postu (domov — $kola — ind): ... ..o e
Mobil (VIaStny): . oot e .
58 1 P

Svojim podpisom ddvam podla § 11 a nasl. zékona ¢. 18/2018 Z.z. o ochrane osobnych udajov svoj vyslovny
suhlas so spravou, spracovanim a uchovanim svojich osobnych tdajov, ktoré poskytujem obcianskemu zdru-
zeniu Trojsten. Poskytujem dobrovolné udaje s tym, ze tieto idaje mozu byt spracované v ramci obcianskeho
zdruzenia Trojsten za ucelom zostavenia vysledkovych listin a vytvarania databazy uchadzacov pre tcely pozy-
vania na sustredenie a dalSej spoluprace so studentom. Beriem na vedomie a stthlasim s tym, Ze Trojsten moze
moje udaje dlhodobo uchovévat a spractvat za uc¢elom poskytovania studentskych prilezitosti alebo inych od-
bornych alebo spolocenskych aktivit ob¢ianskeho zdruzenia Trojsten. Suhlas je dany na dobu nevyhnutnt na
dosiahnutie ucelu spracovania a je ho mozné kedykolvek pisomne alebo e-mailom odvolat.

OIS ..t
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@@ Zadania 1. kola zimnej casti - 30. 9. 2019

Zadania 1. kola zimnej Casti
Termin odoslania 30. 9. 2019 (pre zahranicie 27. 9. 2019)

1.1 Kolacik Mojej Starkej (x < 1) kategéria alfa

Veronika nasla na povale babickin recept na famdznu angrestovo-broskynovo-cviklovo-dynovu tortu. V re-
cepte tiez stoji, Ze ak sa pri peceni pouzije ¢arovny sucin ingrediencii, bude torta nielen chutna, ale aj rozdeli-
telnd medzi 12 Iudi. Veronike sa to vsak sprvu nezdalo.

Pre $tyri celé ¢isla a, b, ¢, d nazvime carovny sii¢in hodnotu vyrazu (a — b)(a — ¢)(a — d)(b - ¢)(b - d)(c - d).
Pomodzte Veronike ndjst vietky $tvorice celych ¢isel (a, b, ¢, d) také, Ze ziadne dve z nich nemaja rovnaka hod-
notu a ich ¢arovny sucin sa da vydelit ¢islom 12 bezo zvysku.

1.2 Ktora Minca Spadla (x < 2) kategdria alfa

Na Veronikinu oslavu a chutny kolacik prisla tiez Bea, ktora si so sebou priniesla aj vrecusko s 10 mincami.
Devit z nich je obycajnych, ale desiata je falo§na — ma na oboch stranach znak. Bea vybrala z vrectiska ndhodnu
mincu, hodila ju a padol na nej znak. Aka je pravdepodobnost, Ze minca, ktorou hodila, bola falo§na?

1.3 Krivky Mam Suabezné (x < 3) kategérie alfa a beta

Na svojom tanieri nasiel Jozo nakresleny stvoruholnik ABCD, ktory mal strany AB a CD rovnobezné. Na
uhlopriecke AC bol v strede vyznaceny bod S. Jozo si v§imol, Ze trojuholniky ABS a ACD majui rovnaky obsah
a hned vyhlasil, Ze priamka DS je preto rovnobezna s priamkou BC. Mal Jozo pravdu? Ak dno, ako na to
prisiel? Ak nie, preco?

1.4 Kila Musia Sediet (x < 5) kategorie alfa a beta

Diana neverila Jozovi, Ze st obsahy trojuholnikov ABS a ACD na jeho tanieri zhodné a tak sa ich rozhodla
odvazit. Pri tomto tkone sa jej akurat tak podarilo uspesne rozbit Veronike vahu. Veronike tak neostédva nic¢
iné, iba si objednat novu sadu' zavazi.

Hmotnost kazdého zavazia moze byt fubovolné kladné realne ¢islo. Veronika chce, aby sa jej zavazia dali
rozdelit na 5 kdpok, z ktorych kazda vazi rovnako vela. Podobne chce aj to, aby sa zavazia dali takto rozdelit
na 9 rovnako vaziacich kopok. Najmenej kolko zavazi musi Veronika objednat? Aké hmotnosti maju mat?

1.5 Kazdy Miluje Sladkosti (x < 8) kategérie alfa a beta

Zatial, ¢o ostatni veduci riesili problémy s vahou, Ondrej, Dominik a Tomas sa rozhodli rozdelit si n rovnakych
cukrikov, ktoré nevinne lezali na stole. Chcu si ich rozdelit tak, aby kazdy z nich dostal parny” pocet cukrikov,
alebo aby kazdy z nich dostal neparny pocet cukrikov. V zavislosti od hodnoty kladného celého ¢isla n urcte
pocet sposobov?, ktorymi si mozu chlapci cukriky rozdelit.

1.6 Kratenie Mocniny Sedemnastky kategorie alfa a beta

Jerry s Pedrom sa zase chceli zahrat pocas oslavy videohru. Na to vSak najprv museli rozdelit 17 farebnych
kablov do spravnych portov. Tak sa v tom zamotali az musel prist Vodka, ktory im prislubil, ze im pomoze, ak
vyriesia nasledovnu ulohu:

!Za sadu povazujeme lubovolny kladny pocet zdvazi lubovolnej hmotnosti.
*Nula je parne &islo.
*Dva spdsoby povazujeme za navzdjom rozne, ak aspon jeden z chlapcov méa v kazdom z nich iny pocet cukrikov.
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Kolko existuje prirodzenych ¢isel n, pre ktoré je ¢islo 17201 - n delitelné ¢islom 17 + 2n?

1.7 Kradnutie Minci Striebornych kategérie alfa a beta

Vo videohre sa zlodejka Robber-ta vlamala do banky. Nasla tam 120 vriec, v kazdom je po 100 minci. Avsak
len v jednom vreci sa nachadzaju strieborné mince. Ostatné mince su bezcenné, ale si na nerozoznanie od
striebornych. Vie, ze strieborna minca vazi 9 gramov a bezcenna vazi 10 gramov. Robber-ta je ale na lupez
pripravend — kupila si v Kanianke vreckovu vahu. Lenze, ako mozno od kanianskej vahy ocakavat, jej nosnost
je len 1000 gramov. V jednom kroku mdze Robber-ta polozit na vahu lubovolné mnozstvo minci (nie nutne
z roznych vriec) a vdha ukaze ich celkova hmotnost. Ak vSak Robber-ta polozi na vahu va¢s$iu hmotnost ako
1000 gramov, vaha sa pokazi, ni¢ neukaze, exploduje a Robber-ta prehra. Ndjdite najmensi pocet krokov, ktory
Robber-ta zarucene potrebuje na to, aby zistila, ktoré vrece obsahuje strieborné mince.

1.8 Kolmicu Musim Spravit kategéria beta

Vodka sa na oslave zac¢inal nudit, lebo Robber-ta uz nebola s nim, ale vo videohre. A tak sa kamarat Jozo
rozhodol, Ze ho zabavi svojou novou geometriou.

Je dany trojuholnik ABC, v ktorom plati |AC| = 2|AB|. Ozna¢me O stred kruZznice opisanej tomuto trojuhol-
niku. Os uhla BAC pretina stranu BC v bode D. Nech E je kolmy priemet O na AD. Dalej nech F je bod na
priamke AD rézny od D, pre ktory plati |CD| = |CF|. Dokéte, Ze uhly EBF a ECF majt rovnaku velkost.

Vodka sa na ulohu pozrel, ihned ju vyriesil a nudil sa dalej...

1.9 Kuchtenie Mucnika Starkinho kategéria beta

Po oslave sa Veronika vybrala do pivnice, kde nasla dalsi babickin recept. Tiez vyuzival rovnaké ingrediencie
ako ten prvy, ale tentokrat ich miesal do carovného $tvorpomeru. Babicka v recepte tvrdi, Ze z tohto kolaca sa
vzdy naje aspon 0 ludi. Podme to dokazat.

Dokazte, ze pre kazdu $tvoricu kladnych realnych ¢isel a, b, ¢, d plati:

a-b b-c ¢c-d d-a
+ + + >0
b+c c+d d+a a+bd

Zistite, kedy nastava rovnost.

1.10 Knizka Moja Stratena kategéria beta

Veronika v pivnici tiez nasla start o$tchanu knizku. Mimo iného v nej bola legenda o bajnom uhorskom
kralovstve a tato uloha:

Dané su prvocisla p a q také, ze g = 2p + 1. Dokazte, Ze existuje prirodzené ¢islo delitelné g také, ze jeho ciferny
sucet v desiatkovej sustave je najviac 3.
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