\\ Korespondenény matematicky seminar

| XLI. ro¢nik, 2019/2020 @@@
Trolsi'en

KMS, OATC KAGDM FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava

Mili $tudenti, ucitelia a ostatni matematicki nadSenci!

Dostavate do rik uvodny letak letnej casti 41. ro¢nika KoreSponden¢ného Matematického Seminara (KMS).
Tato sutaz organizovana obc¢ianskym zdruZenim Trojsten na pode Fakulty matematiky, fyziky a informatiky
Univerzity Komenského v Bratislave (FMFI UK) je pre stredoskolakov jedine¢nou prilezitostou na zdokona-
lenie svojich matematickych schopnosti a logického myslenia. Zru¢nosti a skisenosti ziskané pri rieseni tohto
seminara, pripadne pri ucasti na zaverecnom sustredeni, su velmi cennou devizou aj pri rieSeni Matematickej
olympiady (MO).

Mlads$im a zacinajucim $tudentom je urcena kategdria ALFA, pre starSich a skusenejsich je kategoria BETA.
Kazdy moze, samozrejme, v ramci svojich moznosti, riesit obidve kategdrie. Podrobnejsie informacie o jednot-
livych kategéridch najdete v pravidlach. Pre tych, ktori maju vys$sie ambicie a chceli by uspiet na celostatnom
kole MO kategoérie A, je urceny seminar iKS (Medzinarodny kore§pondencny seminar), ktory organizujua ve-
duaci KMS v spoluprici s ¢eskymi kolegami z Matematického koresponden¢niho seminare. Tento seminar ma
velmi Specificky ciel, ktorym je priprava $tudentov na CK MO-A a aj na Medzinarodnt matematickd olym-
piadu. Blizsie informacie o nom najdete na stranke www. iksko.org.

Ak mate akékolvek otazky alebo pripomienky, smelo nas kontaktujte e-mailom na adrese kns@kns . sk, pripadne
ich poslite pisomne na adresu uvedent pod zadaniami.

Vela uspechov a radosti z rieSenia vam Zelaju
vasi organizatori

Pravidla

VSeobecné informacie o koresponden¢nom matematickom seminari

Sutaz sa sklada z dvoch nezavislych ¢asti — zimnej a letnej. Kazda z nich prebieha v ramci $kolského polroka.
Na konci kazdej casti budu najuspesnejsi rieitelia pozvani na zavere¢né sustredenie. Kazda cast pozostava
z troch kol uloh. Zadania jednotlivych kol najdes na stranke kms. sk/ulohy/ vZdy aspon mesiac pred terminom
odovzdania daného kola. Ulohy budu obodované po¢tom bodov od 0 po 9. Body sa pritom udeluju aj za
¢iastkové ¢i neuplné rieSenia. Za kazdé kolo sa riesitelovi do poradia zapocita 5 tloh s najva¢sim bodovym
ziskom.

Kategorie ALFA a BETA

Na to, aby si vedel, ktoré priklady mozes riesit, potrebuje$ poznat svoj koeficient x. Tento koeficient si moze$
vypocitat ako k = r + 2u + ¢, pricom vysledok zaokruhli nahor na celé &islo. Cislo r je tvoj ro¢nik, &islo u je
pocet tvojich uspesnych semestrov a ¢islo ¢ je pocet tvojich ticasti na celostatnom kole Matematickej olympiady.
Semester povazuj za uspes$ny, ak sa ti pocas neho podarilo ziskat pozvanku na sustredenie KMS alebo si sa ho
zucastnil ako nahradnik. Tvoj ro¢nik je prepocitavany podla poctu rokov do maturity tak, aby maturant mal

ro¢nik 4, teda napr. prvaci 5-ro¢ného stidia maji ro¢nik 0.

Kategdriu ALFA mozu riesit len $tudenti, ktori sa nezti¢astnili celodtatneho kola matematickej olympiady a kto-
rych koeficient « je najviac 3.
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Kategoriu BETA mozu riesit vietci Studenti. Riesitelia ALFY sa vo vysledkovej listine BETY objavia az po kole,
v ktorom poslua aspon jednu z tloh 8, 9 alebo 10.

Kategoria ALFA

Pre riesitelov kategérie ALFA st uréené tlohy 1 az 7. Ulohu é&islo 1 mo6zu sttazne riesit len Studenti s x < 1
a ulohu ¢islo 2 len $tudenti s k < 2. Ostatné tulohy (3 az 7) mozu riesit vetci riesitelia kategérie ALFA.

Kategoria BETA

Pre riesitelov kategdrie BETA st uréené priklady 4 az 10. Ulohu ¢&islo 4 mdzu sutazne riesit len Studenti s x < 4
a ulohu ¢islo 5 len Studenti s ¥ < 7. Ostatné ulohy (6 az 10) mozu riesit vsetci rieitelia kategérie BETA.

Pozyvanie na sustredenia

Po kazdej casti, zimnej aj letnej, sa uskutocnia dve sustredenia pre najuspesnejsich riesitelov oboch kategorii
ALFA a BETA. Na kazdé z nich bude pozvanych aspon 30 najlepsich riesitelov prislusnej kategorie. Ostatni
rieditelia mo6zu byt pozvani ako nahradnici.

Pokyny pre rieSitelov

o Priklady rie§ samostatne. RieSenie kazdej ulohy riadne zdovodni. V pripade, Ze v Casti ¢i celom rieSeni
pouziva$ odbornd literattru, uved jej nazov, autora, vydavatelstvo, rok vydania a stranu, pripadne odkaz
na internetovu stranku, ak si cerpal z internetu. Samozrejme, aj v tomto pripade zasli kompletné riesenie.
Za rie$enie vyuzivajice vypoctovu techniku spravidla nedostanes vela bodov.

« Odporucame Ti pozriet stranku Ako riesit ulohy v KMS na adrese www.kms.sk/ako_riesit/, kde najde$
niekolko uzito¢nych rad.

« RieSenia posielaj do terminu odoslania série. Ak posielas rieSenia z izemia mimo Slovenskej republiky,
treba to stihnit do uvedeného zahrani¢ného terminu. Rie$enia odoslané po termine odoslania (roz-
hodujtca je peciatka na obalke) spdsobuji zna¢né organiza¢né problémy, vyhradzujeme si preto pravo
udelit nula bodov za vsetky riesenia odoslané po termine.

« Zarie$enie odoslané po termine sa povazuje aj akékolvek riesenie odovzdané organizatorom osobne.

« RieSenie kazdej ulohy pi$ na samostatny papier formatu A4. Ku kazdej ulohe uved svoje meno, triedu,
Skolu a adresu! Vitané su aj rieSenia v anglictine, CeStine a rieSenia pisané v TgXu. Z organiza¢nych
dévodov nebudu opravované riesenia pisané v inych jazykoch.

« Na nasej stranke www.kns.sk/template si mozes stiahnut a vytlacit predlohy pre riesenia.

« Riesenia pis ¢itatelne. Ak nebudeme schopni precitat ¢ast tvojho riesenia, vyhradzujeme si pravo ne-
udelit ti za ta ¢ast body. Mozes§ zvazit pisanie rieSenia na pocitaci.

« Opravené, obodované a okomentované rieSenia s pripadnou dalSou koreSpondenciou ti mdzu byt zasie-

lané domov, na interndt alebo na int adresu (napr. do $koly). Nezabudni v$ak v navratke uviest presna
adresu, kam chce$ dostévat postu.

« Nedodrzanie tychto pravidiel bude viest k postihu.

o Pokial mas dojem, Ze tvoje rieSenie bolo nespravne obodované, posli ¢o najskor staznost na e-mailova
adresu kms@kns . sk spolu s oskenovanym rieSenim v prilohe. Ziadost mo6ze$ poslat aj pisomne na nasu
adresu, ktort najdes v hlavicke letaku. Nezabudni k nej prilozit aj original sporného riesenia.
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« Ak ti nie je v zadaniach cokolvek jasné alebo mas akékolvek pochybnosti, netreba sa bat spytat sa nas.
Idealny spdsob je zaslanie e-mailu na kms@kms . sk.

Elektronické posielanie rieseni
Svoje rieSenia mdze$ odovzdat aj v elektronickej podobe na nasej stranke. Presny navod na ich odovzdavanie
ndjdes na stranke www.kms.sk/eriesenia. Pre elektronické posielanie rieSeni platia nasledovné pravidla:
 Termin na odovzdanie je vzdy v den terminu odoslania kola o 23:59. Po tomto ¢ase uz elektronické
posielanie nie je mozné. Tento jednotny termin sa tyka aj zahrani¢nych riesitelov.

o Akceptované su iba riesenia vo formate pdf pisané na pocitaci, pripadne naskenované, pre kazdu
ulohu jeden subor. Pri ich tvorbe odporuc¢ame pouzit TgXalebo export do formatu pdf z inych apli-
kacil. Moze$ pritom vyuzit predlohy, ktoré najdes na nasej stranke www.kms.sk/template. Ak posielas
oskenované riesenie, daj si pozor, ¢i nie je prili§ tmavé a ¢i je Citatelné.

» Nezabudni v hlavicke riesenia uviest svoje meno, triedu, $kolu a adresu!

« Pokial na nasej stranke vyplnis vSetky potrebné udaje (pozri si navod na www.kms. sk/eriesenia), nemusi$
posielat postou papierovu navratku.

Prihlaska do letnej ¢asti KMS 2019/2020 - poslat spolu s 1. kolom!

Meno a priezvisko: ........ ... o i . Datum narodenia: ............. ... il
) :
Rokmaturity: ....... ..o Trieda: . ...

Pocet Gcasti na celoStatnom Kole MO: . ... ..ot

Adresa dOmOV: .. ...
Adresa pre postu (domov — §kola — ind): ... ..o e
Tel. domov: ... mobil (vVlastny): ....... ... i
ML L
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@@ Zadania 1. kola letnej casti - 24. 2. 2020

Zadania 1. kola letnej Casti
Termin odoslania 24. 2. 2020 (pre zahranicie 20. 2. 2020)

1.1 Kapusta Magalhaesovi Skvasila (x < 1) kategoria alfa

Moreplavec Fernao de Magalhaes si pred plavbou na svoju lod nalozil 100 sudov s ¢erstvou chrumkavou ka-
pustou postupne s hmotnostami 10, 20, 30, ..., 1000 kilogramov. Bohuzial, kapusta mu v niekolkych sudoch
skvasila, ¢im prisla o svoju chrumkavost. Jeho poboc¢nik Enrique de Malacca mu vs$ak po tom, ako sa na lodi
popytal ostatnych namornikov, ¢o vedia o sudoch, oznamil: . Nezufaj, sice neviem presne ktoré sudy skvasili.
Ale stale viem zo vSetkych sudov vybrat 19 sudov s cerstvou chrumkavou kapustou tak, Ze spolu budu vazit as-
pon 14 060 kilogramov. Dokonca bez ohladu na to, ktoré sudy ti skvasili.“ Zistite, kolko najviac sudov mohlo
Magalhaesovi skvasit.

1.2 Karavely Majuce Smer (x < 2) kategéria alfa

Zo Seville vyplavali lode L, O a D. Plavili sa na zdpad v trojuholnikovej formdcii. Zrazu si Magalhdesov po-
boc¢nik Enrique de Malacca uvedomil, Ze sa neplavia v len tak hocijakej formacii, ale tvoria rovnostranny
trojuholnik. Magalhdes mu to v8ak nechcel uverit...

Nech LOD je trojuholnik. Body P a Q st na strane OD a plati |OP| = |PQ| = |QD| = |OD|/3. Na strane DL su
body R a S a plati [DR| = |RS| = [SL| = |DL|/3. Body T a U sti na strane LO a plati [LT| = |TU| = |UO| = |LOJ/3.
Body P, Q R, S, T a U st na jednej kruznici. Pomdzte Enriquemu dokazat, Ze trojuholnik LOD je naozaj
rovnostranny.

1.3 Kormidelnikova Mincova Senzacia (x < 3) kategorie alfa a beta

Magalhdes mé troch hlavnych kormidelnikov inicidlkami L O a D, ktorym potrebuje vyplatit mzdu za ich
rovnomernu plavbu. Kazdému chce zaplatit podla toho, ako zodpovedne si svoju pracu plnil.

Najdite vietky usporiadané trojice kladnych celych ¢isel (a, b, ¢), ktoré spliaju nasledovné podmienky:
o kazdé dve z ¢isel a, b, c su nesudelitelné;
o Cisloadelia+b+c;
o Cislobdelia+b+c;

e Cislocdelia+b+c.

1.4 Kamaratov Magalhaes Stratil (x < 5) kategorie alfa a beta

Kormidelnikom sa nepacilo, ako malo im Magalhaes zaplatil, a tak sa rozhodli aj so svojimi vernymi opustit
flotilu. Clny, ktoré chceli pouZit na odchod, su v$ak len dvojmiestne.

Utiect sa rozhodlo 16 namornikov a kazdy z namornikov ma prave troch kamaratov, pricom kamaratstvo je
vztah vzdjomny. Rozhodnite, ¢i mozno namornikov rozdelit do dvojic tak, aby kazdy namornik bol vo dvojici
so svojim kamaratom, bez ohladu na to, ako sa ndmornici kamaratia.
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1.5 Komplikacia Malovanych Sukovic (x < 8) kategorie alfa a beta

Magalhéesovi sa po dlhej ceste zacinali minat zasoby jedla. Preto zakotvil svoje lode pri najblizéom ostrove.
Utodiste nasiel u jedného domorodého kmeria. Starej$i by ich aj rad pohostil, ale momentalne bol zanep-
razdneny skladanim jednofarebného trojuholnika prehrabavajic sa hromadou trojfarebnych pali¢iek. Kym
trojuholnik nezlozi, tak zZiadne jedlo nebude.

Starejsi ma 100 zltych, 100 cervenych a 100 zelenych paliciek, pricom palicky povazujeme za tsecky, ktorych
dizky mozu byt, aj v ramci jednotlivej farby, rozne. Vedia, Ze pokial si vyber tri pali¢ky, po jednej z kazdej
farby, je mozné z tychto paliciek poskladat trojuholnik. Dokazte, Ze existuje taka farba, Ze z lubovolnych troch
palic¢iek tejto farby mozno poskladat trojuholnik.

1.6 Kam Ma Smerovat kategorie alfa a beta

S doplnenymi zasobami sa hned plavi lepsie. Niet preto divu, Ze Magalhaes svizne oboplaval Patagéniu, az sa
dostal k zvlastnemu lichobeznikovému stuostroviu. Pomozte mu zistit, pod akym uhlom sa ma teraz vydat, aby
bezpeclne preplaval medzi ostrovmi.

Je dany lichobeznik ABCD so zakladihami AB a CD, ktorého uhlopriecky sa pretinaji v bode P. Vieme, Ze plati
|BC| = |DP| a |AB| = |CP|. Navyse BD je osou uhla ABC. Vypo¢itajte velkost uhla DAB.

1.7 Kruta Mocna Smrst kategorie alfa a beta

Magalhaesa na mori zastihla silna birka. Aby sa flotila zachranila, zavolal si pobo¢nika Enrique de Malacca,
najmudrejsieho zo vSetkych namornikov. Enrique sa zamyslel a rozhodol sa, Ze vypocita siradnice miesta, na
ktorom bezpecne preckaju barku.

Enrique si zavrel vo svojej kajute a na dvere kriedou napisal trojicu navzajom roznych prirodzenych cisel
(a,b,c), pre ktoru platilo a + b + ¢ = 123456789. Potom zalal opakovat nasledovnu operaciu: Ked bola
na dveréch trojica Cisel (x, y, z), tak na dvere napisal trojicu (y+z—x,z+x—y,x+y—z) a trojicu (x, y, z) pocas
toho zmazal. Dokazte, ze bez ohladu na to, aku trojicu ¢isel si Enrique napisal na zaciatku na dvere, sa po 26
krokoch bude na dverach nachadzat aspon jedno zaporné ¢islo.

1.8 Kavu Musim Spapat kategoria beta

Po tom, ¢o Magalhaes uspes$ne unikol smrti v burke, zastavil sa so svojou flotilou na jednom tichomorskom
ostrove. Namornikov tam obzvlast zaujali cibetky, ktoré sa zivili réznymi druhmi kavovnikov. Chlapi neskdr
odpozorovali, ze ostrovni domorodci jedia kavové zrna z jej trusu a rozhodli sa to sami vyskusat. Na ich velké
prekvapenie mali tieto zrna roznorodé chute podla toho, z akého kavovnika prave cibetka jedla.

Cibetku si m6Zeme predstavit ako taku funkciu f: N — R, Ze pre vSetky prirodzené ¢isla n > 1 existuje prvocislo

ptaké, ze platip delina

100 =1(2) -1t
Navyse plati
f(132) + f(17°%°) + f(19°%") = 2018.

Vypocitajte hodnotu
f(2019%) + £(2020'7) + £(2021").
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1.9 Ked Milionarom Si kategéria beta

Po mnohych dalsich mesiacoch plavby sa Magalhaesova flotila konec¢ne vratila naspat do rodného Portugalska.
So sebou si namornici priniesli aj nemaly poklad. Po zakotveni narazili v pristave na talianskeho vynalezcu me-
nom Gianetta (¢itaj Zaneta), ktory ich zaujal svojim vynélezom. Pomocou neho mohli moreplavci investovat
a zhodnocovat svoje prinesené zlaté mince, podobne ako na dnesnej burze. Bystri chlapci si viak v§imli v Gia-
nettovom vynéleze chybicku. Vyzerd to, Ze vdaka nej mozu pri spravnom rozdeleni minci ziskat neimerné
bohatstvo.

Na zaciatok moreplavci umiestnia na tri kopky postupne a, b, ¢ minci, kde a, b, ¢ > 2017 st kladné celé ¢isla.
Vynalez umoznuje v jednom kroku vykonat jednu z nasledujicich operacii:

(1) Moreplavci si vybera kopku, na ktorej je parny pocet minci. Vynalez z nej zoberie vSetky mince a po
polovici z nich da na zvysné dve kopky.
(2) Moreplavci si vybera kopku, na ktorej je neparny pocet minci a zaroven aspon 2019 minci. Vynalez z nej

zoberie 2019 minci a na zvysné dve kopky prida po 1010 minci.

Predpokladajme, Ze vo vyndleze je dostatok minci navyse. Néjdite vSetky usporiadané trojice (a, b, ¢), pre ktoré
po nejakom kone¢nom pocte tahov moreplavci vedia dostat na niektorej kdpke aspon 20192°2° minci.

1.10 Kika Magalhaesa Stratila kategoria beta

V tejto ulohe, mal byt nejaky pekny historicky pribeh. Zial, Kika stratila svoju historicka knizku o Magalhae-
sovi, a tak nam neostava nic iné, iba vim namiesto pekného ¢itania zadat tuto $makocinku:

Dany je ostrouhly trojuholnik ABC, v ktorom plati |AB| < |AC|. Ozna¢me O stred kruZnice opisanej tomuto
trojuholniku. Nech Q je bod taky, ze OQ je priemerom kruznice k opisanej trojuholniku AOC. Na priamkach
AQaAC st dané body M a N tak, ze AMBN je rovnobeznik. Dokazte, Ze priese¢nik priamok MN a BQ lezi na
kruznici k.
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