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RieSenia 3. kola letnej Casti

3.1 Kraj Matoznej Smrti (x < 0)

Zadanie. Zlovestné mracnd sa prehdriali oblohou nad tmavym lesom. Slnko nebolo vidno, nedalo sa vsak povedat, ¢i
je noc, alebo deni. Temnotu pretal blesk. Na krdatky moment osvietil mohutny hrad na vrchu zradného titesu. K nemu
sa po uzkej cesticke priblizovalo malé svetielko...

Ked Sherlock s Watsonom prisli do hradnej zdhrady, nad telom uz stala skupinka postdv. Vo svetle lampdsa rozoznali
5 0s6b. Mrtvolou bol hradny zdhradnik. Nikto z hradu od vraZdy neodisiel, takZe jedna z piatich 0sob je vrah.

Sherlock si zapalil fajku a vypustil obldacik dymu. Ten mal tvar kocky nx nxn, kde n > 2. Tato kocka bola vyskladand
z kvddrikov 1 x 1 x n. Je mozné, ze obsahovala kvadrik otoceny v kazdom z troch moznych smerov? Svoju odpoved
zdovodnite.

Riesenie. opravuje Milo§ (milos.micik@trojsten.sk)

Skusme rieSenie zacat ¢o najjednoduchsie - pozrime sa na kocku 2 x 2 x 2. Skusme do nej ulozit kvadriky tak, aby
obsahovala kvadrik oto¢eny v kazdom z troch moznych smerov. Nakolko sa do tejto kocky zmestia iba 4 kvadriky,
vela moznosti na ich uloZenie nemame. Ulozme teda prvé tri, kazdy v inom smere. Rychlo prideme na to, Ze sa to
da iba jednym sposobom (ak odhliadneme od rotacii kocky).

Isto si rychlo vSimneme aj to, Ze ndm takto vzniknu dve 1 x 1 x 1 kocky, ktoré nevieme nasimi kvadrikmi uz zaplnit.
A kedZe neexistuje iny spdsob, ako tieto tri kvadriky ulozit, kocku 2 x 2 x 2 takymto spésobom vyplnit nevieme.

Podme sa teraz pozriet na kocky va¢sich rozmerov. Predstavme si, ze sa kocka n x n x n da vyskladat tak, Ze sa v nej
nachadzaju kvadriky otoc¢ené vSetkymi troma smermi. Vyberme si z takejto kocky tri lubovolné kvadriky, ktoré
su otocené kazdy do iného z troch smerov. Situdcia, ktord nastane, je velmi podobna situdacii pri kocke 2 x 2 x 2.
V kocke n x n x n s takto rozlozenymi troma kvadrikmi vieme takisto najst dve kocky 1 x 1 x 1, cez ktoré uz ziadny
kvadrik prechadzat nemdze, lebo vo vietkych troch smeroch prechadzajtcich tymito kockami narazime na uz
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polozené kvadriky. Su to presne tie dve kocky, ktorych projekcia vo vsetkych troch smeroch pretina projekciu
jedného z kvadrikov.

Ako by sme vedeli tieto dve kocky 1 x 1 x 1 najst? Predstavme si, ze kvadriky v kocke "zhrnieme” do jedného rohu
tak, ze nezmenime ich orientdciu ani poradie. Ked sa pozrieme na 2 x 2 x 2 vysek v tomto rohu, urcite si viimneme,
Ze tu presne nastava ta ista situdcia, ako pri kocke 2 x 2 x 2, a tieto dve problémové 1 x 1 x 1 kocky najdeme Iahko.
Teraz postupne posuvame kvadriky spolu s problémovymi 1 x 1 x 1 kockami naspit na ich povodnu poziciu.

Pri tomto postupe sme si zvolili plne v§eobecné rozpolozenie kvadrikov v kocke. Tym padom nezaleziac od toho,
aké n zvolime, tieto dve malé kocky by sme vedeli najst v hocijakej kocke #n x n x n, v ktorej sa nachadzaju tri rozne
otocené kvadriky. To nam vsak hovori, ze Ziadnu z tychto kociek nevieme vyskladat celu tak, aby obsahovala
kvadrik otoceny v kazdom z troch moznych smerov.

Pozndmka

Pri rieseni tejto tilohy bolo délezité davat pozor na vSeobecnost riesenia. Nestaci ukdzat len jeden priklad rozpolozenia
z jednej kocky, v ktorom to nejde. Z riesenia musi byt jasné, Ze takto nevieme vyskladat Ziadnu kocku n x n x n.

3.2 Kreslime Mrtvole Siluetu (x < 0)

Zadanie. ., ViZeni, prosim, odstiupte. Detektiv Holmes potrebuje na svoju prdcu priestor.”

,, Watson, to nebude nutné. Podla stop je zjavné, Ze tadialto isiel niekto s kladivom. To je potencidlna vrazednd zbran.
Vsimli ste si to logaritmické pravitko v tych krickoch za nami? Tak clovek s nim a clovek s kladivom tu boli tesne po
sebe, i ked neviem, v akom poradi. Som tiez presvedceny, Ze tie stopy, ktoré sem isli z dediny, tiez pribudli tesne pred
logaritmickym pravitkom alebo tesne po riom. Niekto z tychto ludi ma alibi, lebo zjavne bol v case vrazdy v dedine.”

+A ¢o napriklad maceta, Sherlock, to by mohla byt vrazednd zbran.*
10 rozhodne. Tii sem niekto doniesol tesne pred hentou varechou alebo tesne po nej.”

Kym sa Sherlock vybral rozpravat s podozrivymi, Watson obkresloval mitvolu, lebo tak sa to skrdtka robi.
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V hradnej zahrade tvaru obdl#nika ABCD vyznadil body My, My, M5 a My tak, Ze M, je stred strany CD, M, je stred
AM,, M; je stred BM, a M, je stred CM;. Urcte, akii cast obdlznika ABCD tvori $tvoruholnik M; MyM;M,.

Riesenie. opravuje Vasino (samuel.vasko@trojsten.sk)
D My C
My
M,
3
B
A

Ozna¢me a dlzku strany AB a b dlzku strany BC. Namiesto pocitania s nepravidelnym $tvoruholnikom M, M, M;M,
spocitame obsah vietkého ostatného a vysledok odé¢itame od obsahu obdiznika. To nam o nie¢o zjednodusi pracu,
kedZe sa nam sta¢i obmedzit na trojuholniky DAM,, ABM,, BCM; a CM, Mj,.

Trojuholnik DAM, je pravouhly s odvesnami 1a a b, takze jeho obsah je “Ib. S ostatnymi trojuholnikmi to bude
horsie, ale aspon majui zdkladne na stranach obdlZnika.

Klucova je teraz pozicia bodu M,. Ten je vzdialeny 1b od use¢ky CD a 1a od tsecky DA. To si vieme lahko overit
tak, ze do trojuholnika DAM,; doplnime stredné priecky. Tie st rovnobezné so stranami trojuholnika a navyse
majt poloviént dizku oproti rovnobeznej strane. Usecka vychadzajuca z M, rovnobezna s DM, tak bude mat
dlzku § - 1a = }a. Podobne vyrdtame aj druhd stranu.

Potom v$ak pozname aj vysku trojuholnika ABM,. Kedze M, je presne v polovici vzdialenosti medzi AB a CD,
jeho vzdialenost od AB je 3b. Obsah trojuholnika ABM, tak bude ”Ih.

M,
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Podobnu myslienku vieme vyuzit aj pri bode M;. Treba si len dat pozor, aby sme naozaj pocitali s pravouhlym
trojuholnikom. Takze potrebujeme pouzit vysku trojuholnika ABM,. Vzdialenost M od vysky bude 1 zo vzdia-
lenosti vysky od bodu B. T4 je a — ;a = 2a. Vzdialenost M; od vysky (a teda aj od strany BC) teda bude 3a.
Vzdialenost M; od AB bude 1 - 3b = 1b. Kazdopédne na vypocet obsahu BCM; ndm stali prvd hodnota. Obsah
tohoto trojuholnika je 2 ab, kedZe jeho zakladfia ma dizku b.

Vypocet este raz zopakujeme pre M,. Ten je od CD vzdialeny polovicu toho, ¢o M. Ten je vzdialeny 1b od AB,
takze 2b od CD. Vyska trojuholnika CM; M, tak bude 3b, jeho zakladiia je 1a, takze obsah ma ab.

Teraz nam staci od¢itat vetky trojuholniky od obsahu obdlznika. Dostaneme

ab ab 3ab 3ab 7
ab-— - — —— - — = —ab.
4 4 16 32 32

Stvoruholnik M; M, M;M, teda tvori % obdlznika ABCD.

3.3 Kuchar Miesa Suroviny (x < 1)

Zadanie. A Co je toto?* spytal sa Sherlock dvihajiic zo zeme handrovii postavicku.

10 je voodoo babika. S tou som, ehm, zaklinal, ehm, v case vrazdy,” povedala jedna z postdv. Sherlock sa otocil
za hlasom.

. Lakze je to niekoho z vds. A Co td varecha?"
»1d je moja. Viete, ja som tu kuchdr. Iba varim, a to je celé,” ozval sa dalsi hlas.
Dokdazte, Ze pre vetky celé cisla n je
n n* 7n
5 3 15
celym Cislom.
Riesenie. opravuje Matka (martina.ganova@trojsten.sk)

Jeden z moznych postupov rieSenia tejto tlohy bol pomocou matematickej indukcie. Najskor sa zameriame na
nezaporné hodnoty n. Za n si dosadime najmensie mozné ¢islo, v tomto pripade 0 a overime, ¢i je vyraz celym
¢islom.
0> 0° 7-0
—+—=+—=0.
5 3 15
KedZe tvrdenie plati pre n = 0, mdézeme sa presunut k indukénému kroku. Predpokladajme, Ze pre nejaké neza-
porné celé ¢islo k plati, Ze vyraz
k kK 7k
5 3 15
je celym cislom. Teraz si dosadme n = k + 1. Dostaneme tak
(k+1)° s (k+1)3 .\ 7(k+1)
5 3 15

https://www.kms.sk/ 4 kms@kms. sk


mailto:martina.ganova@trojsten.sk
https://www.kms.sk/
mailto:kms@kms.sk

@@ Riesenia 3. kola letnej casti

Vyraz si mozeme dalej upravit pouzitim binomickej vety na

k5+5k4+10k3+10k2+5k+1+k3+3k2+3k+1+7k+7
5 3 15 °

Zlomky upravime, aby mali spolo¢ny menovatel a s¢itame ich
3k® + 15k* + 30k’ + 30k* + 15k + 3 . 5k* + 15k* + 15k + 5 . Tk+7 _
15 15 15
3k +5k3 + 7k + 15(k* + 2k3 + 3k + 2k + 1)
15
_ 35+ 5K+ 7k . 15(k* + 2k + 3k* + 2k + 1).
15 15

Po vykrateni druhého zlomku ziskame

5 3
w+k4+2k3+3k2+2k+1=

15
kK kK 7k
= —+ —+ — + K+ 2K + 3K + 2k + 1.
5 3 15

Mozeme si vSimnut, Ze vyraz sa teraz sklada z troch zlomkov, o ktorych sme od zaciatku predpokladali, ze ich
sucet je celé Cislo a niekolko dalsich celych ¢isel. Cely vyraz teda musi byt celym ¢islom, ak n je nezaporné celé
¢islo.

Ked sa pozrieme na zdporné hodnoty ¢isla #n, moézeme si vSimnut, ze vyraz bude taktiez celé ¢islo, kedze vietky
exponenty si neparne, a teda vyraz nam da rovnaku hodnotu ako pri kladnom 7, akurat s opa¢nym znamienkom.

Pomocou matematickej indukcie sme dokazali, ze vyraz zo zadania ma pre vsetky celé ¢isla n celoc¢iselnti hodnotu.

3.4 Kruta Matematicka Strata (x < 2)

Zadanie. ,DZentlmeni, neradno ndm vonku takto postdvat. Co keby sme sa presunuli ku mne dnu? Za chvilu isto
vyjde slnko a svit si bezpecnejsie uZijeme zvniitra.”

» Takze Vam to tu patri?“ opytal sa Sherlock. ,,Vy musite byt teda pan Drakula. Preco mdte také velké zuby?
Aby som sa mohol lepsie usmievat,” odvetil Drakula.

, Tie vyzerajui mimoriadne nebezpecne. Mohli by velmi lahko niekomu ublizit, ¢i dokonca zabit,” podotkol Watson.

~Pocujte, pani detektivi,” ozval sa im spoza chrbta hlas, ,voldm sa Gaspar Daikes a niekde som tu stratil svoju

funkciu. Nepomohli by ste mi ju ndjst, ked uz ste tu?*

Funkciu?* zacudoval sa Watson. ,Ano, funkciu. Este ste o nej nepoculi, pdn Watson?* odvetil Daikes. ,,Moja
funkcia nie je len takd ddka obycajnd. Nech si vymyslite lubovolné dve redlne ¢isla x a y, funkcia f pre ne urcite bude
spltiat rovnost

SO ) + fxy) = x+3.°

nedal sa zastavit Daikes.
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»Ale, ja neviem ako by sa takd funkcia mala hladat,” smutne odvetil Watson. ,A vy ste necitali detektivnu prirucku
k funkciondlnym rovniciam'?“ opytal sa zmdtene Daikes.

Pomozte Watsonovi ndjst vSetky funkcie, ktoré mohli patrit Gasparovi Daikesovi.
Riesenie. opravuje Denys (denys.andrukhovskyi@trojsten.sk)

Skusime vyuzit metddy, ktoré boli popisane v prirucke. Za¢neme tym, ¢o vieme spravit hned - dosadenim. Vi-
dime, ze x = 0 a y = 0 by nas mohlo doviest k zaujimavym vysledkom:

f(0)f(0) +f(0-0) =0+0,
f(0)*+f(0) =0,
AO)(f(0) +1) = 0.
Z toho mame, e bud f(0) = 0, alebo f(0) + 1 = 0, t.j. f(0) = —1. Skéisme teraz dosadit len y = 0:
S(X)f(0) + f(x-0) =x+0,
A(x)f(0) + A0) = x. (4.1)
Teraz uz vidime, Ze ak f(0) = 0, tak posledna rovnica bude vyzerat takto:
f(x)-0+0=x,
0=x

Potom mame, Ze poslednd rovnica plati len pre x = 0, ale nie pre lubovolné x. Preto f(0) # 0.

To znamend, ze jedinou moznostou je f(0) = —1. Skusime teraz dosadit f(0) = —1 do (4.1):
fx) - (<1)+ (-1) = x
—flx) =x+1,
flx)=-x-1.

Takze sme nasli jediného kandidata na rieSenie. Aby to bolo naozaj rieSenie, musime ho teraz overit dosadenim
do povodnej rovnice:

F)fy) +fxy) = x+y,
(x-1D(y-1)+(-xy-1)=x+y
(xy+x+y+1)—xy-1=x+y,
X+y=x+y,

0=0.

1h‘ctps ://seminar.strom.sk/media/uploads/funkcionalne_rovnice.pdf
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Tato funkcia splna rovnost pre vietky x, y, a teda naozaj funkcia f(x) = —x— 1 je rieSenim danej rovnice. A pri tom
sme ukazali, ze iné rieSenia neexistuju, teda je to jediné riesenie.

3.5 Kuaty Mnohych Sieti (x < 6)

Zadanie. Ked'sa nasi detektivi s podozrivymi usadili v cajovom salone’, Sherlock spustil palbu otdzok.
,Kto ste a Co ste robili v ¢ase vrazdy?“ prst zaboril do jedného z pritomnych.

sJa... Ja som Sancho? Ja som Sancho,“ vyjachtal Sancho. ,V Clase vrazdy som kimil netopiere. Urcite Vam to
dosvedcia.*

A Vy? ukdzal prstom na dalsieho z podozrivych.

, Viete, ja som exekiitor. Prisiel som robit stipis majetku. V case vrazdy som pocital paviicie nozicky. Viete, aké je to
namdhavé?*

V tomto sidle sa nachddza k paviikov a 2k kutov. Kazdy paviik md pavucinu prave v k kiitoch, pricom kazda dvojica
paviikov zdiela najviac 2 kiity, v ktorych majii obaja pavucinu. Urcte vsetky k, pre ktoré to ide.

Riesenie.
3.6 Konanie Manzelka Skryva

Zadanie. A Vy?* ukdzal Sherlock na jedinii Zenu v miestnosti.

wJa sa voldm Winnie,* odpovedala.

~A v Case vrazdy ste...”

.V Case vrazdy som bola manZelka zavrazdeného, odvetila bez mihnutia oka.

 TakZe ste manzelka,” zopakoval Sherlock. ,,To vSak ni¢ nehovori o tom, co ste v ¢ase vrazdy robili. Preco ndm to
nepoviete?*

wPoviem vam to, az ked ndjdete také kladné celé cislo n,” udrela pdstou do stola, ,,a také celé ¢islo m,” udrela znova,
»Ze splnajii vztah

3 +3n+7=m’.
Dokdazte, Ze Sherlock také ¢isla m, n nendjde, lebo neexistuju.

Rie$enie. opravuje Danko (daniel.teplan@trojsten.sk)

Ak chceme dokazat, ze rovnost nebude platit pre Ziadne n a m, dobrym napadom je ndjst nejaku slabsiu pod-
mienku, o ktorej to dokazeme jednoduchsie. Napriklad aby sa vyrazy rovnali, musia mat aj rovnaky zvysok po
deleni ¢islom 3, &o budeme zapisovat pomocou kongruencii®. Cislo 3 napriklad preto, Ze je rozumne malé a z4-
roven vieme, Ze jediny ¢len na lavej strane, ktory nie je delitelny tromi, je +7. Teda aby rovnost platila, musi
platit:

0+0+7=1=m’ (mod 3).

%a doplnili si 1 Zivot
*Trojité rovnd sa znaéi rovnost zvysku po deleni tym ¢islom, ktoré je uvedené v zatvorke na konci riadku
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Cislo m moze mat rozne zvysky po deleni 3, bud bude nisobkom 3, alebo bude o 1 menej*, alebo viac. Vypoéitajme
si, ako tieto ¢isla budu vyzerat umocnené na tretiu. A kedZe nas zaujima iba zvysok po deleni tromi, mdézeme vsetky
¢leny delitelné 3 odstranit.

(3k)* =27k=0, (mod 3)
(3k+1)* =27k +27k* + 9%k +1=1, (mod 3)
(3k—1)’ =27k -27k* + 9%k -1=-1=2. (mod 3)

Vidime teda, Ze jedind moznost pre m je taka, kde m = 1 (mod 3). My vsak potrebujeme ukdzat, ze ani tak
rovnost nikdy nedostaneme. Skusime preto ndjst problém v inom zvysku. To, ¢o sme doteraz zistili, ale nie je
zbyto¢né, vyuzijeme prave to, ze prava strana bude mat tvar (3k + 1)3. Ako vidime vyssie, po rozndsobeni st
vietky c¢leny okrem +1 delitelné deviatimi. Vieme teda, Ze prava aj lava strana by musela mat zvySok 1 po deleni
9. Preskimajme teda Iavu stranu a trochu si ju upravme, aby sme zistili, ¢i to tak moze byt.

3n*+3n+7=3(n*+n)+7=1, (mod?9)

3(n”*+n)=1-7=-6=3, (mod?9)

n*+n=1. (mod 3)

Po od¢itani 7 sme celt kongruenciu predelili tromi vratane modula, pretoze aj modulo bolo delitelné 3. Pri vyraze
n* + n si lahko overime, Ze jeho zvysky postupne pre n = 0,1,2budd 0+0 = 0; 1 +1 =2;4+2 =6 = 0
(mod 3). Vidime teda, Ze posledna kongruencia nikdy platit nebude, a teda obe strany nasej pdvodnej rovnosti
nikdy nebudu mat rovnaky zvysok po deleni 9. Tym padom sa nemoézu nikdy rovnat, ¢o bolo treba dokazat.

3.7 Kecku Musim Schladit

Zadanie. Sherlockovi sa od snahy rozlusknut pripad az parilo z kecky. Rozhodol sa teda aspori tentoraz snat z hlavy
svoj povestny klobiik, aby ju na chvilu schladil. V klobuiku nasiel kusok papiera, na ktorom bolo napisané:

,Davajte si pozor na tretiu osobu na mieste cinu. Mdm dokazy, Ze pocas vraZdy zavyjala na mesiac.*

Sherlock papier otocil, aby zistil, kto mu tento zvldstny odkaz poslal. Namiesto podpisu vsak na druhej strane nasiel:
~Mdme n réznych gulocok, oznacenych nie nutne réznymi cislami, pricom na kazdej gulocke je prdave jedno Cislo.
Zobrali sme si kazdu podmnozinu gulocok (aj prazdnu) a spocitali sme sticet Cisel na tychto gulockach.” Pocet roznych
suctov som si napisal na Celo. V zdvislosti od n urcte, kolko roznych cisel som si mohol na celo napisat.”

Riesenie. opravuje Michal Stanik (michal.stanik@trojsten.sk)

Uloha sa nés pyta, kolko roznych ¢isel modzeme dostat ako sticet nejakej podmnoziny &isel®, ktoré su napisané na
guldockach.

*To je zvy$ok 2, alebo ekvivalentne zvysok —1.
>Sti¢et prazdnej mnoziny Cisel je 0.
8Cisla mdzu byt aj rovnaké, takZe to nie je iplne podmnozina, ale budeme pouZivat tento pojem ,,pod-multimnoziny* &isel.
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Uvodné pozorovania

Vsetkych moznych podmnozin je 2", takze urcite nemdzeme dostat viac ako 2" roznych suctov. Tolko zaroven
vieme dosiahnut - ak budu na gul6¢kach mocniny dvojky: 29,21, ...,27"1, tak vieme dostat [ubovolny sucet s od 0
do 2" — 1, a to tak, Ze vyberieme tie mocniny dvojky, ktoré st vynasobené cifrou 1 v binarnom zapise s.

Tiez vieme dostat malé pocty suctov — ak na gulockach bude k jednotiek a n — k nul, vieme ziskat prave vsetky
sic¢ty od 0 do k, kde 0 < k < n.

Néroc¢nejsie moze byt ziskat 2" — 1 réznych suctov. V tomto pripade musia byt vietky sucty rozne, az na jednu
dvojicu podmnozin, ktora ma rovnaky sucet. Ak by obe tieto podmnoziny obsahovali ten isty prvok (gulocku), tak
po jeho odobrani z oboch by sme dostali dal$iu dvojicu podmnozin s rovnakym su¢tom, ¢o nechceme. Podobne,
ak by obe neobsahovali nejaky prvok, jeho pridanim do oboch by sme dostali dal$iu dvojicu s rovnakym st¢tom.
Musti preto ist o podmnozinu a jej doplnok (tie ¢isla, ktoré nie s v prvej podmnozine). Napriklad funguje aj
pripad, kedy jedno ¢&islo je su¢tom ostatnych, napr. {3,4,7} déva iba jednu dvojicu s rovnakym suétom, a to
3+4=7.

Vyzera to tak, Ze nam nic nebrani dostat fubovolny pocet suctov od 1 do 2. Podme to dokazat!

Vsimnime si, ze pridanim dal$ieho prvku pocet moznych stctov vzrastie z 2" na 2"*1, ¢ize sa zdvojnasobi. Pod-
mnoziny po pridani prvku su tie pred pridanim a tiez tie pred pridanim plus novy prvok, ¢o je tiez zhruba zdvoj-
nasobenie, ale niektoré suc¢ty mozu byt rovnaké.

Dokaz

Budeme postupovat indukciou podla n — poctu ¢isel/gulocok. Ukazeme, Ze vieme dostat [ubovolny pocet roznych
suctov od 1 do 2".

Pre n = 1, ak chceme 1 sucet vezmeme gulocku s ¢islom 0, sucet kazdej podmnoziny je 0. Ak chceme 2 sucty,
vezme gulocku s ¢islom 1, suc¢ty podmnozin su 0 a 1.

Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre n a podme dokazat, Ze pre n+1 vieme ziskat m réznych suctov (pre fubovolné
1 <m < 2™1). Prvky aj su¢ty budeme generovat nezaporné, takze najmensi dosiahnutelny sucet bude 0 (ur¢ite ho
vieme dostat aspon ako sucet prazdnej mnoziny).

Ak m = 2k je parne, tak si z indukéného predpokladu zostrojime n gulocok, z ktorych vieme ziskat k suctov
0 =5, <s$ <+ < s, Nanovu gulocku napiSeme ¢islo s + 1 = a. Vsetky sucty s novou gulockou st teraz vacsie
ako vsetky sucty bez nej, pretoze nova gulocka ma dostatocne velké ¢islo. Vieme ziskat 2k stuctov 0 = s; < s, <
< <a+s<a+s<--<a+ s

Ak m = 2k — 1 je neparne, tak si opdt z induk¢ného predpokladu zostrojime gulocky, z ktorych vieme ziskat k
suctov 0 = s; < s < --- < ¢ (polovicu zaokruhlent nahor). Teraz vak priddme ¢islo, ktoré je rovné najvacsiemu
suctu sy, takze vSetkych suctov bude o jeden menej ako dvojnasobok: 0 = s; <5 <-+- < s < s+ 5, <+ < Sk + S
Naozaj to funguje, kedze v tomto pripade 1 < k < 2" a s = s + 57 = s, + 0.

Indukcia je tymto hotova, pretoze vieme mat n + 1 gulo¢ok s fubovolnym poétom suctov od 1 do 27+1.

Tymto sme dokazali, ze pre n gul6¢ok vieme dostat lubovolny pocet roznych suctov podmnozin od 1 do 2”.
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3.8 Kohosi Mdloby Skolili

Zadanie. Sherlock sice z listka nezistil, kto mu ho poslal, ale vnuklo mu to zaujimavii otdzku.

»Kto z vds bol na mieste ¢inu ako prvy? Kto nasiel mftvolu?*

»Ja,* ozval sa jeden z pritomnych.

wA vy ste?” vyzvedal Sherlock.

»Remi, pan detektiv.”

»Nuze, Remi, opiste ndm, o ste na mieste ¢inu videli."

No, viete, pan detektiv, isli na mna vcelku mdloby z pohladu na mitvolu, takze som videl také zvlastne obrazce.”

Celé to zacalo trojuholnikom AByC, s ortocentrom Hy. Pre kazdé prirodzené n definujeme B, ako kolmy priemet
C,-1 na AB,, C, definujeme ako kolmy priemet B,_, na ACy a H,, definujeme ako ortocentrum trojuholnika AB,C,.
V zavislosti od velkosti uhla BoACy a od dféky usecky By Cy urcite, Comu sa rovnd

[e9)

> |AH|.

k=0

Riesenie. opravuje Lukas (lukas.gaborik@trojsten.sk)
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Pri rieSeni tlohy budeme vyuzivat orientované uhlenie’. Ide o trik, vdaka ktorému (takmer) nebudeme musiet
rozoberat rozne pripady (ako napriklad "Co ak a > 90°2 Co ak y > 90°2”). Samozrejme, uloha bolo moZné riesit
aj klasickym uhlenim, iba je potrebné si davat pozor na mozné problémy.

Rychle uvedenie orientovanych uhlov: Orientovanym uhlom (p, q) dvoch priamok p, g (v tomto poradi) nazveme
uhol, o ktory je potrebné otocit p (v kladnom smere, teda proti smeru hodinovych ruciciek), aby otoc¢ena p bola
rovnobezna (alebo zhodna) s g.

Teraz pokrac¢ujeme so samotnym rieSenim.
Najprv dokdzeme podobnost trojuholnikov AB;C; a AC;;1Biy;.
Nech (BiA,AC;) = a;, (C;B;, BiA) = B a (AC;, CiB;) = y.

Vsimneme si, ze ak o = 90°, tak zo zadania B;,; = C;,; = A. Potom ale nevieme definovat B;,, a C;,,, teda nasa
suma nie je definovana.

Nakolko C;B;;; a B;Ciy; su vysky, plati (B;Ci1,AC;) = (AC;,BiCiy1) = (CiBis1,AB;) = (AB;,CiBiy1) = 90°.
Z (B;Bi+1,Biz1C;) = (B,Cyy1, Ciy1 C;) zéroven dostavame, ze Stvoruholnik C;,B;,B;C; (vo vhodnom poradi z4-
leziac od konstrukcie) je tetivovy. Z vety o tsekovom uhle (pre orientované uhly) potom (Cj, By, BiyjA) =
(Ci11C;, CiB;) = (AC;, C;B;) = y;. Analogicky (ACy,1, Ciy1Biv1) = fi.

Napodobne z (H;Cj,;, Ci;1A) = (H;Bjiy1, Biy1A) = 90° je $tvoruholnik H;C;,;AB;,; (znova, s bodmi vo vhodnom
poradi) tetivovy. Z toho dostdvame (Ci,1H;, H;A) = (Ciy1Bis1,Bis1A) = y;. Tento fakt vyuZzijeme neskor pri
pocitani [AH|.

Dostavame Yi+1 = (ACM, C,'.HB,'_H) = (C,'Bi,B,'A) = ﬁ,’ a/3,-+1 = (Ci+lBi+1,Bi+1A) = (AC,', CiB,') =Y. To nam hOVOri,
ze trojuholniky AB;C; a AC;,B;,1 st podobné podla vety uu, ¢o sme chceli.

Dalej sa budeme pokusat najst koeficient podobnosti k. Potom z podobnosti |AH;,,|/|AH;| = k = |AB;,,1|/|ACi.

Vyjadrime si |AB;;1| z trojuholnika C;B;,;A. Tu uz prestaneme pouzivat orientované uhly, kedZe ndm nevyriesia
problémy, ktoré vzniknu klasickym uhlenim.

Nase goniometrické znalosti nam hovoria, Ze
COS(l < Bi+1ACi|) = |ABZ+1|/|AC1|
To upravime na
|AB1‘+1| = COS(| <Bi+1ACi|) : |AC1|
Tu ale nastdva problém, kedZe | < B;;; ACj| = a neplati vo vSetkych konfigurdciach. Konfiguracie su dve, a to
o a<90°a|<B;jAC) = a,
e a>90°a|<B;;,AC;| = 180° — a.

7Viac na https://prase.cz/library/OrientovaneUhlyMTa/OrientovaneUhlyMTa.pdf.
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Z toho vyplyva, ze cos(| < B;11ACi|) = | cos(a)|, pretoze

cos(a) >0 a < 90°,

cos(| < B AC|) =
(| <BinAC|) {cos(1800 —a)=-cos(a) >0 a>90°.

Dostdvame k = |AB;,1|/|AC)| = | cos(a)|, z ¢oho vyplyva:
|AH,| = | cos(a)| - |[AH,|,

|AH,| = | cos*(«)| - |AH,|,

|AH;| = | cos'(a)| - |AHy|.
Teraz potrebujeme dopocitat |[AH,|. To vieme urobit mnohymi spdsobmi (napr. cez podobnosti alebo vzorce), ale
my vyuZzijeme sinusovu vetu pre trojuholnik AH,C;. Plati:
|AH,|/ sin(90°) = |AC,|/ sin(|< C,HyA|)
|AHo| = |AC,|/ sin(| < CiHpA|)

|AHo| = cos(e) - [ABo|/ sin(| < C;HpA|)

Zo sinusovej vety pre ABC mame |ABy| = sin(y,) - |BoCy|/ sin(a). Dosadime a dostaneme

|BoCo| . 1 [BoGol - |cos(oc)|' sin(yyp)
sin(a) sin(|< CiHoA|) sin(a) sin(| < CiHpA|)

|AH,| = | cos(a)| - sin(yp) -

Spomenieme si na (C;;H;, H;A) = y;, ¢o sme predtym vypoditali. Samozrejme ndm tu nastdvaju dve moznosti
podla konfiguracie: |< C;HyA| = (Cyy1Ho, HyA) = y, alebo | < CyHyA| = (HyA, Cos1Hy) = 180° — 9. Tentokrat je
nam to ale jedno, pretoze sin(y,) = sin(180° — y;).

Dostavame tak
IBoCo| - | cos(a)| sin(yo) |BoCol - |cos(a)
|AH,| = : - = = . = [BoCo| - | cot(a)|.
sin(«) sin(yy) sin(«)

Hladana suma je nasledne vdaka su¢tu nekone¢ného geometrického radu rovna

oo o0 o0 1
Z |AH| = Z | cosk((x)| -|AHp| = |ByCy| - | cot(a)] - Z | cosk((x)| =[|ByCy| - | cot(a)| - ———— |
k=0 k=0 k=0 1- |COS(“)|

Suma konverguje pre | cos(a)| < 1, ¢o bude v nagom trojuholniku platit vzdy.
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3.9 Krasy Mysle Sherlockovej

Zadanie. A ostatni?“ prerusil Sherlock Remiho monolog. ,,Kedy ste prisli Vy na miesto ¢inu, pan grof?*
, Viete, ja si nepamdtdam, bol to vcelku Sokujiici ndlez. Som siviak isty, Ze som prisiel okamzite po panovi exekiitorovi.*
~A Vy, pane?* opytal sa Sherlock sluhu.

Sluha, vytrhnuty z driemot, sa spamdtal. No... Ja som bol na mieste ¢inu skoro naraz s Remim, pdn detektiv. Nie
som si isty, ¢i som prisiel tesne pred nim, alebo tesne po riom.*

Teraz sa uz Sherlock skutocne zacal bliZit k rieseniu. Jeho mysel'totiz pracuje ako pocitac - v bindrnej stistave. RieSenie
pripadu si mozZeme predstavit ako kladné celé cislo n. Povieme, Ze Cislo n je blizko, ak jeho zdpis v dvojkovej suistave
konci na jeho zdpis v desiatkovej stistave. Napr. ¢islo 10 zapiseme v dvojkovej siistave ako 1010, ¢o konci ciframi 10.
Takze cislo 10 je blizko. Ndjdite vsetky kladné celé cisla n, ktoré sii blizko a v desiatkovej stistave maju najviac dve

cifry 1.

Riesenie. opravuje Lukas (lukas.gaborik@trojsten.sk)
Uvedomme si, Ze aby ¢islo bolo blizko, musi jeho desiatkovy zépis obsahovat iba nuly a jednotky - inak by nim
totiz nemohol koncit jeho dvojkovy zapis. Navyse, hladdme iba také prirodzené ¢isla pobliz, ktoré obsahuju v de-
siatkovej sustave najviac dve jednotky. Preto rieSeniami mozu byt iba ¢isla tvaru 10% a 10X+ 10/ pre k > I nezdporné
celé.

Ak n = 10%, tak v desiatkovej ststave pozostava z jednotky a k nul. V dvojkovej ststave viak tiez musi koncit k
nulami, kedze 2* | 10%. Navyse, kedze 2 a 5 st nestdelitelné, tak 25! 4 10k, ¢o znamena, Ze cifra nalavo od tychto
k nul musi byt jednotka. Tym dostavame, Ze vSetky mocniny desiatky su blizko.

Uvazujme teraz n = 105+ 10’ s k > [, ktoré je blizko. Ked z jeho dvojkového zépisu odstranime (k+1)-viaa (I1+1)-
vu cifru sprava, musi koncit k + 1 nulami. To v3ak znamena, ze n — 2% — 2! je delitelné 25!, Vieme vsak, Ze
10% — 2k = 2k . (5K — 1) je ndsobkom 2%*1, kedze 5 — 1 je vzdy parne. Preto ndm stali najst také dvojice k, I, ze

2k+l | lol _ 21
2k—l+1 | 51 ~-1.

To ndm pripomina zndmy vztah 5'—~1 = (5-1) (5! +52+-.-+5+1). VSimnime si, Ze pre neparne  mame v druhe;j
zatvorke neparny pocet neparnych scitancov, ¢ize tato zatvorka nemoze byt parna. Javi sa teda, Ze je prospesné
si rozlozit exponent / na parnu a neparnu ¢ast — preto nech [ = 2% - b, kde b je neparne. Potom

5-1= (SZa)b —1= (5% - 1) (nepérny pocet nepérnych s¢itancov) = (5% +1) (5" - 1) - (neparne &islo).

Vsimnime si, Ze prvé dve zatvorky st obe parne. Navyse sa lisia o 2, takze prave jedna z nich je delitelna 4. Avsak,
57 =1 =(5"" 1) (5% + 1) musi byt delitelnd 4, a teda (5*"! + 1) m4 v prvociselnom rozklade prave jednu
dvojku. Takto vieme pokracovat, ¢im dostaneme

59 -1=(5%" +1) (5 -1)= (5" +1)(5* +1) (55 -1) ==

= (57 +1) (57 + 1) (5¥ +1) (57 +1) (57 - 1).
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Ako sme uz povedali vyssie, prvych a — 1 zatvoriek ma v prvociselnom rozklade prave jednu dvojku. A sucin
poslednych dvoch, 6 - 4 = 23 - 3 ich obsahuje préve 3. Preto sa dvojka v prvoéiselnom rozklade 5' — 1 nachadza
presne (a + 2)-krat®. My v8ak potrebujeme, aby to bolo aspon k — [ + 1, z ¢oho dostdvame

k-2"-b+1<a+2,
k<2®-b+a+1.
Navyse vieme, Ze k > [, a teda v tejto vetve tilohu splhaju vietky &isla tvaru 102“4+e+1+102t, kde a, b, ¢ s4 nezdporné
celé ¢isla, pricom ¢ < a a b je neparne.

Nezabudnime v$ak na jeden $pecialny pripad, a to [ = 0. Vtedy ho totiZ nevieme zapisat v tvare 27 - b, kedZze nejde
o prirodzené ¢islo. Je vSak zrejmé, ze podobne ako pri mocninach desiatky, &islo 10% + 1 konéi v dvojkovej sustave
na svoj zapis v desiatkovej sustave pre vsetky k > 1.

3.10 Kto Mohol Strielat?

Zadanie. Watson vytiahol Sherlocka z miestnosti, aby sa mohli poradit.

,Je to skutocne velmi zapeklity pripad, Sherlock, povedal Watson. ,Mdme tu pdt podozrivych — exekiitora, gréfa,
kuchdra, manzelku a sluhu. V nejakom poradi prisli na miesto ¢inu, ale kazdy z nich mad alibi. Niekto bol pocas
vrazdy v dedine a ostatni sa v tom case venovali nejakej inej Cinnosti. A potom sii tu tie stopy na mieste cinu. Aj tych
je pdt — voodoo babika, varecha, logaritmické pravitko, funkcia, a ampulka...”

~Ampulka? Preco mito hovorite aZ teraz, Watson? V tej mohol byt jed. Ten by mohol byt dalSou vraZednou zbrariou!*
..No, vidite, Sherlock. Esteze ma madte."

+Ale kdeze, mily Watson. Strielam si z Vids. Tak, ako si niekto vystrelil zo Zdhradnika. Videli ste sndd ti stopu po
gulke. Je to prosté, mily Watson, aj ked mal kazdy podozrivy pristup k jednej zo zbrani, vrah urcite pouzil gulomet.*

Sherlock vie, Ze gulky z gulometu sii olislované ¢islami ay, a,, ..., a, z intervalu (0, 1). DokdZte, Ze pre n > 2 plati

a a, a, N

+ 4+
l+ay+as+--+a,.1+a, l+az+ag+--+a,+a l+a+a,+-+a,,+a,

+(1 - al)(l - 612)(1 - an_l)(l - an) <1
Riesenie. opravuje Dzavo (adam.dzavoronok@trojsten.sk)

Pri rieSeni tejto nerovnosti sme si mohli v§imnut, Ze jeden z pripadov, kedy nastava rovnost, je ak prave jedno
z ¢isel ma fubovolnu hodnotu z daného intervalu a zvysné st 0. To ndm moze povedat, Ze chceme uvazit najvacsi
prvok z pomedzi a;, lebo na zaklade pripadov rovnosti ma $pecidlne postavenie. Tak to podme spravit! Vzhladom
na cyklickost nerovnosti predpokladajme bez ujmy na véeobecnosti, Ze a, je najvacsie. To ndm umozni dobre od-
hadnut menovatele. Tie sa lisia tym, Ze vZdy vynechame nejaké a;. Najmensiu hodnotu nadobudnt, ak vynechame

8Toto pozorovanie sa dalo urobif aj vyuZitim p-valudcii a Lifting The Exponent lemmy, o ktorych si mozete pre¢itat napriklad na
https://drive.google.com/file/d/1tOQhmxsw5n2b_G-dXmdrhT4YL719Xg0f/view?usp=drive_link.
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a;. Vyuzitim tohto pozorovania dostaneme

a a, a+d, +--+a,
4ot < >
l+a,+as+---+a,_;+a, l1+ay+ay+--+a,,+a,.; l+ay+az+--+a,
a; a 1-a;
4ot . <1- .
l+a,+as+--+a,+a, l+a+a,+-+a,,+a, 1+a,+as-+a,

Dosadenim tohto odhadu do zadanej nerovnosti a po par jednoduchych tpravach ziskame
(1-a)(1-a))(1-a,)(1+ay+as+-+a,) <(1-a).

Teraz si v§imnime, Ze aritmeticky priemer &isel (1-a,), (1-as), ..., (1-a,), (1+a,+a; ---+a,) je 1 analavej strane
nerovnosti, ktor nam staci dokdzat, ndm vystupuje n-td mocnina ich geometrického priemeru, ktory mozeme
odhadnut AG nerovnostou ako 1” = 1, z ¢oho mame

(1-a)((1-ay)(1-a,)(1+ay+as—+a,))<(1-a))-1"=(1-ay),

¢im sme ukazali, ze plati silnejsia nerovnost, ktort sme dostali odhadmi a ekvivalentnymi Gpravami zadanej ne-
rovnosti, ¢ize nasledne plati aj ta.
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