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KMS, OATC KAGDM FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava

RieSenia 1. kola letnej Casti

1.1 Kradne Mena Sarodencom (x < 0)

Zadanie.

V ,chaliipke® vo Vrbovom byvala rodina, ktord mala vela deti. Matus, Méric, Michal, Frantisek, Serafin, August. To
vsetko boli mend jedného z nich. Jeho stirodencom sa nepdcilo, ze Matiis Moric Michal Frantisek Serafin August moze
mat hned 6 mien, kym oni nemajii Ziadne, takZe hned ako dospel, tak ho hnali pred sid, aby nastolil spravodlivost.

Sud sudi na zdklade troch premennych x, y, z, ktoré su celymi cislami, a rdd by zistil, ¢i odsiideny moze byt vo vizeni
az do roku 2025. Aby tam tak dlho mohol byt, tak premenné musia spliiat

(x+y)(y+2)(z+x) =2025.

Existuju také x, y, z?
Riesenie. opravuju Nata (natalia.cigasova@trojsten.sk) a Filip (filip.kotoc@trojsten.sk)

Na zaciatku celej ulohy je dobré si uvedomit, Ze ¢islo 2025 chceme ziskat ako sucin troch inych ¢isel. Je teda dobré
sa pozriet na prvociselny rozklad ¢isla 2025. Tu si moZzeme vS$imnuat, ze 2025 = 3% - 52. Ak ma teda platit rovnost
zo zadania, musi platit, Ze jednotlivé zatvorky st nejakymi nasobkami tychto prvocisel, a zaroven vyuzijeme iba
dostupné prvocisla. Trik celého riesenia spociva v tom, ze medzi prvocislami nemame dvojku (2025 je nepérne).
Ak by sme chceli ziskat ¢islo 2025 ako sucin troch zatvoriek, kazda z tychto zatvoriek musi byt neparne ¢islo.
Kedze kazda je su¢tom dvoch celych ¢isel, neparne ¢islo vieme vytvorit iba ako sucet jedného parneho a jedného
neparneho ¢isla (2 neparne alebo 2 parne nam daju parny sucet). Teraz ked vieme, ze vSetky 3 zatvorky st neparne
a v kazdej zatvorke je jeden parny a jeden neparny sc¢itanec, tak bez ujmy na vseobecnosti mézeme povedat, Ze x je
parne a y je neparne. Z druhej zatvorky teda vyplyva, Ze z je parne, kedZze druhy ¢len v tej zatvorke, y, je neparny.
Tu vsak nastava spor, kedze v poslednej zatvorke by sme mali sucet dvoch parnych ¢isel (x a z). A kedze ¢islo z
nemoze byt parne aj neparne zaroven, vieme, Ze ziadna taka trojica x, y, z neexistuje.

1.2 Krasnu Milyje Siiflannku (x < 0)

Zadanie.

Matus Moric Michal Frantisek Serafin August nechcel riskovat, Ze sud ndjde Cisla, ktoré ho posli do vizenia na
niekolko storoci, tak pre istotu usiel do Polska - do Popradu. Tam sa zaliibil do krdsnej SiifSannky. Zistil, Ze jej rodina
ukryva polskych odbojdrov, tak nevdhal a aj on vstupil do odboja. V skrysi im bolo so SiiffSannkou spolu prijemne,
takze nemohlo nasledovat nic iné ako svadba.

Oltdr, pred ktorym sa Siiffannka s Matiisom Moricom Michalom Frantiskom Serafinom Augustom brali, mal tvar
obdiznika ABCD. Na jeho strane AB lezi bod E tak, Ze tisecky EC a ED majii postupne dizky 35 a 84 palcov a zdroveii
plati <ECB+ <EDA = 90°. Urcte v palcoch vzdialenost bodov A a E.
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Riesenia 1. kola letnej casti @@@

Rie$enie. opravuje Matka (martina.ganova@trojsten.sk)

Ako prvé si mézeme dopocitat vntitorné uhly trojuholnikov v obdlzniku ABCD. Pre lahsie vyjadrovanie si uhol
2 ECB nazveme « a uhol <« EDA nazveme f3. Kedze uhly pri vrchole obdlZnika st pravé a zo zadania vieme, Ze
a+ 5 =90°, tak si mozZeme dopocitat, Ze uhol « EDC ma velkost 90° — 8 = & a uhol « ECD ma velkost 90° — a = .
Kedze v trojuholniku je sucet vnutornych uhlov 180°, vieme dopocitat z trojuholniku AECD, ze uhol « CED ma
velkost 180°—f—a = 90°. Taktiez vieme dopocitat z trojuholniku AAED, ze uhol « AED ma velkost 180°-90°—f =
a. Vsetky novo dopocitané uhly si zaznac¢ime do nacrtu.

Z nacrtu si mozeme v§imnut, Ze trojuholniky A ECD a AAED st si podobné podla vety uu, kedZe oba maju rovnaké
vnutorné uhly.

Nasou ulohou je zistit dlzku strany AE v trojuholniku AAED, ktora kore$ponduje k strane DE v trojuholniku
AECD. Dlzku strany DE uZ pozndme, teraz musime zistit aky pomer majt strany trojuholnikov medzi sebou.
Ked?e trojuholnik A ECD je pravouhly, vieme pomocou Pytagorovej vety vypocitat dizku jeho prepony CD.

|CDJ* = 84% + 352
|CD| = /842 + 352

|CD| =91
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@@ Riesenia 1. kola letnej casti

Strana DE v trojuholniku AAED koreSponduje k strane CD v trojuholniku AECD. Preto pomer tychto dvoch
stran bude rovnaky ako pomer stran AE a DE.

|DE| _ 84
|ICD| 91
DE _12
|ICD| 13
|AE] 12
IDE| 13
JAE] 12
84 13
AE| - 1008
© 13

Strana AE ma teda dizku %2 ~ 77,54 palcov.

1.3 Krajinou Masiruju Spiklenci (x < 1)

Zadanie.

Ucast v odboji mala vsak aj svoje tienisté stranky. Matus Méric Michal Frantisek Serafin August to zistil, ked im
do skryse vtrhli Rusi a vsetkych zajali. Nahodou to bol aj spésob, ktorym sa dozvedel, proti komu sa vlastne odboj
organizuje. Rusi sa s protivnikmi nemaznali a rozhodli sa ich odlifrovat az na Kaméatku.

Cesta na Kamcatku trvala dlho. Cestovali prvy den, druhy den, treti den... Matis Moric Michal Frantisek Serafin Au-
gust si kazdy den zaznacil, ako daleko je od domova. Jeho vzdialenost od SiifSannky v n-ty den si oznacil nezdpornym
redlnym Cislom a,. Ako daleko bude v 2025-ty deri svojej cesty, pokial plati:

e dy = 2)
D 1 s 1 ¢ 5 2
¢ Qi1 = gma o T+ o pre vietky celé 0 < n < 2024
Riesenie. opravuje Viliam Geffert (viliam.geffert@trojsten.sk)
.. M _ 1 1 oy . v 1 1 ¥ oo
Zo zadania vieme, Ze a,,,; = i Tt T i KedzZe vieme, Ze a, = vl O et ¢len a,,,; si vieme
vyjadrit ako a,.; = a, + #M To si vieme nésledne upravit do tvaru:
1
Ap+1 = Ap t
ay + Ap1

an+1(an + an+1) = an(an + an+1) +1
2 _ 2 1
Aoy + Ape1Gy = o + QG +
_ 2
ag=a,+1

2
ay
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Riesenia 1. kola letnej casti @@@
Nasledne si mozeme dopocitat predchddzajuce ¢leny postupnosti (as, ..., o).

04:\/€l§+1

4=a;+1

03:\/3

Podobnym spdsobom si vieme dopocitat, ze prvy (resp. nulty) ¢len postupnosti a, = 0. Z toho vyplyva, ze pre
kazdy ¢len postupnosti plati, ze a, = \/n.

Clen a,9,5 bude mat hodnotu /2025 = 45.

1.4 Kamcatka Mimoriadne Strasna (x < 2)

Zadanie.

Nik nemohol tusit, Ze odbojdri na Kamdcatke sa budii nudit, a tak zorganizujii dalsi odboj. Matus Moric Michal
Frantisek Serafin August a jeho kumpdni nahovorili miestny lud a spolu premohli vojenskii posddku, ktord ich mala
strazit. Kedze sa bdli, Ze Rusi poslii posily, rozhodli sa utiect po mori.

Na cestu sa museli ndleZite pripravit. Bolo zima, tak na lod nalozili x koZusin, y konzerv Spendtu a kedze uz nevedeli,
Co by este mohli naloZit, tak si zobrali p ton pravého snehu, kde x, y su kladné celé cisla a p je prvocislo. Ndjdite vsetky
trojice (x,y,p), splnajtice

y(& +p) - x(y* +p) =p.
Rie$enie. opravuju Denys (denys.andrukhovskyi@trojsten.sk) a Baska (barbora.novosadova@trojsten.sk)

Prvé, ¢o ndm moze napadnut pri rieSeni takejto tlohy: treba nejak vhodne prepisat rovnost, aby sme dostali pekny
rozklad na ¢initele, lebo potom by sme mohli vyuzit informaciu o tom, Ze p je prvocislo.

Skusime najprv roznasobit zatvorky, ¢im dostaneme
y(x* +p) =x(y* +p) = p,
Yt +yp =Xyt = xp = p.

Vidime, Ze tento vyraz obsahuje podobné ¢leny: yx* a x)?. Lisia sa prave v tom, Ze prvy je xy - x a druhy je xy - y.
Skusime si to tak aj zapisat, a pritom dat tie ¢leny vedla seba.

Xy -X=Xxy-y+yp—xp=p.
Z prvej dvojice ¢lenov vieme vytiahnut pred zatvorku vyraz xy a z druhej dvojice ¢islo p:
xy(x=y) +(y=x)p=p.

Z toho vyplyva, ze vskutku vieme dat dokopy aj dva nové ¢leny, pretoze (y — x) = —(x — y).
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@@ Riesenia 1. kola letnej casti

xy(x=y) +(y=x)p=p,
xy(x=y) = (x=y)p=p,
(y =p)(x=y) =p.
Vyborne! Dostali sme prave to, ¢o chceli. Na lavej strane mame pekny rozklad na ¢initele, na pravej strane stale
mame p, teda prvocislo.
Takze uz vieme, ze obidve zatvorky su delitele prvocisla p. Mame teda niekolko moznosti:

e p=p-l,atedaxy—p=pax—y=1.Zprvejrovnice dostavame, ze xy = 2p. Tu by sa tiez dalo skontrolovat
vSetky moznosti, pricom vieme, ze x > y. Takze budx = 2pay = 1 alebo x = pa y = 2 (lebo p je prvocislo,
teda p > 2, a teda pripad x = 2 a y = p nie je mozny, akoajx = 1 a y = 2p).

1. Akx=2pay-=1,takzdruhejrovnicex—y=2p—1=1,atedap =1, ¢o nie je prvocislo.

2. Akx =pay =2, takz druhej rovnice opit vidime x — y = p—2 = 1, a teda p = 3, ¢o dava nam riesenie
(xy.p) = (3,2,3).

e p=1-p,atedaxy—p=1ax-y=p. Tuuztaky trik ako v predchadzajicom bode uplatnit nevieme (lebo
nevieme vela povedat o deliteloch ¢isla p + 1). Takze mozeme skusit klasicky postup: z druhej rovnice vieme
vyvodime, Ze y = x — p. Potom rovnako vieme dosadit do prvej rovnice:

xy-p=1
x(x-p)-p=1,
X -px—-p-1=0,
x*-px—(p+1)=0.
Toto je obycajna kvadratickd rovnica, ktord vieme vyriesit, napr. pomocou diskriminantu:
D=b"-4dac=(-p)*—4-(1)-(=(p+1))=p*+4(p+1)=p* +4p+4=p*+2-2-p+22 = (p +2)?

Potom rieSenia su
Lo bxVD _ —(p)(p+2) _px(p+2)
2-a 2-1 2
CiZe prvé riesenie bude x = 21’2—” =p+1l,adruhébudex = 3 = -1.

Cislo x = —1 je zdporné, takZe to nie je rieSenim tlohy, ale x = p + 1 je kladné &islo a riesenim je: ak x = p+1,
y=x-p=p+1-p=1. TakZe, naozaj mame, Ze trojica (x,y,p) = (p + 1,1,p) je rieSenim pre fubovolné p.
Tuato cast sa dalo vyriesit aj inymi sposobmi. Napr. si vSimnut, Ze xy—1 = p = x -y, z coho potom tieZ vieme
dostat peknu rovnicu. My ale skusime teraz nahliadnut este jeden spdsob riesenia (aj ked predchadzajuce
su dobré), ktory nie je tplne Standardny a este ho v tlohe vyuzijeme.
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Skusime si prepisat vyrazy tak, aby neobsahovali minusy: xy = p + 1 ax = y + p. Tu uz vieme vyuzit to, Ze
x,y > 1 skor, ako vyrieS§ime rovnicu: ak y > 1, tak predsa vieme, Ze x = y + p > p + 1. Ale teda vidime, zZe
potom méme p+1=xy > (p+ 1)y, &ize 1 > y, odkial y musi byt 1. Odtial uz dostaneme, ze x = p + 1, a ked
skontrolujeme, tak to naozaj bude riesenie.

Teraz prichadza velmi dolezité pozorovanie. Zdalo by sa, ze sme skontrolovali véetky moznosti. Ved p je kladné,
x, y su tiez kladné, tak st len moznosti p = p -1 alebo p = 1 - p. To ale nie je dostato¢nd podmienka. KedZze
v ¢initeloch mame rozdiely, moze sa stat, Ze ak xy bude mensie ako p a x bude mensie nez y, tak potom xy — p <0
ax —y < 0. Takze nam treba preskiumat aj dalSie moznosti.

e p=(-p)-(-1),atedaxy—p=—-pax—y=—1. Potom ale hned z prvej rovnice vidime, Ze xy = 0, takze
x = 0alebo y =0, ¢o je spor s tym, Ze x a y su kladné.

e p=(-1)-(-p),atedaxy—p=—1ax—y=—p. Skidsime si spomenuit, ako sme riesili druhy bod. Z druhe;
rovnice vidime, Ze y = x + p. Taktiez vieme, Ze x > 1. Skusime ukazat, Ze rieSenia neexistuju tym, Ze
sa pozrieme na nerovnosti

y=x+p=>y>p+1
xy>2x-(p+1)>1-(p+1)=p+1
xy—-p21

Ale xy —p = -1 < 1, ¢o je spor, takze aj takyto rozklad nam nedéva rie$enia.

Skontrolovali sme vSetky moznosti a zistili sme, Ze rie$enia s trojice (3,2,3) a (p+1, 1, p) pre lubovolné prvocislo
p. Dalsie riedenia neexistuju.

1.5 Ktovieaky Macausky Stopar (x < 6)

Zadanie.

Po mori sa odboj preplavil az do Macaa. Po ceste zjedli vSetky zdsoby vrdtane koZusin a snehu, no i tak boli vyhla-
dovani. V Macau teda predali lod, aby sa mali za o najest. Matusovi Moricovi Michalovi Frantiskovi Serafinovi
Augustovi sa uz cnelo za domovom, tak sa rozhodol, Ze si stopne nejakii lod do Eurépy. Po dvoch drioch stdtia s vy-
strcenym prstom v pristave sa nad nim zlutovala posddka jednej franciizskej lode a vzala ho na cestu do Lorientu.

Matus Moric Michal Frantisek Serafin August uz bol z toho vsetkého cestovania znudeny. Nastastie boli na lodi
ndmornici, nanestastie sa chceli hrat iba kocky a na tie mu uz nezostali peniaze. On si vSak vystaci aj sam.

Hracia plocha je n-uholnik. Matus a Moéric sa striedajii v tahoch, pricom zacina Matis. Vo svojom tahu zafarbi
hrd¢ jeden dosial nezafarbeny vrchol namodro alebo nazeleno tak, aby Ziadne dva vrcholy rovnakej farby nesusedili.
Ak niekto nemd ako spravit tah, prehrdva. V zavislosti na n > 3 urcte, ¢i md vitazni stratégiu Matus, alebo Moric,
a vysvetlite akd je.

Rie$enie. opravuju Kopy (martin.kopcany@trojsten.sk) a Adri (adrianka.janackova@trojsten.sk)
Sposobov, ako sa dala riesit tato uloha je viacero. Ukazeme si dva najcastejsie.

Rozdelme si ulohu na dve moznosti podla toho, ¢i n je parne, alebo neparne.
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@@ Riesenia 1. kola letnej casti

Ak je n parne, tak si Méric moze nakreslit pomyselnu os symetrie podla ktorej bude hrat (ako na obrazku).

Ak teraz zahra niekde Matu$ nejaky tah, tak ho on podla tejto osi symetrie moéze skopirovat s opacnou farbou na
druhu stranu.

Nech sme teda v situdcii, ktora je symetricka podla tejto osi symetrie, len s vymenenymi farbami. Potom Matus
zahra nejaky tah. KedZe tento tah bol legalny, tak legalny tah bude aj zahranie opac¢nej farby na opa¢nu stranu.
Tym ziskame opat symetricku situaciu. Toto sa stane aj v pripade, Ze je to vrchné alebo spodné policko nasho
planika, lebo sice policku, ktoré chceme ofarbovat, pribudol ofarbeny sused, ale kedZe chceme ofarbovat opacnou
farbou, mézeme to spravit.

Tymto sposobom moéze Mdric vidy zahrat dalsi tah a teda Mati$ musi nutne prehrat.

Nech 7 je neparne. Matu$ niekde zafarbi prvé policko. Nasledne si Moric moze otocit hraci plan tak, aby toto
policko bolo polickom A na hracej ploche a spravit si pomyselnt os symetrie cez policko B a uplatnit cez tuto
os symetrie rovnaku stratégiu ako v prvej casti. Zacne teda tym, ze policko C zafarbi opa¢nou farbou, ako Matus
zafarbil policko A.

Kedze policko B sa uz neda ofarbit, tak z rovnakého principu sta¢i Méricovi , kopirovat® Matusove tahy a ma
zarucené, ze vzdy bude moct zahrat dalsi tah a vyhra.
V oboch pripadoch ma teda Méric vitaznu stratégiu.
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Iné rieSenie.

Pozrime sa, ako bude vyzerat hracia plocha po skonéeni hry. Specificky sa pozrime na to, ako budu vyzerat policka
okolo volnych policok. Na to, aby sa na takéto voIné policko uz nedal zahrat tah, potrebujeme, aby okolo neho
bolo z jednej strany modré policko a z druhej zelené, inak by sa nan este dal zahrat nejaky tah.

Vedla zelenych poli¢ok mozu byt len prazdne alebo modré policka, pripadne ich kombinacia. Podobne pre modré
policka.

Takze ked si odmyslime vsetky prazdne policka, tak zvysné policka, ktoré budi po novom vedla seba, sa buda
striedat: ,;modrd, zelend, modrd, zelend...".

Kedze tieto policka ida do kruhu, tak tam musi byt rovnaky pocet zelenych a modrych poli¢ok, a teda musi byt
odohrany parny pocet tahov. Z toho vyplyva, Ze posledny tah spravil Mdric, lebo Méric robil parne tahy, a teda
uz Mata$ nemohol dalsi tah pridat.

Z toho vyplyva, Ze Mdric ani nemusel mat nijaku stratégiu, aby vyhral. Stacilo mu len hrat validné tahy.

1.6 Kucharske Majstrovstvo Slubuje

Zadanie.

Ked sa Matus Moric Michal Frantisek Serafin August konecne dostal do Eurdpy, hned sa pondhlal za svojou Zenou
Siiffsannkou a ich synom. Po jeho prichode dostal spravy z Franciizska, kde sa o tiom dopocul tamojsi krdal a mal
prefiho prdacu ndarodného vyznamu. Matiis Moric Michal Frantisek Serafin August mal preddvat bagety na nejakom
ostrove kiisok vychodne od Afriky. Ked sa to dozvedel, cely nateseny sa tam vybral. Na tomto ostrove vsak domorodi
obyvatelia nekonzistentne pouzivali dve meny, ariary a franky.

Financénu bilanciu si Matis Moric Michal Frantisek Serafin August zaznamendval ako dvojicu nenulovych celych
cisel (a,f). Po roku prezieravého obchodovania jeho bilancia spliiala

aa+f — f24
fa+f — 616
Urcte vetky mozné dvojice (a, f).
Riesenie. opravuju Oski (oskar.hritz@trojsten.sk) a DZavo (adam.dzavoronok@trojsten.sk)

Ako to uz Standardne byva pri sustave rovnic, ma zmysel skusit upravit rovnice tak, aby sme vedeli jednu dosadit
do druhej. Pozorny pozorovatel' méze lahko spozorovat, Ze ked umocnime prvi rovnicu na 6 a druhti na a + f,
tak dostaneme

260+ - fi4,
f(a+f)(a+f) — a6(a+f).

Tymto figlom sme ziskali schopnost dosadit prvii rovnicu do druhej, ¢im dostavame

f(a+f)(a+f) :f144-

'kratsie aj pozor(ny-+ovatel)
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Jedna moznost je, ze sa exponenty rovnaju. Okrem toho si mézeme uvedomit, Ze exponencialna funkcia c¢* je pre
¢ > 1 rastica a pre 0 < ¢ < 1 klesajuca. To znamena, zZe s roznymi exponentmi moze v nezapornych ¢islach nastat
rovnost len pre f € {0, 1}, aviak zo zadania vieme, Ze f,a st celé nenulové &isla, teda f = 0 neprichddza do uvahy.
A ¢o zaporné Cisla? Prava strana je zrejme kladna, preto musi byt aj lava, a teda a + f je parne. Potom vsak musi
platit

2 l(a+f)(a+f) 2\72
(F*)? =7
pricom teraz uz zéklad f2 exponencialnej funkcie je kladny. CiZe aj v zapornych &islach uz dostaneme s réznymi
exponentmi navyse iba f = —1.

Pozrieme sa najprv na moznost f = 1. Dosadme do prvej p6vodnej rovnice, ¢im dostaneme a%*! = 1. Této rovnica
ma4 rieSenie lena € {1,-1} aleboa+1=0—->a=-1.

Podobne to bude vyzerat pre pripad f = —1. Po dosadeni do prvej rovnice, dostaneme a*"! = 1. Jediné rie$enia
tejto rovnice st opdta € {1,—-1} alecboa-1=0—-a=1.

Nakoniec sa pozrime na pripad (a + f)? = 144 af ¢ {1, -1}, odkial hned mozeme vidiet, ze a + f = £12. Obe tieto
rieSenia postupne dosadme do druhej povodnej rovnice.

Dosadme a = 12 - f, ¢im dostaneme
fr=12-f fr=-12+f,
Fref-12-0, fr-f+12=0,
(f-3)(f+4) =0,

kde prva rovnica ma dve rieSenia v celych ¢islach 3 a —4, ktoré ked dosadime do rovnice a = 12 - f, dostaneme
hodnoty a = 9 a a = 16. Druha rovnica nema rieSenie v celych ¢islach.

Nakoniec dosadme nase druhé rieSenie z odstavca vyssie.
2o g8,
f? = +a,

1 —_
F—:I:a,

1 = +af?

Z poslednej rovnice mozeme vidiet, Ze tieto rovnice by platili len v pripade, ze f = +1, kedZe a, f st celé ¢isla. Teda
tato vetva nam nepriniesla Ziadne nové riesenia.

Teda sa nam podarilo najst vietky usporiadané dvojice (a, f), ktoré spliiaja vyssie uvedené rovnice, a to (1, 1),
(9,3) a (16,-4). Nakoniec uz len treba vykonat skasku spravnosti a overit, ¢i vSetky nase rieSenia splilaji zadané
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rovnice.
12 = 124 10 = (_1)24 (_1)0 -1
1>=1° (-1)°=1° 1°=(-1)°
(_1)—2 _ (_1)24 912 _ 324 1612 = (_4)24
(_1)72: (_1)6 312 _ g6 (_4)12: 16°

Mozeme vidiet, Ze vSetkych Sest usporiadanych dvojic je rieSenim sustavy.

1.7 Kralovsku Moc Skusa

Zadanie.

Na vychod od Afriky je mnoho ostrovov, no Matus Moric Michal Frantisek Serafin August mal svoj stanok na tom
najvicsom. Preto ho uz po prvom roku povysili na hlavného distribiitora pre vietky bagetérie v okoli. Matiis Moric
Michal Frantisek Serafin August povzbudeny tymto povysenim sa rozhodol povysit este viac a prehldsil sa za krdla
celého ostrova. To sa nepdcilo pravoplatnému kralovi Julienovi, ktory sa rozhodol zorganizovat domorody odboj proti
hnusnym franciizskym kolonizdtorom.

Ked uz je Matiis Méric Michal Frantisek Serafin August krdlom, tak potrebuje korunu a Zezlo. Zeziel md dostatok
a v pripade hladu si z nich moZe aj odkusnit. Koruna mu vsak zatial chyba, tak si ju musi upiect. Jeho plech mad tvar
trojuholnika ABC. Na strandch AB a AC boli smerom von zostrojené rovnostranné trojuholniky ABE a ACD. Usecky
CE a BD sa pretinajui v bode F. Ukdzalo sa, Ze bod A je stred kruznice vpisanej trojuholniku DEF. Ndjdite uhol BAC.

Riesenie. opravuju Mati (matus.zelko@trojsten.sk) a Mimi (matej.hanus@trojsten.sk)

Bud plati |AC| < |AB|, alebo naopak. Argument je pre oba pripady rovnaky, budeme predpokladat, ze |[AC| < |AB|.
Bod A je stredom kruZnice vpisanej trojuholniku DEF, preto lezi na osi uhla EDB. Takze |< ADE| = |<ADB|.
Potom trojuholniky ADE a ADB st zhodné podla vety Ssu. Zdielaju stranu AD a trojuholnik AEB je rovnostranny,
vdaka tomu aj |AE| = |AB|. Nakoniec aby sme mohli pouzit vetu Ssu, tak si musime uvedomit (na ¢o mnohi
zabudli), ze |AB| > |AC| = |AD|. To v$ak nastastie mame z predpokladu.
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Uz len jednoduchy vypocet. Okolo bodu A je sti¢et uhlov 360° = 60°+|< BAD|+| < EAD|, av8ak | < BAD| = |< EAD|.
Po tprave dostévame, Ze | < BAD| = 150°, a teda | < CAB| = 150° — 60° = 90°.

1.8 Kokosy Mdze Strielat

Zadanie.

Odboj prerdstol do otvorenej vojny. Matus Moric Michal Frantisek Serafin August sa bdl co i len vykrocit z domu,
domorodci totiz zasypdvali okupovatelov salvami kokosov. Franctizskeho krdla o pomoc pozZiadat nemohol, sotva
by mu tito trapnu situdciu dokdzal vysvetlit. Musel sa teda spoliehat len na tych, ktori s nim boli na ostrove. Ich
vyskumné oddelenie viak nezahdlalo a pripravilo novy recept na bagety, ktoré sa dali pouZit na odrdzZanie nepriatel-
ského bombardovania.

Odpalovanie kokosov Matiisa Moérica Michala Frantiska Serafina Augusta bavilo natolko, Ze si zacal pisat Statistiky,
kam az sa mu kokos podarilo odpadlit. Nech a je kladné celé Cislo reprezentujiice, o kolky odpal islo, a nezdporné celé
¢islo x je vzdialenost, do ktorej kokos odpdlil. Plati, Ze

1
—((2°-1)*+1)=x.

2

Najdite vsetky Cisla a také, Ze vzdialenost x je druhou mocninou celého cisla.

Riesenie. opravuje MiSo M. (michal.molnar@trojsten.sk)
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Za¢nime tym, Ze si vyjadrime x = y? pre nejaké nezaporné ¢islo y, takze ndm stali uréit, pre ktoré a je y celé ¢islo.
Upravme si teda vyraz zo zadania ako

1
yZ:E((Z“—1)2+1)

1
2

—(2%-2-27+1+1)

=271 2041,

y-1=2% (2" -1).

VySetrime najprv pripad a = 1. Vtedy sa rovnica zjednodusi na y? — 1 = 0, takZe pre a = 1 je y = 1 celé ¢islo.

Pre a > 1 je ¢islo 2971 parne, takze 2971 — 1 bude nepérne. Vsetky dvojky z prvociselného rozkladu pravej strany
sa teda nachadzaju v 2%. Upravme si eSte lavi stranu na sucin, ¢im dostaneme

G-1D-(r+1)=2°2"7"-1).
Nasou ulohou teraz bude rozdelit prvocisla z vyrazu napravo medzi zatvorky nalavo. Za¢neme dvojkami z 27.

Cisla y—1a y+1 maju zjavne rovnakd paritu. Ak by boli obe neparne vyraz napravo by bol tiez neparny, ¢o neplati,
takze y — 1 aj y + 1 st dve parne &isla. Dalsia vec, na ktort sa pozrieme je zvy$ok po deleni 4. Ak je y — 1 ndsobok
4, tak y + 1 dava zvysSok 2 po deleni styrmi. Naopak, ak md y — 1 zvysSok 2 po deleni $tyrmi, y + 1 je ndsobok 4.

Je teda jasné, Ze jedno z ¢isel y — 1 a y + 1 bude mat v prvociselnom rozklade prave jednu 2, kym to druhé bude
obsahovat zvy$nych a — 1. Zaroven sme vsak zistili, Zze aspon jedno z ¢isel je delitelné 4, takze aspon jedno z nich
bude mat v rozklade dvojky aspon dve. Nutne teda a — 1 > 2, ¢ize a > 3.

Aby sme zistili, ako mozu vyzerat ¢isla y — 1 a y + 1, zostava nam rozdelit medzi ne este prvocisla z rozkladu
(2971 — 1). To je neparne &islo, takze je delitelné len neparnymi prvoéislami, ktoré su vietky vicsie ako 2. My
chceme tieto prvocisla pridelit bud’k 2 alebo k 227! tak, aby sme dostali ¢isla y— 1 a y + 1, teda dve ¢isla s rozdielom
2. Ako to teda spravit?

Za¢nime tym, ze vetky prvocisla pridelime k ¢islu 2. Dostaneme tak ¢isla 2971 a 24 — 2 = 2(24°! — 1). VSimnime
si, Ze pre a > 2 plati 2¢ — 2 > 2%71. Aby sme dostali y — 1 a y + 1, musi nutne platit

y+1=2"-2,
y-1=2"",
(y+1)-(y-1)=2=(2°-2) -2},
2=20-201-2,
4=2"-20"1
4=2",

odkial uz fahko vidime, ze a — 1 = 2 a teda a = 3. V takom pripade je y = 23 —2 — 1 = 5 celé ¢islo.
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Druhd moznost, ako rozdelit prvocisla je taka, ze nejaku cast z nich priradime k ¢islu 2%-1. Dostaneme tak ¢isla
2 lma Lﬂ;z, kde m je prave sucin vSetkych prvocisel, ktoré sme dodali k ¢islu 2971, Nas vSak zaujimaja uz len
pripady, kedy sme priradili aspon jedno prvocislo, a zaroven vieme, zZe sa jedna o prvocisla vacsie ako 2. Plati teda
m > 2, takze moézeme odhadnut

292
ot
Nas odhad v$ak vieme este spresnit. Ked uz vieme, ze y+ 1 = 2%71m (kedZe toto je to vdcsie ¢islo), vieme odhadnut

27 lm > 29 >

a

y-1=2"m-2>2-2> =y-1

Je jasné, ze y — 1 > y — 1 nemdze nastat pre nijaké y, takze v tomto pripade hladané celé ¢islo y neexistuje.

Jediné vhodné astitedaa=1aa = 3.

1.9 Kamene Miesto Stravy

Zadanie.

Matus Moric Michal Frantisek Serafin August sice zvlddol utajit, o sa uitho na ostrove deje, no predavaci z okolitych
ostrovov si vSimli, Ze nové bagety su viac uspdsobené na odpalovanie kokosov ako na jedenie, a zacali sa staZovat.
Kedze k ndprave nedoslo, musela na ostrov prist Obchodnd inspekcia, aby skontrolovala, ¢o viastne Matus Moric
Michal Frantisek Serafin August pordba.

Inspekcia si do policok Stvorca n x n zapisuje ¢isla od 1 do n?, kazdé prave raz. Pre kazdi dvojicu ¢isel v rovna-
kom stlpci alebo riadku potom spocita podiel vicsieho k mensiemu. Charakteristika rozmiestnenia cisel je najmensi
z tychto n?(n — 1) podielov. Na to, aby inspekcia dosla k nejakému zdveru, musi zistit, akii najvicsiu hodnotu moze
charakteristika nadobudniit. PomoZte to inspekcii zistit.

Riesenie. opravuje Michal Stanik (michal.stanik@trojsten.sk)

Uvazme ¢isla n? —n,n? —n+1,...n* — 1,n?. Z Dirichletovho principu vzdy nejaké dve z nich musia skon¢it v tom
istom riadku a tiez nejaké dve musia skoncit v tom istom stlpci. Tieto dve dvojice ¢isel navyse nemozu byt tplne
rovnaké (mozu zdielat iba jeden prvok).

2
n2-n

Preto sa isto objavi podiel, ktory je najviac a tiez podiel druhej dvojice, ktory je najviac

max( n? nz—l)_nz—l_(n—l)(n+1)_1 1

m-n+1n-n) n*-n  n(n-1) n

Ukazeme, ze toto je maximalna mozna charakteristika a teda, Ze vieme zabezpecit, aby vSetky podiely boli aspon
1+ 1.
n

Cisla rozmiestnime po jednotlivych uhloprie¢kach. Zaéneme 1 aZ n na hlavnej diagonéle. Pokracujeme n + 1 az
2n na diagonale pod nou, pricom diagonaly berieme cyklicky, teda prechadzame cez hranice tabulky. Takto ma
kazda diagonala prave n poli¢ok. Pre n = 6 by tabulka vyzerala takto.
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1318 |3 [34]29]24
1911419 |4 |35 30
2520|1510 |5 |36
311262116 |11 |6

Aby sa nam lahgie pracovalo, chceli by sme si ndjst explicitné vyjadrenie prvku na pozicii (i,j). VSimnime si, ze
vo zvislom smere stipaju ¢isla vzdy o 6 a vo vodorovnom klesajui o 5 (vSeobecne zvislo stipaju o n a vodorovne
klesajt 0 n—1), preto na pozicii (i, ) je ¢islo (ni—(n—1)j) (mod n?) indexujic od 1. Jedind vynimka zo striktného
modulovania vo vyjadreni je, ze namiesto ¢isla 0 mame n?.

Potrebujeme dokazat tri veci (pre vietky n): Ze kazdé ¢islo je pouzité prave raz, ze véetky pomery v riadkoch su
aspoii 1 + + a to isté o pomeroch v stlpcoch.

Predpokladajme pre spor, ze nejaké dve ¢&isla na poziciach (i,5) a (k, I) su rovnaké:
ni—(n-1)j=nk-(n-1)I (mod n?),
n(i-k)=(n-1)(j-1) (mod n?).

Ztohon | (n—1)(j—1) akedZe ¢isla na n—1 sti nesudelitelné, nutne n | j— L. Av$ak ja st indexy stipcov z rozsahu
1 aZ n, a teda ich rozdiel je delitelny # len pre j = I. Mame teda n(i — k) = 0 (mod n?), ¢o podobne dévan | i -k,
a teda aj i = k. Ide teda o to isté &islo na tej istej pozicii. Ziadne &islo nie je v tabulke dvakrat. Cisel je tolko, kolko
policok (n?), takze sa kazdé v tabulke musi vyskytovat.

Najmensi pomer v ramci riadku/stipca budi mat vzdy ¢isla, ktoré su v ramci neho po sebe iduce podla velkosti.
Cisla v rdmci riadku sa lisia vzdy aspon o n — 1: ked si ich usporiadame podTa velkosti, susedné &isla majti rozdiel
n — 1, ked st vedla seba v tabulke, a 2n — 1, ked jedno je na zaciatku a druhé na konci riadku.

. . .o . . V7 . . YvY7’s Y7 v v 2
Pri fixnom rozdieli je najmensi pomer pri najvyssich Cislach, takZe tento pomer bude aspont —"—. Tento kon-

krétny sa v§ak nevyskytne, pretoze ¢isla n? — n+ 1 az n? s na diagonale, a teda sa spolu nepomeruju. Preto pomer
. v v 2— 7 . i Y7 v IY . v v .
v riadku bude vidy aspon &= = %t = 1 + 1.V rdmci stlpca sa ¢isla vzdy liSia aspon o n, takze podobne ich pomer

v 2
bude aspoit #— = - =1+ - > 1+ 1
n —n n-1 n-1 n

Najvicsia moznd charakteristika je 21 = 1 + £,

1.10 Kopec Memoarov Spisuje

Zadanie.

Ked' si Matus Méric Michal Frantisek Serafin August uvedomil, Ze mu okrem problémov domorodcov mézu hrozit
problémy aj od franciizskeho krdla, rozhodol sa necakat na zavery vysetrovania Obchodnej inspekcie a nendpadne
aj s rodinou zdichol z ostrova. Doplavili sa az do Anglicka. Aby mali z ¢oho Zit, rozhodol sa predat prdva na svoj
Zivotopis s vystiznym ndzvom ,Pamiti a cesty”. Vo svojich memodroch toho Matus Moric Michal Frantisek Serafin
August popisal vela. Dokonca toho popisal aspor tolko, kolko zaZil, a pravdepodobne vyrazne viac.
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Dokdzte, ze ked'k > 1 je redlne Cislo, n > 3 je celé Cislo a x; > x, > -+ > x,, su kladné redlne cisla, tak

X1 +kx,  xy+kxs X, +kx; _ n(k+1)
+ Foeet > )

Xy + X3 X3 + X4 X1+ X B 2

Riesenie. opravuje Lukas (lukas.gaborik@trojsten.sk)

Zacnime pozorovanim, Ze parameter k je v zadanej nerovnosti akysi neprirodzeny, spdsobuje, Ze vyraz na lavej
strane nie je symetricky. Radi by sme sa ho teda nejakym spdsobom zbavili. Mozeme si v§imnut, ze ak k = 1,
tak tento problém uz nenastava, vyraz na lavej strane je symetricky. Ba ¢o viac, menovatel a ¢itatel dvoch po
sebe iducich zlomkov sa zhodujui. Pokial ste uz nejaké ulohy s nerovnostami riesili, toto by vam malo udriet
do oka, pretoze pokial by sme stucet zmenili na sucin, tieto menovatele a ¢itatele sa pekne navzajom vykratia.
Nuz a nerovnost medzi akymsi su¢tom a akymsi si¢inom uZ nie je ni¢ iné ako nerovnost medzi aritmetickym
a geometrickym priemerom. Z nej lahko dostaneme, ze

X1+Xy Xp+X3 Xpt X1 AG X1+ X X+ X3 X, + X1
+ ot —— 2> n . =n. (10.1)
Xy + X3 X3 + X4 X1+ X, Xy +X3 X3+ X4 X1+ X,

A teraz prichadza otazka, ako a prec¢o by nam toto malo pomoct s inymi hodnotami k. Uvedomme si vsak, ze my
vieme kazdy zlomok rozbit na dva, tak aby jeden z tychto zlomkov bol ¢len z nerovnosti (10.1), konkrétne

(x1+x2 . (k—l)x2)+(x2+x3 . (k—l)x3)+m+(xn+x1 . (k—l)xl)gn_’_m,

X + X3 X + X3 X3+ Xy X3+ X4 X1+ X% X1+ % 2

X1 +Xy Xp+X3 X, + X1 X2 X3 X1 ? n
( + ot ]+ (k-1) + teot—— ) 2>n+(k-1)=.
Xy + X3 X3 + X4 X1+ X, Xy + X3 X3 + X4 X1+ X; 2
Nahliadnime, e ak sa nam podari dokazat nerovnost
X1 X2 X, n
+ tot —— > (10.2)
X1+X) X+ X3 X, +x1 2

tak sme hotovi, lebo s¢itanim (10.1) a (k—1)-ndsobku (10.2) dostaneme zrovna pozadovanu nerovnost. Tym sme
sa zbavili parametra k a moZeme sa vrhnut do dokazovania.

Nerovnost (10.2) dokdZzeme matematickou indukciou. Za¢nime bazou pre n = 3. Chceme teda dokazat

X1 X2 X3 ?
+ +
X1+Xy Xp+X3 X3+X;

IV >

3

2)
?

2% (20 + x3) (23 + x1) + 222 (21 + %) (%3 + x1) + 2x3(x1 + %) (% +x3) > 3(x; +x2) (202 + 2x3) (X3 + x1).

Vsimnime si, ze dokazovana nerovnost je cyklicka (ak vSetkym x zvySime index o 1, vzhlad nerovnosti sa ne-

zmeni), ¢o znamend, Ze po roznasobeni budu mat cyklické vyrazy rovnaké koeficienty. Preto zavedme znacenie
— It 2 e 42 2 2

Yoy flx1s %2, %3) = f(x1, %2, %3) + f(X2, X3, %1) + f(X3, X1, X,). Napriklad teda ¥, x7x, = xjx; + x5x3 + x3x;. Potom
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rozndsobenim dostaneme

231 (22 + 23) (063 + x1) + 255 (20y +22) (363 + x1) + 263 (301 +22) (362 + x3) 2 3(x1 + %) (30 + x3) (363 + 1),

?
43 X% +2 ) x5+ 6X1X3 2 3 ) XX + 3 ) X1X5 + 6X1XX3,

cyc cyc cyc cyc
5 ?
lexz - prc% >0
cyc cyc

Ak teraz tieto ¢leny vhodne preusporiadame, dostaneme dvojice, kde po vynati spolo¢ného nasobku zostane ¢len
delitelny x, — x;. Nasledne

?

(30 = x:) + (3% = x3) = (3133 — 3x1) 2 0,
?

X%(xz - X3) + sz_o,(Xz - X3) — xl(-x2 + X3)(X2 —X3) >0,
?

(22 — X1%; — X163 + %3263 ) (%3 — X3) > 0,

(x1(x1 = x2) = x3(%1 —x2) ) (%2 — x3) > 0,
(x1 —x2) (%2 —x3) (%1 —x3) 2 0.

Nuz a to, ze plati posledna nerovnost, je uz zrejmé z podmienky na usporiadanie hodnét x.

Mame teda nerovnost dokdzanu pre nejaka zakladnt hodnotu, prejdime preto na indukény krok. Predpokla-
dajme, Ze pre lubovolnu n-ticu x; > x, > --- > x,, kladnych redlnych ¢isel, pricom #n < m, uz nerovnost plati. Teraz
chceme ukazat, ze plati aj pre lubovolnd (m + 1)-ticu x; > x5 > +++ > Xpy1-

Vsimnime si, Ze nerovnost pre m-ticu x; > x, > --- > x,,, sa od dokazovanej nerovnosti vo vela ¢lenoch nelisi, totiz

X1 Xm—1 Xm m
+ e+ + > —,
X1+ X, X1+ Xm Xm+ X1 2
X1 Xm-1 Xm X+l tm+1
+ e+ + + >
X1+ X X1+ Xm X + X1 Xma1 + X1 2

Jedind trojica hodnét x, pre ktoré sa vyrazy v tychto nerovnostiach nezhoduju, st x;, x,,, X,,+1. Pre ne vSak vdaka
tomu, Ze X1 > X, > X,,11, plati
X1 Xm Xm+1

3
+ + > =
X1+ Xm X+ Xme1 Xme1+X1 2
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Co sa v8ak stane, ked s¢itame tto nerovnost s nerovnostou pre m-ticu? Nuz,

X1 Xm—1 X X1 X X m+3
( bt m + m ) + ( + m m+1 2 ,
X1+ % X1 t Xy X + X1 X1+ Xy Xyt X1 X1 X 2
X1 Xm—1 X X1 X X+l m+3
.+ + ( =4 + - = > ,
X1+ % X1 + Xm Xm+X1 X1+ Xm X + Xme1  Xma1 T X1 2
X1 Xm—1 o X+l m+3 m+1
_ e + Z —_ = 5
X1+ % X1 + Xm  Xp + X1 Xma1 + X1 2 2
¢o sme chceli dokazat.
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