Kore$ponden¢ny matematicky semindr

. XLVI. ro¢nik, 2024/2025 @@
Tro]sfen

KMS, OATC KAGDM FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava

Mili $tudenti, ucitelia a ostatni matematicki nadsenci!

Dostavate do rik tvodny letak letnej casti 46. ro¢nika Korespondencného Matematického Seminara (KMS). Tato
sutaz organizovand ob¢ianskym zdruzenim Trojsten na pode Fakulty matematiky, fyziky a informatiky Univerzity
Komenského v Bratislave (FMFI UK) je pre stredoskolakov jedine¢nou prilezitostou na zdokonalenie svojich ma-
tematickych schopnosti a logického myslenia. Zruc¢nosti a sktisenosti ziskané pri rieSeni tohto semindra, pripadne
pri ucasti na zaverecnom sustredeni, si velmi cennou devizou aj pri rieSeni Matematickej olympiady (MO).

Mladsim a zac¢inajucim $tudentom je urcéena kategdria ALFA, pre star$ich a skisenejsich je kategéria BETA. Kazdy
moze, samozrejme, v ramci svojich moznosti, riesit obidve kategdrie. Podrobnejsie informacie o jednotlivych ka-
tegdriach najdete v pravidlach. Pre tych, ktori maju vyssie ambicie a chceli by uspiet na celostatnom kole MO kate-
gorie A, je urceny seminar iKS (Medzinarodny koresponden¢ny seminar), ktory organizuju vedici KMS v spolu-
praci s ¢eskymi kolegami z Matematického koresponden¢niho seminafe. Tento seminar ma velmi $pecificky ciel,
ktorym je priprava $tudentov na CK MO-A a aj na Medzinarodnu matematickt olympiadu. Blizsie informacie
o nom najdete na stranke www. iksko.org.

Ak mate akékolvek otazky alebo pripomienky, smelo nas kontaktujte e-mailom na adrese kms@kns. sk, pripadne ich
poslite pisomne na adresu uvedend pod zadaniami.

Vela tispechov a radosti z rieSenia vam Zelaju
vasi organizdtori

Pravidla

VSeobecné informacie o koresponden¢nom matematickom seminari

Sutaz sa sklada z dvoch nezavislych ¢asti — zimnej a letnej. Kazda z nich prebieha v ramci $kolského polroka. Na
konci kazdej casti budu najispesnejsi riesitelia pozvani na zaverecné sustredenie. Kazda cast pozostava z troch
kol uloh. Zadania jednotlivych kol ndjdes na stranke https://kns.sk/ulohy/ vzdy aspon mesiac pred terminom
odovzdania daného kola. Ulohy 1 az 8 budu obodované poé¢tom bodov od 0 po 9, tilohy 9 a 10 po¢tom bodov od
0 po 10. Okrem toho v niektorych $pecialnych pripadoch (popisané nizsie) mo6zu byt tlohy obodované aj od 0 po
5.

Body sa udeluju aj za ¢iastkové ¢i netplné rieSenia. Za kazdé kolo sa riesitelovi do poradia zapocita 5 uloh s naj-
vac¢sim bodovym ziskom.

Kategorie ALFA a BETA

Na to, aby si vedel/-a, ktoré ulohy mdzes riesit, potrebuje$ poznat svoj koeficient k. Tento koeficient si mozes
vypocitat ako k = r + u + ¢. Cislo r je tvoj ro¢nik, &islo u je pocet tvojich ispesnych semestrov a ¢islo ¢ je pocet
tvojich uspesnych tcasti na celostatnom kole Matematickej olympiady. Semester povazuj za Gspesny, ak sa ti pocas
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neho podarilo ziskat aspon 90 bodov alebo si sa zti¢astnil/-a sustredenia. Tvoj ro¢nik je prepocitavany podla poctu
rokov do maturity tak, aby maturant mal ro¢nik 4, teda napr. prvaci 5-ro¢ného stidia maju ro¢nik 0.

Kategoriu ALFA mozu riesit len Studenti, ktori neboli uspe$nymi riesitelmi celostatneho kola Matematickej olym-
piady a ktorych koeficient « je najviac 3.

Kategoriu BETA mozu riesit vSetci Studenti. Riesitelia ALFY sa vo vysledkovej listine BETY objavia az po kole,
v ktorom poslua aspon jednu z tloh 8, 9 alebo 10.

Kategoria ALFA

Pre riesitelov kategorie ALFA st uréené ulohy 1 az 7. Ulohu ¢&islo 1 mozu stitazne riesit len $tudenti s x < 1 a tlohu
¢islo 2 len $tudenti s x < 2. Ostatné tlohy (3 az 7) mozu riesit vsetci riesitelia kategdérie ALFA.

Kategoria BETA

Pre riesitelov kateg6rie BETA st uréené ulohy 3 az 10. Ulohu ¢&islo 3 mozu sutazne riesit len $tudenti s « < 5, ale
dostanti za fu najviac 5 bodov (popisané nizsie). Ulohu ¢islo 4 mozu sutazne riesit len $tudenti s x < 5 a tulohu
¢islo 5 len Studenti s x < 8. Ostatné ulohy (6 az 10) mozu riesit vSetci rieSitelia kategorie BETA.

Riesenia za 5 bodov

Koeficient k urcuje, ktoré ulohy moze riesitel sutazne riesit (ostatné ulohy moze riesit tiez, no nebudu zaratané do
vysledného poradia). Okrem toho moze riesitel za najviac 5 bodov riesit nasledujtice tlohy, aj ked mu to koeficient
nedovoluje:

o uloha s najvys$sim poradovym cislom, ktoru koeficient riesitelovi nedovoluje riesit
« uloha ¢islo 4
Napriklad:

o riesitel s koeficientom 5 nemoze sutazne riesit ulohy 1 a 2, v tllohe 3 vie ziskat 5 bodov, v tlohach 4 az 8 vie
ziskat po 9 bodov a v tlohach 9 a 10 vie ziskat po 10 bodov

« riesitel s koeficientom 9 nemoze stitazne riesit ulohy 1 az 3, v ulohach 4 a 5 vie ziskat po 5 bodov, v ulohach
6 az 8 vie ziskat po 9 bodov a v tlohach 9 a 10 vie ziskat po 10 bodov

Bodovanie tychto tloh funguje tak, Ze opravovatel ohodnoti ilohu od 0 po 9 bodov ako zvycajne, ale riesitelovi
sa do suctu bodov z nej zapocita len polovica bodov zaokrihlena nahor.

Pozyvanie na sustredenia

Po kazdej ¢asti, zimnej aj letnej, sa uskutoc¢nia dve ststredenia pre najuspesnejsich riesitelov oboch kategérii ALFA
a BETA. Na kazdé z nich bude pozvanych aspon 36 najlepsich riesitelov prislusnej kategorie. Ostatni rieSitelia
mozu byt pozvani ako ndhradnici. V rdmci jednej ¢asti je mozné ztucastnit sa najviac jedného sustredenia.

Kedze ststredenie kategdrie ALFA je urcené najma pre Studentov 9. ro¢nika zakladnej $koly az 3. ro¢nika stred-
nej $koly a sustredenie kategérie BETA je urcené najma pre stredoskolskych studentov, vyhradzujeme si pravo
s prihliadnutim hlavne na ro¢nik tspesného riesitela pozvat ho na sustredenie inej kategdrie, resp. nepozvat ho.
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Pokyny pre riesitelov

Ulohy rie§ samostatne.

Riesenie kazdej ulohy riadne zdévodni. V pripade, ze v Casti ¢i celom rieSeni pouzivas odbornu litera-
turu, uved jej nazov, autora, vydavatelstvo, rok vydania a stranu, pripadne odkaz na internetovu stranku,
ak si ¢erpal z internetu. Samozrejme, aj v tomto pripade zasli kompletné rieSenie. RieSenie musi byt ex-
plicitné (pochopitelné samo o sebe bez dalsich zdrojov) a musi byt skontrolovatelné (v rozumnom case)
rucne opravovatelom (napriklad riesenia vyuzivajice vypoc¢tovu techniku obvykle ru¢ne skontrolovatelné
nie su).

Odporucame Ti pozriet stranku Ako riesit ulohy v KMS na adrese www.kms . sk/ako_riesit/, kde najdes nie-
kolko uzito¢nych rad.

Rie$enia posielaj do terminu odoslania kola. Ak posiela$ rieSenia postou z izemia mimo Slovenskej re-
publiky, treba to stihnit do uvedeného zahrani¢ného terminu. Rie$enia odoslané po termine odoslania
(rozhodujuca je peciatka na obalke) sposobuju zna¢né organiza¢né problémy, vyhradzujeme si preto pravo
udelit nula bodov za vsetky riesenia odoslané po termine.

Riesenia neodovzdavajte organizatorom osobne.

Riesenie kazdej tlohy pi$ na samostatny papier formatu A4. Ku kazdej ulohe uved svoje meno, triedu, $kolu
a adresu! Vitané si okrem rieseni v slovencine aj rie$enia v anglictine, ¢estine a rieSenia pisané v TgXu.
Z organiza¢nych dovodov nebudd opravované riesenia pisané v inych jazykoch.

Na nasej stranke www.kns.sk/tenplate si moze$ stiahnut a vytlacit predlohy pre riesenia.

Riesenia pi$ ¢itatelne. Ak nebudeme schopni precitat ¢ast tvojho riesenia, vyhradzujeme si pravo neudelit
ti za tu cast body. Mozes zvazit pisanie rieSenia na pocitaci.

Nedodrzanie tychto pravidiel bude viest k postihu.

Opravené, obodované a okomentované rieSenia najdes po prihldseni pod zadanim tlohy na nasej stranke.

Po termine kola mdze$ na nasdej stranke ndjst navody, prip. aj videonavody, ktoré ti pomo6zu (nesttazne)
doriesit tlohy, s ktorymi si mal/-a problém. Nasledne tam zverejnime aj vzorové riesenia.
Pokial mas dojem, Ze tvoje rieSenie bolo nespravne obodované, posli o najskor staznost na e-mailovu ad-

resu kms@kns . sk spolu s oskenovanym rieSenim v prilohe. Ziadost moze$ poslat aj pisomne na nasu adresu,
ktord najdes v hlavicke letaku. Nezabudni k nej prilozit aj original sporného riesenia.

Ak ti nie je v zadaniach ¢okolvek jasné alebo mas akékolvek pochybnosti, netreba sa bat spytat sa nas.
Idealny sposob je zaslanie e-mailu na kms@kns. sk.

Elektronické posielanie rieseni

Svoje rieSenia moze$ odovzdat aj v elektronickej podobe na nasej stranke. Presny navod na ich odovzdavanie
ndjdes$ na stranke www.kms.sk/eriesenia. Pre elektronické posielanie rieSeni platia nasledovné pravidla:

Termin na odovzdanie je vzdy v den terminu odoslania kola o 23:59. Po tomto case uz elektronické posie-
lanie nie je mozné. Tento jednotny termin sa tyka aj zahrani¢nych riesitelov.
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o Akceptované su iba rieSenia vo formate pdf pisané na pocitaci, pripadne naskenované, pre kazda ulohu
jeden subor. Priich tvorbe odporiucame pouzit TgX alebo export do formatu pdf z inych aplikacii. Moze$
pritom vyuzit predlohy, ktoré ndjdes na nasej stranke www. kms. sk/template. Ak posielas oskenované riesenie,
daj si pozor, ¢i nie je prili§ tmavé a ¢i je Citatelné.

 Nezabudni v hlavicke rieSenia uviest svoje meno, triedu, $kolu a adresu!

« Pokial na nasej stranke vyplni$ vSetky potrebné tidaje (pozri si ndavod na www.kns.sk/eriesenia), nemusi§
posielat postou papierova navratku.

Prijatie na FMFI UK bez prijimaciek

Ak ucastnik ziska v niektorej ¢asti (zimnej, letnej) a lubovolnej kategérii KMS asponi 65% celkového poctu bodov,
a hlasi sa na §tudijny program, ktorého profilovym predmetov je matematika, bude prijaty.

Ba ¢o viac, ak dosiahne excelentné vysledky a dostane za to Dekansky list, v pripade, Ze pride $tudovat na FMFI
UK, ¢akd nanho motiva¢né stipendium vo vyske priblizne 300 eur.

Prihlaska do letnej ¢asti KMS 2024/2025 - poslat spolu s 1. kolom!

Meno a priezvisko: .......... .. . il Datum narodenia: ............. .. .. il
SKOLA: . . et et e
Rokmaturity: ... Trieda:. ...

Pocet ucasti na celo$tatnom Kole MO . ... ittt .

Adresa dOmMOV: . ittt
Adresa pre postu (domov — 8kola —Ind): ... ... e
Tel. dOmMOV: ..ot mobil (vlastny): ...... .. .. .
E-IMIAIL L.

Svojim podpisom davam podla § 11 a nasl. zdkona ¢. 122/2013 Z.z. o ochrane osobnych tudajov svoj vyslovny
suhlas so spravou, spracovanim a uchovanim svojich osobnych tdajov, ktoré poskytujem obcianskemu zdruzeniu
Trojsten. Poskytujem dobrovolné udaje s tym, Ze tieto idaje mozu byt spracované pre (i) ich interné vyuzitie
v ramci ob¢ianskeho zdruzenia Trojsten za icelom vyhodnotenia uchadzacov o program (ii) za ti¢elom vytvarania
databazy uchadzacov pre tcely dalsej spoluprace so studentom. Beriem na vedomie a sihlasim s tym, ze Trojsten
moze moje udaje dlhodobo uchovavat a spractvat za ucelom poskytovania studentskych prilezitosti alebo inych
odbornych alebo spoloc¢enskych aktivit ob¢ianskeho zdruzenia Trojsten. Sthlas je dany na dobu nevyhnutnu na
dosiahnutie ucelu spracovania a je ho mozné kedykolvek pisomne odvolat.

Podpis: ...
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@@ Zadania 1. kola letnej Casti - 17. februdr

Zadania 1. kola letnej Casti
Termin odoslania 17. februdr (pre zahranicie 14. februar)
V pripade otazok k zadaniam nas nevahajte kontaktovat na kms@kns. sk.

1.1 Kradne Mena Surodencom (x < 0) kategoria alfa

V ,,chalipke” vo Vrbovom byvala rodina, ktord mala vela deti. Matas§, Méric, Michal, FrantiSek, Serafin, August.
To vsetko boli mend jedného z nich. Jeho surodencom sa nepacilo, Ze Mati§ Mdric Michal FrantiSek Serafin
August mdze mat hned 6 mien, kym oni nemaju ziadne, takze hned ako dospel, tak ho hnali pred sud, aby nastolil
spravodlivost.

Std sudi na zaklade troch premennych x, y, z, ktoré st celymi ¢islami, a rdd by zistil, ¢i odstideny moéze byt vo vizeni
az do roku 2025. Aby tam tak dlho mohol byt, tak premenné musia splnat
(x+y)(y+2)(z+x) =2025.

Existuju také x, y, z?

1.2 Krasnu Miluje Siiflannku (x < 0) kategéria alfa

Matu$ Moric Michal Franti$ek Serafin August nechcel riskovat, ze sud ndjde ¢isla, ktoré ho posli do vdzenia na
niekolko storoci, tak pre istotu usiel do Polska — do Popradu. Tam sa zalubil do krasnej Siiflannky. Zistil, Ze jej
rodina ukryva polskych odbojarov, tak nevahal a aj on vsttpil do odboja. V skrysi im bolo so Stiflannkou spolu
prijemne, takze nemohlo nasledovat nic¢ iné ako svadba.

Oltar, pred ktorym sa Siiflannka s MatuSom Moéricom Michalom FrantiSkom Serafinom Augustom brali, mal tvar
obdlznika ABCD. Na jeho strane AB lezi bod E tak, Ze use¢ky EC a ED maju postupne dlzky 35 a 84 palcov
a zaroven plati < ECB + <EDA = 90°. Urcte v palcoch vzdialenost bodov A a E.

1.3 Krajinou Masirujua Spiklenci (x < 1) kategérie alfa a beta

Ucast v odboji mala viak aj svoje tienisté stranky. Matu§ Méric Michal Frantisek Serafin August to zistil, ked im
do skryse vtrhli Rusi a vSetkych zajali. Nahodou to bol aj sposob, ktorym sa dozvedel, proti komu sa vlastne odboj
organizuje. Rusi sa s protivnikmi nemaznali a rozhodli sa ich odlifrovat az na Kamcatku.

Cesta na Kamcatku trvala dlho. Cestovali prvy den, druhy den, treti den... Matu$ Mdric Michal Frantisek Serafin
August si kazdy den zaznacil, ako daleko je od domova. Jeho vzdialenost od Siiflannky v n-ty den si oznacil
nezapornym realnym cislom a,. Ako daleko bude v 2025-ty den svojej cesty, pokial plati:

® a4:2)

¢ Gy = —— + —— + -+ —— pre vietky celé 0 < n < 20242

ap+ax ay+az an+an+1
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1.4 Kamcatka Mimoriadne Strasna (x < 2) kategérie alfa a beta

Nik nemohol tusit, Ze odbojari na Kamcatke sa budu nudit, a tak zorganizuju dals$i odboj. Matus Mdric Michal
Franti$ek Serafin August a jeho kumpdni nahovorili miestny Iud a spolu premohli vojensku posadku, ktora ich
mala strazit. KedZe sa bali, Ze Rusi poslu posily, rozhodli sa utiect po mori.

Na cestu sa museli nalezite pripravit. Bolo zima, tak na lod nalozili x kozusin, y konzerv $pendtu a kedZze uz

nevedeli, ¢o by este mohli nalozit, tak si zobrali p ton pravého snehu, kde x, y su kladné celé ¢isla a p je prvocislo.
Najdite vietky trojice (x, y, p), splhajice

y(x* +p) = x(y* +p) = p.

1.5 Ktovieaky Macausky Stopar (x < 6) kategorie alfa a beta

Po mori sa odboj preplavil az do Macaa. Po ceste zjedli vSetky zasoby vratane kozusin a snehu, no i tak boli vyhla-
dovani. V Macau teda predali lod, aby sa mali za ¢o najest. Matusovi Méricovi Michalovi Frantiskovi Serafinovi
Augustovi sa uz cnelo za domovom, tak sa rozhodol, Ze si stopne nejaka lod do Eurdpy. Po dvoch dnoch sta-
tia s vystréenym prstom v pristave sa nad nim zlutovala posadka jednej franctizskej lode a vzala ho na cestu do
Lorientu.

Mata$ Moéric Michal FrantiSek Serafin August uz bol z toho vietkého cestovania znudeny. Nastastie boli na lodi
namornici, nanestastie sa chceli hrat iba kocky a na tie mu uz nezostali peniaze. On si v§ak vystaci aj sam.

Hracia plocha je n-uholnik. Matas$ a Moric sa striedaju v tahoch, pri¢om za¢ina Matds. Vo svojom tahu zafarbi
hra¢ jeden dosial nezafarbeny vrchol namodro alebo nazeleno tak, aby Ziadne dva vrcholy rovnakej farby nesuse-
dili. Ak niekto nema ako spravit tah, prehrava. V zavislosti na n > 3 urcte, ¢i md vitaznu stratégiu Matus, alebo
Moric, a vysvetlite aka je.

1.6 Kucharske Majstrovstvo Slubuje kategérie alfa a beta

Ked sa Mat$ Mdric Michal Franti$ek Serafin August kone¢ne dostal do Eurdpy, hned sa ponahlal za svojou Zze-
nou Stiflannkou a ich synom. Po jeho prichode dostal spravy z Franctzska, kde sa o nom dopocul tamojsi kral
a mal prenho pracu narodného vyznamu. Matis Moéric Michal FrantiSek Serafin August mal predavat bagety na
nejakom ostrove kisok vychodne od Afriky. Ked sa to dozvedel, cely nateseny sa tam vybral. Na tomto ostrove
v8ak domorodi obyvatelia nekonzistentne pouzivali dve meny, ariary a franky.

Finan¢nu bilanciu si Matu§ Méric Michal FrantiSek Serafin August zaznamenaval ako dvojicu nenulovych celych
lisel (a, f). Po roku prezieravého obchodovania jeho bilancia spliala

aa+f :f24
fa+f — aé

Uréte vetky mozné dvojice (a,f).
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1.7 Kralovsku Moc Skusa kategérie alfa a beta

Na vychod od Afriky je mnoho ostrovov, no Matus Moéric Michal Franti$ek Serafin August mal svoj stanok na tom
najvac¢som. Preto ho uz po prvom roku povysili na hlavného distributora pre vsetky bagetérie v okoli. Matus§ Moric
Michal Franti$ek Serafin August povzbudeny tymto povysenim sa rozhodol povysit este viac a prehlasil sa za krala
celého ostrova. To sa nepacilo pravoplatnému kralovi Julienovi, ktory sa rozhodol zorganizovat domorody odboj
proti hnusnym francuzskym kolonizatorom.

Ked uz je Matu§ Méric Michal Frantidek Serafin August krdlom, tak potrebuje korunu a zezlo. Zeziel ma dostatok
a v pripade hladu si z nich moéze aj odkusnut. Koruna mu vsak zatial chyba, tak si ju musi upiect. Jeho plech ma
tvar trojuholnika ABC. Na strandch AB a AC boli smerom von zostrojené rovnostranné trojuholniky ABD a ACE.
Usecky CD a BE sa pretinaji v bode F. Ukézalo sa, ze bod A je stred kruznice vpisanej trojuholniku DEF. Néjdite
velkost uhla BAC.

1.8 Kokosy Moze Strielat kategérie alfa a beta

Odboj prerastol do otvorenej vojny. Matis Mdric Michal Franti$ek Serafin August sa bal ¢o i len vykrocit z domu,
domorodci totiz zasypavali okupovatelov salvami kokosov. Francuzskeho krala o pomoc poziadat nemohol, sotva
by mu tuto trapnu situdciu dokazal vysvetlit. Musel sa teda spoliehat len na tych, ktori s nim boli na ostrove.
Ich vyskumné oddelenie v§ak nezahalalo a pripravilo novy recept na bagety, ktoré sa dali pouzit na odrazanie
nepriatelského bombardovania.

Odpalovanie kokosov Matu$a Morica Michala Frantiska Serafina Augusta bavilo natolko, zZe si zacal pisat $tatistiky,
kam az sa mu kokos podarilo odpalit. Nech a je kladné celé ¢islo reprezentujuce, o kolky odpal islo, a nezaporné
celé ¢islo x je vzdialenost, do ktorej kokos odpalil. Plati, ze

1
3 ((2*-1)*+1) =x
Nédjdite vsetky cisla a také, Ze vzdialenost x je druhou mocninou celého ¢isla.

1.9 Kamene Miesto Stravy kategéria beta

Matus Méric Michal Frantisek Serafin August sice zvladol utajit, ¢o sa unho na ostrove deje, no predavaci z oko-
litych ostrovov si v§imli, Ze nové bagety su viac uspésobené na odpalovanie kokosov ako na jedenie, a zacali
sa stazovat. KedZe k naprave nedoslo, musela na ostrov prist Obchodna inspekcia, aby skontrolovala, ¢o vlastne
Matus Moric Michal FrantiSek Serafin August poraba.

In$pekcia si do poli¢ok $tvorca n x n zapisuje ¢isla od 1 do n?, kazdé prave raz. Pre kazdu dvojicu ¢isel v rovnakom
stlpci alebo riadku potom spocita podiel vicsicho k mensiemu. Charakteristika rozmiestnenia Cisel je najmensi
z tychto n?(n — 1) podielov. Na to, aby inpekcia dosla k nejakému zaveru, musi zistit, aku najvacsiu hodnotu
moze charakteristika nadobudnuat. Pomozte to inspekcii zistit.

1.10 Kopec Memoarov Spisuje kategéria beta

Ked'si Matu$§ Moéric Michal Frantisek Serafin August uvedomil, Ze mu okrem problémov domorodcov mézu hrozit
problémy aj od franctzskeho krala, rozhodol sa necakat na zavery vy$etrovania Obchodnej inspekcie a nenapadne
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aj s rodinou zduchol z ostrova. Doplavili sa aZz do Anglicka. Aby mali z ¢oho Zit, rozhodol sa predat prava na
svoj Zivotopis s vystiznym nazvom ,,Pamati a cesty“. Vo svojich memodroch toho Matis Méric Michal Frantisek
Serafin August popisal vela. Dokonca toho popisal aspon tolko, kolko zazil, a pravdepodobne vyrazne viac.

Dokazte, ze ked k > 1 je realne ¢islo, n > 3 je celé ¢islo a x; > x; > --- > x,, su kladné realne ¢isla, tak

X1+ kxy,  x+kxs X, +kxy  n(k+1)
+ +oee > .
Xy + X3 X3 + Xy X1+ Xp 2
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