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RieSenia 2. kola letnej Casti

2.1 Kazdy Mimomartansky Spis (x < 0)

Zadanie.

Nadndrodny Institut Vesmirnych Aktivit Mimomartanskych' je prisne tajnd nadndrodnd organizdcia, ktord moni-
toruje Mars a jeho slnecnii stistavu, aby zachytila akékolvek dokazy o existencii mimomartanského Zivota.

Za svoju existenciu zaznamenala mnoZstvo incidentov, kazdy vo vlastnom prisne tajnom spise. Spisy sii zoradené
podla svojich identifikacnych cisel 1000, 1001, 1002, ...,2000. Kolko je medzi nimi dvojic po sebe idiicich spisov ta-
kych, Ze pri sucte identifikacnych Cisel tejto dvojice neddjde k prechodu cez desiatku (na Ziadnom mieste)?

Riesenie. opravuje Kubko Poljovka (jakub.poljovka@trojsten.sk)

Zamyslime sa najprv, kedy v spisoch nedochadza k prechodu cez desiatku na mieste jednotiek. Je to vtedy, ked
mensie z ¢isel kondi cifrou 0, 1,2, 3,4 alebo 9.

Na mieste desiatok nedochadza k prechodu, ked mensie z ¢isel ma na mieste desiatok cifru 0, 1,2, 3,4 a este v $pe-
cifickom pripade, ked dané ¢islo kon¢i na 99.

Na mieste stoviek nedochadza k prechodu, ked mensie z ¢isel ma na mieste stoviek cifru 0,1, 2, 3,4 a este v $peci-
fickom pripade, ked dané ¢islo konci na 999 (teda ide o ¢islo 1999).

Kolko je teda vSetkych moznosti? Pozrime sa najprv na tie nespecifické. Nespecifické ¢islo ma $est moznosti na
poslednd cifru (0, 1,2,3,4,9), pre kazdu z nich pat moznosti na cifru na mieste desiatok (0,1,2,3,4) a pre kazdu
z nich este dal$ich 5 moZnosti na cifru na mieste stoviek (0, 1,2,3,4). To ¢ini celkovo 6 - 5 - 5 = 150 moznosti.

No a kolko je tych $pecifickych moznosti? Tych je iba 6, konkrétne 1099, 1199, 1299, 1399, 1499, 1999.

Pocet dvojic za sebou iducich spisov, pri sucte ktorych nedochadza k prechodu cez desiatku na zZiadnom mieste,
je 150 + 6 = 156.

2.2 Kozmicka Misiu Spustame (x < 0)

Zadanie.

Medzitym na Zemi (na ktorej nemohol jestvovat Zivot, ved obsahuje také toxické latky ako dihydrogén monoxid
a dusik (od slova dusit!!)) si ludstvo vsimlo, Ze na Marse sa deju zvldstne veci. Rozhodli sa teda vyslat na Mars
dvoch najschopnejsich astronautov v slnecnej stistave: Patricka Matthewsa a Matthewa Patricksa. Ti hned po prilete
k Marsu vytiahli vesmirnu lupu a zamerali ju do pola, aby ho bliZsie preskiimali. Sila slnecnych licov koncentrovanych
lupou vsak bola na pole privela a vypdlila v iom tmavy flak. To vnuklo astronautovi Matthewsovi senzacny népad,
s ktorym sa hned musel podelit.

"Nemylit si s Nadndrodnym Instititom Vesmirnych Aktivit Martanskych
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»Pocuj, Matt, ¢o keby sme nieco do toho pola nakreslili?*

+A Co také?* pytal sa jeho kolega, astronaut Patricks. Matthews stisil hlas a zacal Sepkat kolegovi do ucha. Po chvili
sa obaja zacali hihnat.

A tak kreslili. Zacali obdlznikom ABCD so stranami |AB| = 3 km a |BC| = 11 km. Pokracovali obdiznikom AECF
so stranami |AF| = 7 km a |[FC| = 9 km. Nakoniec este uprostred vypalili sivii plochu ako na obrdzku. Urcte jej obsah.

F
A D
b C
E
Riesenie. opravuje Skalo§ (jakub.skalos@trojsten.sk)

K tejto ulohe sa dalo pristupovat rozli¢nymi spdsobmi. Najpriamociarejsim bolo oznacit si strany kosodlznika
ako x, y a vyjadrit si z toho vietky dlzky v obrazku. Potom vieme z Pytagorovej vety pre maly aj velky biely troj-
uholnik dostat dve rovnice o dvoch neznamych, z ¢oho sa uz da cez riesenie kvadratickej rovnice pomerne fahko
dostat k hodnotdm x, y a z nich uz nie je problém vypocitat obsah kosodlznika.

My si v8ak ukdZeme iny postup, ktory je trochu trikovejsi a elegantnejsi. Hladdme obsah sivého kosodlznika,
ozna¢me si ho teda ako na$u neznamu S. Dalej si priese¢nik AE a BC ozna¢me ako X. Viimnime si, ze AABX
a ACEX su podobné. Vyplyva to z vety uu, pretoze uhol pri X zdielaju ako vrcholovy a < ABX, < CEX st oba pravé.
Ich koeficient podobnosti je |AB|/|CE| = |BX|/|[EX| = 3/7. V tlohe v$ak nechceme aZ tak pracovat s dizkami, kedze
nds zaujima obsah, preto by nas zaujimalo, aky je pomer Sapx/Sacex. Ten vieme urcit ako

Saapx _ 3lABIIBX| _ (3)2 9
49’

Sacex  YCE[EX] \7

Vieme viak obsahy trojuholnikov ABX a CEX vyjadrit s vyuzitim S? Ano, pretoze plocha, ktoré z niektorého z ob-
diznikov zostane, ked odratame sivy kosostvorec, je dvojnasobkom obsahu prislusného trojuholnika. To znamena,
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ze Spapx = 3 (3-11-8) aSacex = 3 (79— S). Ked toto dosadime do vyssieuvedenej rovnice, dostaneme

3(3-11-8) 9

17-9-8) 49
49-3.11-498=9-7-9-98,
3.7-(7-11-3-9) = 408,

3.7-50 105

40 4

S

Dostali sme tak hladany obsah, ktory je 26.25 KiloMetrov Stvorcovych.

2.3 Kukaj! Mimozemski Stavitelia! (x < 1)

Zadanie.

Po uspesnom kresleni sa Matthews a Patricks presunuli nad nedalekii pust, kde ucinili najvicsi objav celej historie.
Nasli mimozemsky zivot. Domorodci sa plahocili po pusti a stavali nejakii monumentalnu stavbu, akiste hrobku pre
viddcu ich primitivnej spolocnosti. Astronauti pristdli, aby sa pozreli zblizsa. Pri pohlade z povrchu vsak nieco nebolo
v poriadku - takto predsa pyramidy nevyzerajii!

Astronauti Matthews a Patricks sa rozhodli, Ze domorodcom pomoézu. Vtrhli medzi nich a zacali ukazovat, co majii
ako robit, aby pyramida vyzerala ako pyramida. V prvom rade je nutné mat vhodny parameter pyramidovosti p,
ktory je redlne &islo. Pre suradnice [x, y,z] Spicky pyramidy (tri redlne Cisla) musi potom platit

px+y+z=1,
X+py+z=p,
x+y+z=p

Vzhladom na redlne &islo p vypocitajte vhodné siradnice [x,y, z].

Rie$enie. opravuju Adri (adrianka.janackova@trojsten.sk) a Filip (filip.kotoc@trojsten.sk)
px+y+z = 1, (3.1)

X+py+z = p, (3.2)

x+y+z = pi (3.3)

Najskor si musime uvedomit, Ze siradnice x, y, z, ktoré chceme vypocitat, zavisia od toho, akii hodnotu bude mat
p» preto s nim musime pocitat ako s parametrom a teda na neho nahliadat ako na konstantu a nie ako premennu.

Mame teda 3 rovnice s 3 neznamymi (x, y,z). Ako prvé si vyjadrime premennd z z tretej rovnice:
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®O®

z=p*—-x-y

Teraz dosadime tento vysledok do prvej a druhej rovnice a upravime ich:

px+y+z =1 (3.4)
px+y+pr-x-y = 1
pPrHpx—x+y-y = 1
pPPpx-x = 1
X+py+z = p (3.5)
X+py+pi-x-y = p
pPHpy-y+x-x = p
pPHpy-y = p
Teraz v oboch rovniciach prehodme p? na druhu stranu, dostaneme:
px—-x = 1-p (3.6)
py-y = p-r° (3.7)
Teraz si mozeme vSimnut, Ze z favej strany mozeme v rovniciach vynat nezndmu pred zatvorku (z prvej rovnice x
a z druhej y):
x-(p-1) = 1-p (3.8)
y-(p-1) = p-p’ (3.9)
Nasledne mozeme obe strany prenasobit —1
-x-(p-1) = p*-1 (3.10)
- (p-1) = p'-p (3.11)
Na pravej strane prvej rovnice vidime rozdiel stvorcov, teda ten si vieme upravit:
pP-1=(p-1)-(p+1)
Na pravej strane druhej rovnice moézeme vynat p pred zatvorku a dostaneme tak:
p-p=p-(p-1)
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Dostavame teda rovnice:

-x-(p-1) (p-1)-(p+1) (3.12)
-y (p-1) = p-(p-1) (3.13)

Obe modzeme predelit vyrazom (p — 1), nesmieme, ale na konci presetrit pripad, kedy je (p — 1) = 0. Po vydeleni
dostaneme:

-x = (p+1) (3.14)
vy =P (3.15)
Uz len staci vynasobit —1:
x = —p-1 (3.16)
y = -p (3.17)

Ked sme si dopocitali hodnoty premennych x a y vzhladom na p, tak teraz uz len treba dopocitat premenn z:

z=p*-x-y
z=p' = (-p-1)-(-p)
z=p*+p+1+p
z=p*+2p+1
z=(p+1)’

Teraz sme dostali vysledné stradnice [-p—1,-p, (p+1)?], ked p # 1. Co ak sa ale p = 1? Dosadme do pévodnych
3 rovnic:

px+y+z = 1, (3.18)
x+y+z = 1,

x+py+z = p, (3.19)
xX+y+z = 1,
x+y+z = pi (3.20)
x+y+z = 1,

Dostali sme 3-krat ta istt rovnicu x + y + z = 1. Tato rovnica ma nekonecne vela rieeni, takze vysledok m6zeme
zapisat ako [a,b,1 — a — b], kde a, b st redlne Cisla.
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2.4 Komusi Maskrty Slubuju (x < 2)

Zadanie.

Astronauti Matthews a Patricks sa spokojni vratili do lode. Chceli sa venovat svojej dalsej tilohe - robit nejaky vy-
skum na martanskych formdch Zivota. Pristdli teda s lodou pri jednom stvornohom domorodcovi a poZiadali ho,
aby si nastupil. Styri nohy, styri rohy, $tyri o¢i. Vyzerali aj stavbdri takto? To uz si udatni astronauti nepamditali,
domorodec im v$ak nerozumel, tak sa ho rozhodli naldkat na ¢okolddu predtym, nez ho spitajii a ndsilim dotlacia
do lode.

Cokoldda znacky Zem je tvorend tabulkou 4 x 8 $tvoréekov. Podla medziplanetdrnej smernice spolo¢nosti Zem Inc.,
ktora cokolddu produkuje, sa smie poddvat mimozemskym bytostiam len vo forme stvorcov1 x1,2x2,3x3 a4 x4
Stvorceky. Matthews a Patricks sa rozhodli, Ze cokolddu rovno rozdelia na niekolko povolenych kiiskov. Kolko takych
Stvorcov mohli ziskat, ak rozdelili celii ¢okolddu? Ndjdite vsetky mozné pocty.

Riesenie. opravuju Mirka (miriam.horvathova@trojsten.sk) a Nata (natalia.cigasova@trojsten.sk)

Ked rozdelujeme tabulku cokolddy na povolené Stvorceky, musi platit, Ze sucet obsahov rozdelenych kuskov je
rovnaky ako obsah celej cokolady. Plati teda nasledovna rovnica:

4 .0+32-b+2%-c+12-d=4-8
16a+9b+4c+1d =32

Kde a je pocet 4 x 4 §tvorcov, b je pocet 3 x 3 §tvorcov, ¢ je pocet 2 x 2 §tvorcov a d je pocet 1 x 1. Potom si zavedme
S=a+b+c+d, ¢obude nas pocet roznych stvorcov na ktory sa moze ¢okolada rozdelit. Teraz si vypiSeme vsetky
moznosti, ktoré spliiuju nasu rovnicu, postupne od najvacsich kuskov a potom ich postupne zmensujeme.

* * * *
al2114y11}14}1,1/40(0j0,0}0}0(0j0O}|O0|O0O|0|0]O|O0OJ0]O0]O0]0O
bfoj1|1(0{0,0}0|0(3|3|2]2|2|2|1]1|1]11]1|0]0]O0O]O0O]O0]O
c(0(1j0({4(3y21(0}1/0{3(2}1]0/|5/4|3|2|1|0|8|7|6]|5]|4]3
dj0|3|7]0[4|8|12|16|1|5|2| 6 (10|14 (3| 7 [11|15|19|23|0| 4 | 8 |12 | 16| 2C
S12/6/9|5|811 14|17 |5|8|7|10(13|16|9 12|15 |18 |21 |24 |8 |11 | 14|17 |20 | 23

Avsak je podstatné si uvedomit, ze nie vSetky moznosti sa daju skuto¢ne skonstruovat. Napriklad vieme, ze ak bu-
deme mat 3 x 3 Stvorcek cokolady, budeme musiet mat aspon tri 1 x 1, inak by sme ¢okolddu nevedeli rozdelit.
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Kedze teda musi platit b < ¢ , vieme, 7e moZnosti oznacené * v tabulke nie st mozné a preto ich nebudeme brat
3

do tvahy. Specilne sa pozrieme aj na pripada =1,b=1,c=1,ad = 3. Ked od ¢okolddy najprv oddelime 4 x 4
$tvorec a potom 3 x 3 $tvorec, ziskame jeden z dvoch nizsie uvedenych zvyskov, kde vidime, Ze neexistuje miesto
pre 2 x 2, preto tuto moznost tiez nebudeme brat do uvahy.

~
-l =

Z rovnice ziskavame tieto rozne pocty, na ktoré vieme ¢okoladu rozdelit:

Se {2; 5;8;9;10;11;12;13;14;15;16;17;18;20;21;23;24;26;29; 32}

Aby sme dokazali, Ze tieto pocty st mozné, mozeme bud nakreslit konstrukciu kazdého rozdelenia, alebo ukazat
nejakym inym sposobom, zZe existuju. My sme sa rozhodli pozriet na rozne rozdelenia 4 x 4 §tvorca. Tie sme ziskali
tak, Ze sme i8li od najvicsich $tvorcov a doplnovali potom mensie.
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Teraz ziskame mozné rozdelenia 4 x 8 tabulky ¢okolady tak, Ze vezmeme 2 Tubovolné rozdelenia 4 x 4 §tvorca
a dame ich dokopy. Napriklad ak vieme rozdelit 4 x 4 §tvorec na s; = 1 ale aj na s, = 8 tak potom 4 x 8 tabulku
vieme rozdelit na § = s; + s, = 9 kiskov. Dole m6zeme vidiet vetky moznosti, ktoré vieme ziskat kombinaciou
dvoch 4 x 4 $tvorcov.

s\ ] 1 14|78 ]10]13]16
1 | 25|89 11]14]17
4 | 5811 |12]14]17]20
7 [ 8111415172023
8 |9 [12]15] 1618|2124
10 | 11|14 |17 | 18|20 23 | 26
13 |14 |17 | 20 | 21| 23 | 26 | 29
16 |17 |20 | 23 | 24| 26 | 29 | 32

Z toho sme dokazali, ze existuju rozdelenia:

Se {2;5;8;9;11;12;14;15;16;17;18;20;21;23;24;26;29;32}

Zostavaju ndam teda rozdelenia S = 10 a § = 13. To uz dokdzeme konkrétnymi konstrukciami.

Pozndmka: V tabulke mame mozZnost, ktord sa nedd skonstruovat, konkrétnea =0, b =1,c =5,ad = 3. Avsak
tdto moznost ma S = 9, ¢o sme si inou kon$trukciou dokdazali, Ze moOZe existovat.

2.5 Kuzlo Medziplanetarneho Spojenia (x < 6)

Zadanie.

S pravym Martanom na palube sa vrdtili na obeznu drdhu. Teraz boli na rade pokusy, lenZe ako na to? Potrebovali
poradit. Na Marse nebolo publikum, ktorého pomoci by rozumeli, a hddat's pravdepodobnostou 50 : 50 bol vo vesmire
privelky risk. Rozhodli sa teda pre priatela na telefone. Astronaut Patricks uz zdvihal slichadlo, ked sa zhdcil.

~Pocuj, Pat, akii ma Zem predvolbu?*
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Predvolba Zeme je celé Cislo n > 2. Astronaut Matthews si pamditd, Ze p(k) oznacuje najvicsieho prvociselného
delitela ¢isla k, | k| oznacuje dolnii celii ¢ast redlneho Cisla k (teda najvicsie celé ¢islo mensie alebo rovné k) a navyse

plati

p(n)+|Vn|=p(n+1)+|Vn+1].

Patricksovi tak nezostdva nic¢ iné ako vyskusat vietky mozné predvolby. Pomdzte mu tym, Ze urcite, ktoré vietky n
md vyskusat.
Riesenie. opravuju Ema (ema.cudaiova@trojsten.sk) a BaskaN (barbora.novosadova@trojsten.sk)

Pozrime sa najskor, ako funguje funkcia [\/%J Nech k je prirodzené &islo. Potom k? sa odmocni na k, (k + 1)2
sa odmocni na k+ 1. Medzi k a k + 1 nie je Ziadne prirodzené ¢islo, takze pre vSetky ¢isla I také, ze k2 < 1< (k+1)?
je odmocnina ,,niekde medzi” k a k + 1, takze [\/iJ = k. Pre dve po sebe iduce ¢isla na n + 1 to znamena, ze bud
st obe ,,medzi” dvoma $tvorcami, teda k> < n < n+1< (k+ 1) ateda [\/EJ = [\/ n+ IJ alebo je vécsie z nich

Stvorec, a v tom pripade [\/EJ +1= [\/n IJ.

Ak by platilo [\/EJ = [\/ n+ IJ, muselo by platit aj p(n) = p(n+1). LenZe na n+ 1 st nesudelitelné, nemozu mat
rovnakého prvociselného delitela. Taito moznost teda nemdze nastat.

Ked [\/EJ +1= [\/EJ, tak musi platit p(n) = p(n+1)+1. Hladdme teda 2 prvoéisla s rozdielom 1, to st nevyhnutne
2a3. Takze p(n) =3,p(n+1) =2.

KedZe najvacsim prvociselnym delitelom ¢isla 7 + 1 je 2, n + 1 musi byt mocninou dvojky. Navyse vieme, Ze n + 1
je $tvorec, takze musi byt parnou mocninou.

n+1=2%*
n=2%-1
n=2F-1)(2F+1)

O (¢isle n vieme, Ze jeho najvacsi prvocisleny delitel je 3, a zaroven je neparne (kedze n + 1 je parne). Musi byt teda
mocninou 3. Vieme tiez, ze (25 — 1) a (2K + 1) su delitelmi 1, no kedze ich rozdiel je 2, nemézu byt obe sticasne
delitelné 3. Preto jedno (mensie) z nich musi byt rovné 1, a z toho uz druhé je nevyhnutné rovné 3. Potomn = 1-3,
takze jedind vhodna predvolba je 3.

2.6 Karticky Maluju Spiklenecky

Zadanie.

Telefondt bol mimoriadne plodny a okrem novych naddvok sa z neho nasi astronauti naucili, Ze na pokusy potrebujii
inteligentné formy Zivota. Tie sa vraj vyznacujii tym, Ze majii ruky. Bez ohladu na pocet noh, rohov, ¢i oci, im bude
ich sticasny Martan na nic. Potrebujii na ich lod naldkat iného, idedlne na nieco pestrofarebné...

Je dané kladné celé n. Patrick Matthews nasiel na lodi velku hfbu karticiek s tabulkami n x n. Zacal ich vyfarbovat
Cervenou, Zltou, zelenou a modrou (kazdé policko prave jednou) farbou tak, aby v kazdom stvorci 2 x 2 bola kazda
farba prave raz. Kazdi karticku, ktorii ofarbil, ofarbil inak, pricom ofarbenia liSiace sa iba otocenim nepovaZujeme
za rozne (ale ofarbenia lisiace sa prevrdtenim rozlisujeme). Casom ho to omrzelo, lebo sa mu minuli ofarbenia.
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Matthew Patricks nasiel na lodi rovnaki hfbu karticiek. Zacal svoje karticky tiez vyfarbovat cervenou, Zltou, zelenou
a modrou tak, ze v hornom riadku zafarbil policka striedavo dvomi z tychto farieb a potom tie isté farby pouzil
v kazdom nepdrnom riadku zhora, no mohol zmenit farbu, ktorou zacal (¢iZe v kazdom riadku mal dve moZnosti).
Kazdy parny riadok zhora zafarbil striedavo zvysnymi dvoma farbami, pricom opdt si v kazdom z riadkov mohol
vybrat pociatocnii farbu. Aj jeho to casom omrzelo, lebo sa mu minuli ofarbenia.

Majii nasi astronauti rovnaké zbierky farebnych kartic¢iek? Pamditajte, Ze ofarbenia liSiace sa iba otocenim nepova-
Zujeme za rozne.

Riesenie. opravuju Mati (matus.zelko@trojsten.sk) a Bebe (alzbeta klimentova2@gmail.com)

KedZe zadanie pred nas postavilo tazko riesitelnt tlohu ako prirodzene pomenovat kozmonautov, tak budeme
Patricka Matthewsa volat Patrick a Matthewa Patricksa budeme volat Matthew.

Zadanie po nas chce, aby sme ukazali, ze dve mnoziny karticiek sa rovnaji. To vieme spravit ukazanim dvoch
inkluzii. Pripad 1 x 1 je degenerovany a nebudeme sa nim zaoberat. Riesme pre n > 1.

Najprv ukazeme, ze kazda Matthewova karticka je aj v Patrickovej kope. To je vSak takmer zjavné. Matthew
parne a neparne riadky zafarbuje inou dvojicou farbiciek, takze ak si v tabulke zoberieme Iubovolny $tvorec 2 x 2,
tak horné dve policka budd mat iné farby ako dolné, kedze sa nachadzaju v riadkoch s inou paritou. Navyse
Matthew v kazdom riadku striedal dvojicu farieb prisluchajucu danému riadku. Takze aj dvojica hornych policok
ma vzdjomne rozli¢nu farbu. To isté plati aj pre dvojicu spodnych poli¢ok. Zobrali sme si lubovolni Matthewovu
karticku a v nej sme ukazali, ze lubovolny, takze kazdy §tvorec 2 x 2 uz obsahuje vsetky 4 farby. Tzn. tuto karticku
ndjdeme aj na Patrickovej kope.

Naopak, teraz ukdzeme, Ze kazda Patrickova karticka je na Matthewovej kope. Spravme pér pozorovani:

a. VSimnime si, ze v Patrickovej kope neexistuje karticka, na ktorej by niektoré dve susedné poli¢ka mali rovnaka
farbu (ani ked susedia len rohom). Inak by §tvorec obsahujuci tieto 2 policka nemal vsetky 4 farby.

b. Vsimnime si, Ze ak na Patrickovej karticke existuje riadok alebo stlpec taky, Ze je cely vyplneny iba dvojicou
(podla a. nutne sa striedajucich) farieb, tak kazdy riadok, alebo stlpec uz je dvojfarebny. Tzn. karticka je aj
na Matthewovej kope. Preco? BUNV nech to je riadok, inak si oto¢ime karticku. Potom v susednom riadku
uz nemdze byt policko s farbou z prvého riadku, inak by v tabulke bol Stvorec obsahujuce toto policko a dve
policka toho prvého riadku. Tento $tvorec by nebol stvorfarebny. Vdaka tomu susedny riadok musi obsahovat
iba ostavajuce 2 farby. Tie sa podla a. musia striedat. Rovnaky argument indukciou prevedieme na cela tabulku.
Takze ak existuje riadok obsahujuci iba 2 farby, tak uz vieme, Ze dana karticka sa nachadza aj na Matthewovej
kope.

c. Ak existuje (BUNYV, inak si obratime tabulku) riadok ktory obsahuje tri farby, tak v nom existuje trojica sused-
nych poli¢ok obsahujuca tieto 3 farby. Ozna¢me ich A, B, C a poslednu farbu si ozna¢me D. Zelena a modra farba
slazia iba na oznacenie poli¢ok.
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Vsimnime si, ze modré policko rohom susedi s polickami s farbami A, B, C takze uz musi mat farbu D. Lahko
doplnime farby aj na zelené policka.
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C|ID|[A
A|lB]|C

Teraz modré policko susedi s polickami s farbami C, D, A takze uz musi mat farbu B. Znovu doplnime farby aj
na zelené policka. Vsimnime si, Ze sme tam, kde sme zacali. Indukciou dostdvame, Ze existuje stlpec v ktorom
sa striedaju iba 2 farby, takze podla b. sa prislusna karticka tiez uz nachadza na Matthewovej kope.

Ukazali sme, ze kazda Patricksova karticka je aj na Matthewovej kope, co dokoncuje tuto tlohu.

2.7 Kreslenie Martanského Stvorenia

Zadanie.

Farebné karticky splnili svoj ucel a astronauti Matthews a Patricks mali coskoro na lodi inteligentnu formu Zivota.
Td musela byt mimoriadne inteligentnd, lebo mala hned 3 ruky: pravi (P), lavii (L) a spodnii (S), ktord vyrastala
namiesto pupka.

Tieto Zivotné formy boli vyrazne nevyvdzené, lebo |LS| < |PS| < |LP|. Navyse trojuholnik PLS bol ostrouhly. Matthews
a Patricks fixkou na Martanovi vyznacili na strane LP body U a V tak, aby SU bola vyskou a SV taznicou trojuholnika.
Dalej na priamkach LS a PS oznacili postupne body X a Y tak, ze |PX| = |XS| a |LY| = |YS|. Dokdzte, Ze stred tisecky
XY je v rovnakej vzdialenosti od bodu U ako od bodu V.

Riesenie. opravuje Juraj Rosinsky (juraj.rosinsky@trojsten.sk)

Nazvime Z stred usecky XY, A stred PS a B stred LS. Najskor dokazme, ze Z lezi na osi usecky AB.

Podla konstrukcie bodov X a Y priamka AX je os usecky PS, BY je os usecky LS (lebo trojuholniky PSX a LSY
st rovnoramenné). To znamena, ze | < XBY| = [<XAY]| = 90°. Télesova veta nam hovori, Ze body A a B lezia na

https://www.kms.sk/ 12 kms@kms. sk


mailto:juraj.rosinsky@trojsten.sk
https://www.kms.sk/
mailto:kms@kms.sk

@ @ Riesenia 2. kola letnej casti

kruznici s priemerom XY. Teda A, B, X, Y lezia na tej istej kruznici so stredom Z. Vieme, Ze os tetivy kruznice
prechadza cez stred kruznice. Stred kruznice A, B, X, Y je Z a to znamena, Ze Z lezi na osi tsecky AB.

Dokazme teraz, Ze os usecky AB a os usecky UV st tie isté priamky. Nakreslime si to na jednoduch§om obrazku,
kde M je stred usecky AB.

Vieme, Ze A je stred PS a B je stred LS, to znamend ze AB || LP a M je tiez stred usecky SV (lebo trojuholniky SBA
a SLP su podobné). Trojuholnik SUV je pravouhly a M je stred prepony. To znamend, ze |[MS| = [MV| = |MU],
a teda M lezi na osi tsecky UV lebo |MV| = |[MU|. KedZze AB || LP, tak os tsecky UV kolmo pretina usecku AB
v jej strede. Teda os usecky UV je os tisecky AB.

Vieme, Ze os usecky AB prechddza cez bod Z, teda aj os tsecky UV prechadza cez bod Z a to znamena, e |UZ| =
|VZ|, teda stred use¢ky XY ma rovnaku vzdialenost od bodu U ako od bodu V.

2.8 Krasni Modri Schopni

Zadanie.

V priebehu niekolkych dni vypukol na Marse osial. Obyvatelia sa neustdle doZadovali autorit, aby presetrili idajny
vyskyt mimomartanskych bytosti, ktoré naruisaju vystavbu obchodnych centier, vandalizujii polia neslusnymi sym-
bolmi a kradnii dobytok. Nadndrodny Institiit Vesmirnych Aktivit Mimomartanskych bral tiito hrozbu vizne, a tak
vytvoril zdsahovy tim zvany Martania v modrom.

Jednym z novovyskolenych agentov bol aj agent E.> Ten sa preukdzal ako mimoriadne platny agent v skuiske z ,,Hla-
dania mimomartanskej aktivity", ked ako jediny dokdzal ndjst vietky trojice celych Cisel (a, b, c) také, Ze

(ac-b)*+ (bc-a)* =c.
Ndjdite ich aj vy.
RieSenie. opravuje Michal Stanik (michal.stanik@trojsten.sk)

Ako prvé si v§imnime, Ze ¢ je sucet dvoch druhych mocnin celych ¢isel ($tvorcov), a teda ¢ > 0.

2Citaj f.
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Rovnicu roznasobenim a vynatim ¢lenov inym spdsobom vieme previest do tvaru, kde na jednej strane mame iba
premenné g, b a na druhej strane iba c:

a’c? = 2abc + b* + b*? = 2abc+ a* = ¢,
A’ + b? + b’ + a® = ¢ + dabe,
(Z+1)(a®+b*) =c(1 +4ab),

a? + b? _c
1+4ab E+1

Skusené oko si vS§imne, Ze lava strana ma menovatela obvykle vic¢sieho ako citatela. Podme zistit, kedy presne.
Vyjdeme klasicky z nezapornosti stvorca rozdielu:

(a-b)*>0,
a* +b*-2ab >0,
a’> + b > 2ab.
Ak navyse a* + b* > 0, tak menovatel vieme prebit trikrat ¢itatelom:
3(a* +b*) > 1+2ab+2ab=4ab + 1.

Ak a’> + b* = 0, tak nutne a = b = 0. Po dosadeni mame ¢ = 0 a ziskavame prvé riesenie (0,0,0). Zaporna tito
hodnota (ako sucet $tvorcov) byt nemoze.

V opa¢nom pripade plati uvedena nerovnost, teda

a% + b? >1
1+4ab 3

Tym péddom aj pravé strana na$ej upravenej rovnice je aspon 3, ¢ize

C

>

b

W | =

c+1
3c262+1,
0>c®-3c+1.

Nasobit >+ 1 mozeme, kedzZe tato hodnota je aspon 1. Dostali sme kvadratickd nerovnost s kladnym koeficientom

pri c2. Korene pravej strany su 32=%, ¢o st &isla v intervale (0,1), resp. (2,3). Hodnota bude zaporna medzi

nimi, teda pripustné celoc¢iselné hodnoty c st 1 a 2.
Ak c =1, madme
(a-b)*+(b-a)* =1,

¢o nemdze nastat, pretoze lava strana je 2(a — b)?, &ize parna.
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Ak ¢ = 2, mdme

(2a-b)*+(2b-a)*=2.

Cislo 2 vieme ako stiet Stvorcov vyjadrit len ako 1+ 1. Tu nesmieme zabudniif na to, Ze 1 ako $tvorec vieme ziskat
nie len umocnenim 1 na druhg, ale aj —1. Teda musi platit 2a - b =2b-a € {1,-1}.

Madame niekolko moZnosti:

2a-b=1 2a-b=-1 2a-b=1
2b-a=1 2b-a=-1 2b-a=-1
4b-b=2+1 4b-b=-2-1 4b-b=-2+1
3b=3 3b=-3 3b=-1
b=1 b=-1
a=1 a=-1

V kazdej moznosti (stlpci) sme si napisali sustavu rovnic a potom sme pricitali dvojnasobok druhej rovnice k prvej,
aby sme vylucili premennt a. V tretej moznosti nevychadza b celo¢iselne a posledna $tvrta moznost (s vymenou
1 a -1) je symetricka s tretou, ¢iZe tieZ nema rieSenie.

Dokopy méme teda tri rieSenia: (0,0,0),(1,1,2),(-1,-1,2).

2.9 Kusok Moralnost Spochybnuje

Zadanie.

Hned prvy pripad agenta F sa tykal nejakého sialenca, ktory tvrdil, Ze ho uniesli mimomartania a vo svojej ,lietajiicej
rakete* ho pokreslili. Neznelo to velmi vierohodne, ale dotycny bol skutocne pokresleny. A tie zvldstne symboly...
Ulohou Martanov v modrom viak bolo zabrdnit akymkolvek reciam, preto nemal agent F inii moznost ako (napriek
osobnému presvedceniu) vymazat svojmu spoluobcanovi pamdt. Na to vyuZije pamdtovi gumu, ktord vojde jednym
uchom dnu a druhym von...

Nech m je kladné celé ¢islo. Pamiit je nekonecnd postupnost a, a,, as, ..., v ktorej a; je kladné celé a pre kazdé n > 1
plati

a:+2m aka,<2m
Apy1 =
a,/2 ak a, > 27,

Pamdtovd guma vsak vymaZe len celé spomienky. Preto vzhladom na m urcte vietky a,, pre ktoré je kazdy clen
postupnosti celé cislo.

Riesenie. opravuje Stepi (martin.stepanek@trojsten.sk)
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Kym je nade aktudlne a, > 2™, tak ho delime dvomi, a zaujima nas, ¢i takto ostaneme pri celych ¢islach. Chceme
si teda rozlozit a, na 25b, kde b je nepérne. Postupnost potom bude vyzerat tak, Ze ked spravime prvy krok, tak
sa ndm mozu zmenit k aj b, ale potom sa iba k postupne zmensuje o 1, az kym nie je zase 2kb < 2™. Necelé &isla
nam pri tom vyjdu prave vtedy, ked'je b > 2.

v v

Zaujima nés teda, ¢o sa deje s b pri prvom kroku. Dali{ ¢len postupnosti bude 22¢b? + 2™, Na oboch stranach
mame mocniny dvojky, takze by sme ich chceli vybrat pred zatvorku, ale nevieme, ktord z nich je vacsia. Preto
rozoberieme pripady:

o Ak 2k < m, potom 2%b? + 2™ = 22k(b? + 2-2K). Hodnota v zétvorke je neparna, takze to bude nase nové b.

o+ Ak 2k > m, potom dostavame 2™ (22k-"p? + 1), zase je hodnota v zitvorke nepérna.

Zatial si mdzeme vSimnut, ze v oboch pripadoch sa nam b zvacsi. Ak teda ostavame pri tychto pripadoch, tak
urcite niekedy dostaneme necelé ¢isla. Zostava nam este jeden pripad:

o Ak 2k = m, potom dostdvame 2™(b? + 1), kde uz zitvorka vpravo je parna, takze uz nemozeme pouzit ten
argument, ¢o predtym. Nastastie ale b> = 1 (mod 4) (3 nie je kvadraticky zvy$ok), takze 4 + b? + 1, teda
nové b bude (b? + 1)/2.

To je tiez vacsie ako b okrem pripadu, ked b = 1.

Ak je teda v nejakom momente b > 1, potom sa uz bude len zvdcsovat, a teda niekedy dostaneme necelé ¢islo.
Ak b = 1, potom dalsie ¢islo postupnosti bude 2% + 2™, Aby toto malo stéle nepérnu ¢ast 1, musi byt 2k = m.
Tym dostaneme nejakd mocninu dvojky, ktorti budeme delit dvomi, az kym sa nedostaneme na 2!, Potom zase
aplikujeme prvy krok. Aby sme zase dostali mocninu dvojky, musi byt aj 2(m — 1) = m.

Jedina moznost je teda m = 2. V tomto pripade mozeme zacat s lubovolnym 2% > 1, vzdy sa takto dostaneme ku 2
a odtial znovu na 8, takto teda vzdy ostaneme pri celych ¢islach. Vo vsetkych ostatnych pripadoch za¢nu byt ¢isla
niekedy necelé.

2.10 Kruté Mazanie Spomienok

Zadanie.

Sedis za pocitacom a pozerds si nové zadania KMS, ked sa zrazu ozve klopanie na dvere. Otvoris a za nimi je
postava v modrom. Ma zvldstnu sivo-zelenkavii pokozZku, na tvdiri mesacné okuliare® a na tele oblek, ktorému zhruba
uprostred brucha zacina treti rukdv. Akoby ho kreslila umeld inteligencia. Postava nieco nezrozumitelne povie a pred
ocami sa ti zjavi gumeny Stupel do usi. Zrazu ta jedna ruka chyti zospodu za bradu, dalsia zvrchu za temeno, chces
sa vytrhnit, ale nejde to. Citis, ako sa ti nieco tlaci do lavého ucha...

...a viac nevies o nicom, len o lichobezniku ABCD so zdkladriami BC a AD, pricom AD je td dlhsia z nich. Na
uhlopriecke AC mad vyznaceny bod P, na uhlopriecke BD bod Q. Vidis, ze priamka AC je osou < BPD a priamka BD
osou <AQC. Dokaz, Zze < BPD a < AQC maju rovnakii velkost.

Riesenie. opravuje Mi§o M. (michal.molnar@riesky.sk)

3Vyzerajti ako slne¢né, aviak v skutoénosti neznizuju, ale zvy$uju mnozstvo svetla, ktoré nimi prechadza.
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Ozna¢me X priese¢nik uhloprie¢ok BD a AC. Ako prvé si uvedomme, ze | < BPD| = | < AQC]| plati prave vtedy, ked
sa zhoduju ich polovice. Ak by sa ndm teda podarilo dokdzat napriklad | < BPC| = | <« BQC|*,mali by sme tspe$ne
vyrieSenu ulohu. KedZe body P a Q lezia vnutri lichobeznika ABCD, je tato podmienka ekvivalentna s tym, ze
body B, C, P, Q lezia na kruznici (veta o obvodovych uhloch). My skiisime dokazat prave toto tvrdenie.

Bez ujmy na v§eobecnosti predpokladajme, Ze | < ACB| > | <« DBC|. Ozna¢me R priese¢nik kruZnice opisanej troj-
uholniku BPC a priamky BD rdézny od B.Uvedomme si, Ze R lezi dokonca vnutri tsecky BD. Ak by nelezal, usecka
PR by pretala BC a z obvodovych uhlov by sme lahko dopocitali, Ze | < ACB| < | < DBC]|, ¢o je v rozpore s nagim
predpokladom.

Tym padom mame vdaka obvodovym uhlom | < BPC| = | < BRC|.Teraz rozli$ime dva pripady, podla toho, kde na
usecke AC sa bod P nachadza. Pripad P = X si odlozime na neskor. Ak P lezi vnutri usecky CX, plati

| < DRP| = 180° — | < BRP| = | < BCP| = | < PAD),

kde prva rovnost plati pre susedné uhly, druhti mame vdaka tomu, ze BCPR je tetivovy $tvoruholnik a posledna
plati pre striedavé uhly, nakolko BC a AD su rovnobezné. Kedze P lezi na usecke CX, body A a R lezia v rovnakej
polrovine danej priamkou DP. Podla vety o obvodovych uhloch tak z rovnosti | < DRP| = | < PAD| dostaneme, ze
body A, D, P a R lezia na kruznici.

“Toto neplati napriklad ak P lezi na dse¢ke XCa Q na XD. Z riesenia v$ak zistime, Ze tento pripad pre nase Pa Q nenastane, t. j. vzdy
dostaneme | < BPC| = | < BQC]|.
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Druhym pripadom je, ze P lezi vnutri tsecky AX. Potom plati
180° — |< PRD| = | < PRB| = | < PCB| = | < PAD|,

kde prva rovnost plati pre susedné uhly, druha vdaka obvodovym uhlom, a poslednd pre striedavé uhly. Kedze P
lezi vnutri usecky AX, body R a A lezia v opa¢nych polrovindch danych priamkou PD. Vdaka |< PAD| = 180° —
| < PRD| je §tvoruholnik PADR tetivovy.

V oboch pripadoch sme zistili, Ze body A, D, P, R lezia na kruznici. Zaroven v oboch pripadoch mame vdaka
obvodovym uhlom | < APD| = | < ARD|. Potom v3ak plati aj

|<DPC| = 180° — | < APD| = 180° — | < ARD| = | < ARB|.

Spomenme si teraz na to, Ze body B, C, R, P lezia na kruznici. KedZe aj P aj R lezia vnutri lichobeznika, pre ich
obvodové uhly plati | < BRC| = | < BPC|, ¢ize

|<BRC| = |<BPC| = |<DPC| = | < ARB|.

Druha rovnost plynie z toho, ze AC je osou uhla < BPD, tretiu rovnost sme prave odvodili. Potom v8ak plati, ze
BD je osou uhla < ARC.

Plati teda, Ze R = Q? Zostava nam overit, ¢i sa nemoze stat, ze pre dva ré6zne body R a Q bude BD osou uhlov < ARC
aj <AQC. Ak by takyto pripad nastal, trojuholniky AQR a CQR maju spolo¢nt stranu QR a rovnaké uhly pri nej.
Su teda zhodné podla vety usu. To znamena, Ze |[AQ| = |CQ| a |AR| = |CR), takZe priamka QR je osou usecky AC.
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KedZe aj B a D lezia na QR, nutne |DA| = |[DC| a |BA| = |BC|. Utvar ABCD je teda deltoid, ktory ma rovnobezné
strany, len ak st vSetky rovnako dlhé. Tym padom |DA| = |BC|, o je sporom so zadanim, kde predpokladdme
|DA| > |BC|.

Skuto¢ne teda R = Q a uhly < BPD a < AQC maju rovnaku velkost.

Nakoniec prejdime este pripad, kedy P = X. V takom pripad | < BPD| = 180°. Potom je nutne AC kolma na BD, aby
mobhla byt osou tohto uhla. Ak Q = X, mdme hotovo a zjavne | < BPD| = | < AQC|. Ak nie, tak na priamke mame
dva rézne body Q # X, pre ktoré je BD osou uhla <AQC, resp. <AXC, o, ako vidime z predoslého odstavca,
nevyhovuje zadaniu.
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