v KoreSponden¢ny matematicky semindr
7 _ XLVI. roénik, 2024/2025 @@
Trojsten

KMS, OATC KAGDM FMFI UK, Mlynsk4 dolina, 842 48 Bratislava

Zadania 2. kola letnej Casti

Termin odoslania 17. marec 2025 (pre zahranicie 14. marec 2025)
V pripade otdzok k zadaniam nas nevahajte kontaktovat na kms@kns. sk.

2.1 Kazdy Mimomartansky Spis (x < 0) kategéria alfa

Nadnarodny Institat Vesmirnych Aktivit Mimomartanskych' je prisne tajna nadnarodna organizécia, ktord mo-
nitoruje Mars a jeho slne¢nu sustavu, aby zachytila akékolvek dokazy o existencii mimomartanského Zzivota.

Za svoju existenciu zaznamenala mnozstvo incidentov, kazdy vo vlastnom prisne tajnom spise. Spisy su zoradené
podla svojich identifika¢nych ¢isel 1000, 1001, 1002, ...,2000. Kolko je medzi nimi dvojic po sebe iducich spisov
takych, Ze pri sucte identifika¢nych cisel tejto dvojice neddjde k prechodu cez desiatku (na ziadnom mieste)?

2.2 Kozmicka Misiu Spastame (x < 0) kategéria alfa

Medzitym na Zemi (na ktorej nemohol jestvovat zivot, ved obsahuje také toxické latky ako dihydrogén monoxid
a dusik (od slova dusit!!)) si ludstvo vS§imlo, Ze na Marse sa deju zvlastne veci. Rozhodli sa teda vyslat na Mars
dvoch najschopnejsich astronautov v slnecnej sustave: Patricka Matthewsa a Matthewa Patricksa. Ti hned po
prilete k Marsu vytiahli vesmirnu lupu a zamerali ju do pola, aby ho blizsie preskimali. Sila slne¢nych luc¢ov
koncentrovanych lupou v$ak bola na pole privela a vypalila viiom tmavy flak. To vnuklo astronautovi Matthewsovi
senzacny napad, s ktorym sa hned musel podelit.

~Pocuj, Matt, o keby sme nieco do toho pola nakreslili?*
»A Co také?“ pytal sa jeho kolega, astronaut Patricks. Matthews stisil hlas a zacal Sepkat kolegovi do ucha. Po
chvili sa obaja zacali hihnat.

A tak kreslili. Zacali obdlznikom ABCD so stranami |AB| = 3 km a |BC| = 11 km. Pokrac¢ovali obdlznikom AECF
so stranami |AF| = 7 km a |FC| = 9 km. Nakoniec este uprostred vypalili siva plochu ako na obrézku. Urcte jej

obsah.

"Nemylit si s Nadndrodnym Instititom Vesmirnych Aktivit Martanskych
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2.3 Kukaj! Mimozemski Stavitelia! (x < 1) kategorie alfa a beta

Po tspesnom kresleni sa Matthews a Patricks presunuli nad nedaleku pust, kde ucinili najvacsi objav celej historie.
Nasli mimozemsky zivot. Domorodci sa plaho¢ili po pusti a stavali nejaki monumentalnu stavbu, akiste hrobku
pre vladcu ich primitivnej spolo¢nosti. Astronauti pristali, aby sa pozreli zblizsa. Pri pohlade z povrchu vsak nieco
nebolo v poriadku - takto predsa pyramidy nevyzeraju!

Astronauti Matthews a Patricks sa rozhodli, ze domorodcom pomoézu. Vtrhli medzi nich a zacali ukazovat, ¢o maja
ako robit, aby pyramida vyzerala ako pyramida. V prvom rade je nutné mat vhodny parameter pyramidovosti p,
ktory je redlne ¢islo. Pre siradnice [x, y, z] $pi¢ky pyramidy (tri redlne ¢isla) musi potom platit

px+y+z=1,

X+py+z=p,
x+y+z=p

Vzhladom na redlne ¢islo p vypocitajte vhodné suradnice [x, y, z].

2.4 Komusi Maskrty Slubuju (x < 2) kategérie alfa a beta

Astronauti Matthews a Patricks sa spokojni vratili do lode. Chceli sa venovat svojej dalsej ulohe - robit nejaky
vyskum na martanskych formach Zivota. Pristali teda s lodou pri jednom $tvornohom domorodcovi a poziadali
ho, aby si nastupil. Styri nohy, Styri rohy, tyri o¢i. Vyzerali aj stavbari takto? To uz si udatni astronauti nepamitali,
domorodec im v§ak nerozumel, tak sa ho rozhodli naldkat na ¢okoladu predtym, nez ho sputaju a nasilim dotlacia
do lode.

Cokoldda zna&ky Zem je tvorend tabulkou 4 x 8 Stvoréekov. Podla medziplanetirnej smernice spoloénosti Zem
Inc., ktora ¢okoladu produkuje, sa smie podavat mimozemskym bytostiam len vo forme §tvorcov 1 x 1, 2x2, 3x3
a 4 x 4 stvorceky. Matthews a Patricks sa rozhodli, ze ¢okoladu rovno rozdelia na niekolko povolenych kuskov.
Kolko takych $tvorcov mohli ziskat, ak rozdelili celt cokoladu? Najdite vSetky mozné pocty.
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2.5 Kuzlo Medziplanetarneho Spojenia (x < 6) kategérie alfa a beta

S pravym Martanom na palube sa vratili na obeznu drahu. Teraz boli na rade pokusy, lenze ako na to? Potrebovali
poradit. Na Marse nebolo publikum, ktorého pomoci by rozumeli, a hadat s pravdepodobnostou 50 : 50 bol
vo vesmire privelky risk. Rozhodli sa teda pre priatela na teleféne. Astronaut Patricks uz zdvihal slichadlo, ked
sa zhacil.

»Pocuj, Pat, aki ma Zem predvolbu?“

Predvolba Zeme je celé &islo n > 2. Astronaut Matthews si pamitd, Ze p(k) oznacuje najvacsieho prvociselného
delitela ¢isla k, | k| oznacuje dolnti celu ¢ast redlneho isla k (teda najvicsie celé &islo mensie alebo rovné k) a navyse
plati

p(n)+|Vn|=p(n+1)+|Vn+1].

Patricksovi tak nezostava ni¢ iné ako vyskusat vetky mozné predvolby. Pomdzte mu tym, Ze urcite, ktoré vsetky
n ma vyskusat.

2.6 Karticky Maluju Spiklenecky kategérie alfa a beta

Telefonat bol mimoriadne plodny a okrem novych nadavok sa z neho nasi astronauti naucili, Ze na pokusy potre-
buju inteligentné formy zivota. Tie sa vraj vyznacuji tym, Ze maji ruky. Bez ohladu na pocet noh, rohov, ¢i o¢i,
im bude ich suc¢asny Martan na ni¢. Potrebuju na ich lod naldkat iného, idealne na niec¢o pestrofarebné...

Je dané kladné celé n. Patrick Matthews nasiel na lodi velka hrbu kartic¢iek s tabulkami n x n. Zacal ich vyfarbovat
cervenou, zltou, zelenou a modrou (kazdé policko prave jednou) farbou tak, aby v kazdom $tvorci 2 x 2 bola kazda
farba prave raz. Kazdu karticku, ktoru ofarbil, ofarbil inak, pricom ofarbenia liSiace sa iba oto¢enim nepovazujeme
za rozne (ale ofarbenia liSiace sa prevratenim rozlisujeme). Casom ho to omrzelo, lebo sa mu minuli ofarbenia.

Matthew Patricks nasiel na lodi rovnakd hrbu karticiek. Zacal svoje karticky tiez vyfarbovat cervenou, Zltou, zele-
nou a modrou tak, Zze v hornom riadku zafarbil poli¢ka striedavo dvomi z tychto farieb a potom tie isté farby pouzil
v kazdom neparnom riadku zhora, no mohol zmenit farbu, ktorou zacal (¢ize v kazdom riadku mal dve moznosti).
Kazdy parny riadok zhora zafarbil striedavo zvy$nymi dvoma farbami, pricom opit si v kazdom z riadkov mohol
vybrat pociato¢nu farbu. Aj jeho to ¢asom omrzelo, lebo sa mu minuli ofarbenia.

Maju nasi astronauti rovnaké zbierky farebnych kartic¢iek? Pamitajte, Ze ofarbenia liiace sa iba oto¢enim nepo-
vazujeme za rozne.

2.7 Kreslenie Martanského Stvorenia kategorie alfa a beta

Farebné karticky splnili svoj ticel a astronauti Matthews a Patricks mali coskoro na lodi inteligentnu formu Zzivota.
T4 musela byt mimoriadne inteligentna, lebo mala hned 3 ruky: pravu (P), lavt (L) a spodnu (S), ktora vyrastala
namiesto pupka.

Tieto Zivotné formy boli vyrazne nevyvazené, lebo |LS| < |PS| < |LP|. Navyse trojuholnik PLS bol ostrouhly.
Matthews a Patricks fixkou na Martanovi vyznacili na strane LP body U a V tak, aby SU bola vyskou a SV taznicou
trojuholnika. Dalej na priamkach LS a PS oznaili postupne body X a Y tak, ze |[PX| = |XS| a [LY] = |YS|. Dokazte,
ze stred usecky XY je v rovnakej vzdialenosti od bodu U ako od bodu V.
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2.8 Krasni Modri Schopni kategorie alfa a beta

V priebehu niekolkych dni vypukol na Marse osial. Obyvatelia sa neustale dozadovali autorit, aby presetrili udajny
vyskyt mimomartanskych bytosti, ktoré narusaju vystavbu obchodnych centier, vandalizuju polia neslu$nymi
symbolmi a kradnt dobytok. Nadnarodny Institit Vesmirnych Aktivit Mimomartanskych bral tiato hrozbu vézne,
a tak vytvoril zasahovy tim zvany Martania v modrom.

Jednym z novovyskolenych agentov bol aj agent F.> Ten sa preukizal ako mimoriadne platny agent v skugke
z ,Hladania mimomartanskej aktivity“, ked ako jediny dokazal ndjst vSetky trojice celych &isel (a, b, ¢) také, ze

(ac-b)*+ (bc-a)*=c.
Ngjdite ich aj vy.
2.9 Kusok Moralnost Spochybnuje kategoria beta

Hned prvy pripad agenta F sa tykal nejakého $ialenca, ktory tvrdil, Ze ho uniesli mimomartania a vo svojej ,,lie-
tajicej rakete” ho pokreslili. Neznelo to velmi vierohodne, ale doty¢ny bol skuto¢ne pokresleny. A tie zvlastne
symboly... Ulohou Martanov v modrom véak bolo zabrénit akymkolvek re¢iam, preto nemal agent F inti moznost
ako (napriek osobnému presvedceniu) vymazat svojmu spoluob¢anovi pamit. Na to vyuzije pamitovd gumu,
ktora vojde jednym uchom dnu a druhym von...

Nech m je kladné celé ¢islo. Pamit je nekonecnd postupnost a;,ay, as, ..., v ktorej a; je kladné celé a pre kazdé
n > 1 plati

a:+2m aka,<2m,

a =
e a,/2 ak a, > 2™,

Pamitova guma vsak vymaze len celé spomienky. Preto vzhladom na m urcte vsetky a,, pre ktoré je kazdy ¢len
postupnosti celé ¢islo.

2.10 Kruté Mazanie Spomienok kategéria beta

Sedi$ za pocitatom a pozeras si nové zadania KMS, ked sa zrazu ozve klopanie na dvere. Otvori$ a za nimi je
postava v modrom. Ma zvlastnu sivo-zelenkavi pokozku, na tvari mesaéné okuliare’ a na tele oblek, ktorému
zhruba uprostred brucha zacina treti rukav. Akoby ho kreslila umela inteligencia. Postava nieco nezrozumitelne
povie a pred ocami sa ti zjavi gumeny $tupel do usi. Zrazu ta jedna ruka chyti zospodu za bradu, dalsia zvrchu
za temeno, chce$ sa vytrhnat, ale nejde to. Citis, ako sa ti nieco tla¢i do lavého ucha...

...a viac nevie$ o ni¢om, len o lichobezniku ABCD so zékladiiami BC a AD, pricom AD je ta dlh$ia z nich. Na
uhlopriecke AC ma vyznaceny bod P, na uhlopriecke BD bod Q. Vidis, Ze priamka AC je osou < BPD a priamka
BD osou < AQC. Dokaz, ze < BPD a < AQC maju rovnaku velkost.

ZCitajf

3Vyzerajti ako slne¢né, aviak v skutoénosti neznizuju, ale zvy$uju mnozstvo svetla, ktoré nimi prechadza.
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