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KMS, OATC KAGDM FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava

RieSenia 3. kola letnej Casti

3.1 Kilo Miesanych Strukovin (x < 0)

Zadanie.

Duro Trulo krdcal krdsnou krajinou, vtdciky stebotali a slniecko prijemne hrialo. Po dlhom pochode po svojej pravej
ruke uvidel statny statok, z ktorého vybehlo zarmiitené ufiilané dievca. Pozrela natiho a povedala: ,,Prosim, prosim,
nepomoZete mi roztriedit SoSovicku, hrdsok, fazulu a prvocisla? Duro na i vyceril zuby a riekol: ,OK, mozem.“

Pomozte ufulanej dievcine ndjst vsetky prvocisla také, ze sa dajii zapisat ako suicet nejakych dvoch prvocisel a zdroven
aj rozdiel nejakych dvoch prvocisel (mézu a nemusia byt iné ako predoslé dve).

Riesenie. opravuje Matka (martina.ganova@trojsten.sk)
HIadané prvocislo zo zadania si ozna¢ime p. Ako prvé si uvedomime, Ze vSetky prvocisla okrem ¢isla 2 st neparne.

Cislo p je teda bud nepérne, alebo je &islom 2. Cislo 2 ale nikdy ako sucet prvoéisel nedostaneme, kedze 2 je
najmensie prvocislo.

Teda p je neparne. Neparne cislo ako vysledok suctu dostaneme len ak s¢itame parne a neparne ¢islo a to isté plati
aj prirozdiele. Ako parne ¢islo si mdézeme vybrat jedine 2, p teda mozeme zapisat ako sucet 2 a nejakého prvocisla
q. Zaroven p vieme zapisat aj ako rozdiel 2 a nejakého prvocisla r. Cislo 2 urcite nemdze byt v rozdieli mensenec,
kedZe je to najmensie prvocislo, ale musi byt mensitel. Ziskavame tak rovnice

p=qg+2,
p=r-2.
Z rovnic si mdézeme vSimnut, Ze g = p—2ar = p + 2, ¢ize p, g a r su 3 po sebe idlice neparne ¢isla.

Ak sa skasime pozriet na nejaké trojice po sebe iducich neparnych cisel, moézeme si vSimnut, Ze jedno z nich je
vzdy delitelné 3. Povedzme, ze g ma po deleni 3 zvy3ok z. Potom p bude mat po deleni 3 zvySok z + 2 a r bude mat
zvySokz+4=z+3+1=(z+1)+3, ¢ize ide 0 zvySok z + 1. Prvocisla p, g a r teda vZdy maju kazdé iny zvySok po
deleni 3, a kedZe st len 3 mozné zvysky, jedno z nich musi byt delitelné 3.

Jediné prvocislo delitelné 3 je 3. Rychlo si v§imneme, ze 3 mozeme dosadit len na miesto g, lebo 3 je najmensie
neparne prvocislo a g je najmensie ¢islo z trojice. Potom uz lahko dopoc¢itame, ze p = 5ar = 7. Hladané prvocislo
je teda 5.

3.2 Kruto Majetok Stratil (x < 0)

Zadanie.

Duro Trulo sa vracal domov naplneny pychou a hrdostou. Prdve vykonal dobry skutok! A na dévazok neodchddzal
naprdazdno, medzi prstami (opatrne, aby ho nepokr¢il) drzal svoj prvy zdarobok - pravé pierko z prepelicky. Bol uz na
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dohlad od domu, ked nastala galiba. Zafiikalo. Vietor zdvihol pierko do vysin a odniesol ho prec, na mile daleko od
nestastného Dura. Toto vsetko videla jeho dobrd mama, ktord ho uz vyzerala pred domom. Rozhodla sa teda synovi
dat radu do Zivota.

Pozri, Durko méj, tvoj klobitk md tvar rovnobeznika ABCD. Nabudbice si zapichni pierko do bodu K alebo L, ktoré
lezia postupne na strandch BC a CD. Vidis, ako plati |AB| + |BK| = |AD| + |DL|. Vdaka tomu ti odtial nevypadne.*

Dokazte, Ze os uhla < BAD je kolmd na priamku KL.
Riesenie. opravuju M&M (marek murin@trojsten.sk) a Kopy (martin.kopcany@trojsten.sk)

V rovnobezniku plati, Ze protilahlé strany maju rovnaku dizku, preto |AB|+|BC| = |AD|+|DC|. Potom z podmienky
|AB|+|BK| = |AD|+|DL| (|AB|+|BK|+|KC| = |AD|+|DL|+|LC|) vlastne vyplyva |[KC| = |LC|, a teda trojuholnik KLC je
rovnoramenny. V rovnobezniku navyse plati, Ze osi uhlov < BAD a < LCK su rovnobezné. Os v rovnoramennom
trojuholniku je aj vyskou na zakladnu, tak os uhla < DCB je kolma na priamku KL a potom aj os < BAD je kolma
na priamku KL.

Iné riesenie: Nakreslime si niekolko obrazkov aby nahodou nedoslo k problému s konfiguraciami. Uvedomime
si, Ze trojuholnik CKL je rovnoramenny, a preto |< KLC| = |< CKL| = 90° — a. Potom v trojuholniku XYL resp.
XYK je jeden uhol 90° — «a budto priamo alebo z vrcholovych uhlov. Druhy uhol je a zo suhlasnych uhlov pri
rovnobezkach a posledny, hladany uhol, je 90°. Pri popisovani uhlov je vSak potrebné si uvedomit, na ktoru
konfiguraciu sa odvoldvame.

D 90° — « a X c
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3.3 Karbonatky Miesto Spratka (x < 1)

Zadanie.

Duro Trulo krdéal hustym lesom, kukucky kukali a vetrik prijemne povieval. Po dlhom pochode dosiel aZ k malej
chaliipke rozvoniavajticej medom. Hned, ako sa pribliZil, vysla z nej stard pani a prosi ho: ,,Och, mlady pdn, prosim,
pombzete mi? Mdm vnutri takého drzého fagana, nepomohli by ste mi ho strcit do pece? Duro na fiu vyceril zuby
a riekol: ,,OK, mézZem.“

Vniuitri chalupky stdl chlapec, pozeral sa na pec a nariekal: ,,Pani jezibaba, td pec nemd ani spravau vysku, ani spravnu
Sirku, ani spravnu teplotu a ani spravny tlak na moju vahu, vek, vyZivovi hodnotu a pocet spapanych pernikov.“

Jezibaba sa pozrela na svoju pec a spolu s Durom sa snaZili ndjst spravne nastavenie pre zadané redlne ¢isla a, b, c,
d. To znamend, Ze sa pomocou nich snazia vyjadrit vetky $tvorice redlnych Cisel (x, y,z, w), pre ktoré plati

y2wix=d,

2wy =V,

wxy’z=c,
2y Zw=d.
Ndjdite pre jeZibabu tieto Stvorice.
Rie$enie. opravuju Denys (denys.andrukhovskyi@trojsten.sk) a Brian Turza (brian.turza@trojsten.sk)

Mame ako zadanie ststavu rovnic, ktoré sa navzajom velmi podobaju. V takychto pripadoch moézeme skusit
rovnice napriklad s¢itat alebo vyndasobit. V tomto pripade by sa asi viac hodilo vynasobit vietky rovnice:

(Y*Z2w?x) - (Z2w'xPy) - (WxPy?z) - (Y 2w) =a’ - b - - d,

x7y7z7w7 — a7b7c7d7.
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KedZe 7 je nepdrne ¢islo, tak ndm nevadi zobrat siedmu odmocninu z oboch stran:

7
\7/x7y7z7w7 — \/a7b7c7d7,

xyzw = abcd.

Okej. Teraz by sme sa mohli pozriet na to, ¢i nam tento vztah nieco dava. V kazdej rovnici vidime takmer ten isty
vyraz, ako v pdvodnych rovniciach. Lenze kazdej rovnici chyba jeden ¢initel. Tak ich skiisme tymito premennymi
prenasobit:

yZwx-x=a’ - x,

Zwxy-y=b"-y,

wx*y’z-z=c -z

2y Zwow=d -w.
Teda:

(xyzw)* = a’x

) :
(xyzw)* = b'y,
(xyzw)* = 'z,
(xyzw)* = d"w.

Tu moézeme pouzit rovnost, ¢o sme nasli:
a*b**d* = a’x,
a?b*Ed* = by,
a?b*d? = 'z,
a*b**d* = d'w.

Chceli by sme vydelit obidve rovnice, aby sme dostali len x, y, z alebo w. Problém by bol, keby a7, b7, ¢’ alebo d” by
bola nula. Skisme sa pozriet, ¢o by bolo, keby a” = 0. Zrejme potom a = 0. Potom podla prvej rovnice x*y*z*w = 0.
Potom je ale jedna z premennych x, y, z, w tieZ nula. Keby sme potom dosadili nulu za tito premennu, dostali by
sme rovnice:

0=0,

0="0,
0=c,
0=d.
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Cize potoma = b = ¢ = d = 0. Tym pddom ak jedna premenna je nula, tak ostatné mézu byt akékolvek. Viimneme
si, ze rovnako by sme mohli ukazat tento fakt aj za predpokladu b’ = 0,¢” = 0, alebo d’ = 0. Teda vybavili sme
hned 2 pripady:

1. Aka = b =c =d =0, tak rie§enia su vSetky také $tvorice: {(i,j,k,¢)}, kde i,j,k,{ € Rai=0aleboj =0
alebo k = 0 alebo ¢ = 0.

2. Ak je aspon jedno ¢islo a, b, ¢, d nula, a aspon jedno ¢islo a, b, ¢, d nenulové, tak rieSenia neexistuji, kedze
sme hore ukazali, Ze ak jedno ¢islo z a, b, ¢, d je nulové, tak potom aby rovnice boli splnené, tak musia byt
vSetky nulové.

Dobre, teraz mozeme predpokladat, ze a, b, ¢, d su nenulové. Tak potom moézZeme tie $tyri rovnice, ¢o sme mali
hore, predelit:

atb?ctd?

—_— =X
a’ ’

atb?ctd?
v

a’b*c2d?
—_— =7z,
C7
a’b*c2d?
2

w.

No a uz len dokon¢ime vykratenim:
b*c*d?
a’

a?ctd?
— = ¥,

=X,

a’b*d?
CS
a2b?c?

a°

:Z,

=wW.

M.y , L v . , . . 22012 2292 23232 2122
Cize, pre nenulové a, b, ¢, d st rieSenia prave §tvorice (b st , 4 st , 4 iSd 8 Zsc )

3.4 Kabelu Medovnikmi Syti (x < 2)

Zadanie.

Duro Trulo sa vracal domov naplneny pychou a hrdostou. Prdve vykonal dobry skutok! A na dévazok neodchddzal
naprdazdno, za klobiikom (presne, ako ho mama poucila) mal zapichnuty svoj druhy zdrobok - pravy sladky pernik.
Pycha a hrdost mu vsak nevydrzali dlho. Hned, ako dosiel do dediny, zacali z domov vychddzat ludia, ukazovat na
neho prstom a potichu sa na fiom chichotat. Duro bol z toho cely nestastny a hned, ako sa dostal domov, postazoval
sa svojej dobrej mame na to, ako mu minule poradila.
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»Ach, Durko méj, za klobuik patria pierka, nie jedlo. To si mds pekne uloZit do batézka. Pod, nech ta naucim ako.*

A tak mama s Durkom nacvicovali vkladanie pernickov do batozka. Pernicky sii ocislované islamil, 2, ..., 9. Mama
ich v tomto poradi v ndhodnych éasovych intervaloch pokladala Durovi na kdpku, vZdy novy pernicek pekne navrch.
Duro zas v ndhodnych casovych intervaloch z kopky zobral najvrchnejsi pernik a vioZil si ho do batézka, pricom medzi
dvoma vkladaniami mama mohla stihnit pridat dalSie perniky na kopku, ale nemusela. Po case im vyhladlo, tak
si dali prestdvku na obed. Po jedle sa Durovi strachom rozsirili o¢i — vobec si nepamditd, ktoré pernicky uz odlozil, ani
¢i jeho mame zostavajii nejaké pernicky, ktoré este na kopku nepoloZila. Nastastie si spomenul, Ze pernicek cislo 8 uz
je v batézku (no nebol presvedceny, Ze viplne navrchu). Duro sa zamyslel, ktoré pernicky mu ostdvajii a v akom poradi
by ich mohol zbalit. Na zdklade predchddzajiicich informdcii povedzte Durovi, kolko existuje poradi, v ktorych by
ostavajuice pernicky mohli byt zbalené.

Pozndmka: Pamiitajte na to, Ze Duro vZdy bral z képky len vrchny pernicek, a nezabudnite rdtat aj s moZnostou, Ze
uz boli zbalené vsetky pernicky.

Rie$enie. opravuje MiSo M. (michal.molnar@trojsten.sk)

Na zaciatok sa zamyslime nad tym, kde sa mdzu jednotlivé pernicky nachadzat. Pernicek ¢islo 8 uz je v batozku.
Pred tym, ako ho tam Duro vlozil sa musel nachddzat na kopke. Predtym, ako mama vylozila na kdpku pernik
¢islo 8, musela na kopku ulozit pernicky 1 az 7. Vieme teda, Ze tieto pernicky su bud na kopke, alebo v batozku.
O pernicku ¢islo 9 nevieme ni¢. Mdze byt uz zbaleny, moze byt na kdpke, ale nemusel sa zatial dostat ani tam.

Zabudnime teda na chvilu na ¢&islo 9 a pozrime sa na to, ktoré pernicky z 1 az 7 mézu byt na kopke. Duro urcite
mohol zobrat pernic¢ek hned po tom, ako ho mama dala na kopku. Takze ktorykolvek perni¢ek mdze byt v batdzku.
Rovnako tak mohol Duro s balenim pockat, kym mama nepridala dalgi, ¢ize ktorykolvek pernicek moze byt stéle
na kopke, bez ohladu na to, ktoré pernicky zbalil. Pre kazdy z tychto sedem pernickov tak mame dve nezavislé
moznosti — bud je na kdpke alebo v batdzku - ¢ize mame dokopy 27 = 128 moznosti. Zaroven si uvedomme, Ze pre
kazdu z tychto moznosti je aj poradie na kdpke dané jednoznac¢ne. Ani Duro, ani mama uberanim ¢ priddvanim
nemenia poradie pernickov, takze su zoradené zdola nahor od najmensieho ¢isla po najvacsie.

Tym padom je aj vzajomné poradie balenia pernickov 1 az 7 dané jednoznacne pre kazdi moznost. Otdzkou
zostava, kedy zabalime pernicek ¢islo 9. Ak uz je zabaleny, tak mame 128 moznosti, ako zabalit zvysné. Ak uz
je na kopke, tak je urcite navrchu, takze najprv zabalime jeho a potom pre zvysné pernicky mame dalsich 128
moznosti. Ak vSak na kdpke nie je, tak vysledné poradie zalezi od toho, kedy ho tam mama polozi.

Dopocitanie pomocou kombinacnych cisel

Ozna¢me k pocet pernickov, ktoré st na kopke. Duro zabali niekolko z nich predtym, ako mama na képku polozi
pernik &slo 9. Potom musi Duro zbalit ten, a uz mu zostane len dobalit zvy$ok. Ak mama polozi pernik &islo
9 predtym, ako Duro zabali aspon jeden pernik z kopky, vysledné poradie bude rovnaké, ako by tam pernik uz
lezal od zaciatku. Zaujimaji nds teda moznosti, kedy mama ulozi pernik po prvom, po druhom, ..., po k-tom
zbalenom perniku. Takze mame k novych moznosti.

Pre konkrétne k mame (Z) moznosti, ktoré perni¢ky st na kopke. Pre kazdi moznua kdpku zas mame k moznosti,
kedy sa na nej objavi pernicek ¢islo 9. Dokopy je to k - (Z) moznych poradi. Pocitajme teda:

o Akk =1, dostaneme 1 - (Z) =7 poradi.

o Ak k =2, dostaneme 2 - (Z) = 42 poradi.
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o Ak k =3, dostaneme 3 - (Z) = 105 poradi

e Ak k =4, dostaneme 4 - (Z) = 140 poradi

o Akk =5, dostaneme 5 - (;) = 105 poradi

o Ak k =6, dostaneme 6 - (Z) = 42 poradi.
7

o Ak k=7, dostaneme 7 - (7) = 7 poradi.

Dokopy tak méme 2 - 128 + 7 + 42 + 105 + 140 + 105 + 42 + 7 = 704 poradji, v ktorych mohol Duro zabalit zvysné
pernicky.

Dopocitanie bez kombinacnych cisel

Moznosti, kedy je pernicek ¢islo 9 na kopke alebo zbaleny, uz mame spocitané. Rovnako ako vyssie si uvedomime,
7e ak pernicek &islo 9 polozi mama na kopku skor ako Duro zabali prvy pernicek, tak dostaneme rovnaké poradie,
ako keby tam pernicek ¢islo 9 uz lezal od zaciatku.

V opa¢nom pripade existuje nejaky pernicek s ¢islom x (od 1 po 7), ktory Duro zbali tesne predtym, ako sa na
kopke objavi ¢islo 9. Vysledné poradie balenia teda bude: najprv pernicky s ¢islom vac¢sim ako x (ak také na kopke
su), potom pernicek s ¢islom x, potom ¢islo 9, a nakoniec pernicky s ¢islom mens$im ako x (ak také su). Pre dané
¢islo x teda poradie zavisi len na tom, ktoré pernicky boli okrem neho na zaciatku na kopke. Kazdy zo zvysnych
6 perni¢kov tam bud bol, alebo uz bol zbaleny, takze mdme 2¢ = 64 moznosti. Cislo x zas mozeme vybrat 7
sposobmi. Pribudne ndm teda 7 - 64 = 448 moznosti.

Hladany pocet moznych poradi tak je 2 - 128 + 7 - 64 = 704.

3.5 Kamenny Mur Sfukne (x < 6)

Zadanie.

Duro Trulo krdéal jesennym hdjom, listy padali a vtdciky prijemne vyspevovali. Po dlhom pochode sa vynoril na

cistinke tiahnucej sa pomedzi stromy. Spoza jedného buka sa k nemu vrhol vik a povedal: ,Krdsne rano, mlady pan,

nemdte zdujem o prdcicku? Potrebujem pomoct rozfikat dom jednému prasatu.” Duro na neho vyceril zuby a riekol:
OK, mozem.*

W 4

Duro sa teda vybral s vikom, aby si obzrel prdcu, ¢o ho cakd. Dom bol kruhovd kamennd stavba - jeho vonkajsi
mur mal tvar kruznice k so stredom v bode S. Na jeho obvode v bodoch R a Q mal oknd, tie vSak boli zadebnené.
Prasiatko P bolo niekde vo vnuitri, ale nie v bode S. V bode S bol komin a vlk sa doni uz pozeral, takze vedel, Ze
prasiatko sa nachddzalo v takom bode, Ze stvoruholnik SPQR bol tetivovy. Dokdzte, Ze os < RPQ bola kolmd na SP.

Riesenie. opravuje Mati (matus.zelko@trojsten.sk)

Riesenie 1: Pokial médme $tastie a pozndme Svrékov bod, tak tento priklad ma velmi elegantné riesenie. Uvazme
bod E priese¢nik osi uhla < QPR a kruZnice k; opisanej trojuholniku RQP. Tento bod sa nazyva Svrékov bod a je
o iom mimo iné zname, Ze lezi v strede zodpovedajuceho kruznicového obluka. Kedze plati |[AC| = |AB|, tak aj
bod A', je v strede obliku opa¢ného obliku na ktorom lezi bod E. Specialne usecka AE je priemerom kruZnice k,
a podla Télesovej vety je teda uhol ADE pravy.

lide o anti-Svrékov bod
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Riesenie 2: Ak Svrékov bod nepatri medzi zbrane ktorymi disponujeme, tak bolo dolezité nezufat. Riesenie bolo
mozné relativne priamociaro vyuhlit. Ozna¢me | < SRQ| = «, trojuholnik RQS je rovnoramenny, takze aj | < RQS| =
a a|<RSQ| = 180° — 2a. Dalej vdaka obvodovosti prislusnych uhlov plati | < RSQ| = | < RPQ| = 180° — 2a. KedZze
$tvoruholnik RQSP je tetivovy, dostdvame |<SPR| = 180° — |<RQS| = 180° — a. Nakoniec si uvedomme, ze
| <RPE| = 1/2|<RPQ| = 90° - a, ide 0 os uhla. Poslednym vypoc¢tom dostdvame | < SPE| = |<SPR| - |<EPR| =
180° — & — 90° + o = 90°.

3.6 Kraca Mocny Silak

Zadanie.

Duro Trulo sa vracal domov naplneny pychou a hrdostou. Prdve vykonal dobry skutok! A na dévazok neodchddzal
naprdazdno, v batézku (presne ako ho naucila jeho mama) tahal domov jedno celé prasa. Po tispesnom rozfiikani
domu sa totiz ukdzalo, Ze sa v fiom neskryva jedno, ale hned'tri. Cesta vsak bola tentoraz timornd. Niest si domov
prasa na chrbte, to je veru fuska aj pre tych najmocnejsich jundkov. Ked'sa doma mame postaZoval na to, ako ndrocnii
mal cestu, td hned vedela, kde je chyba.

»Nuz, Durko moj, neradno nosit domov takii vysluzku, ktord sa vie niest sama. Staci, ked prasiatko priviaZes na
Spagatik, a ono pdjde s tebou. Samozrejme, ak bude mat Spagatik tie spravne parametre.”

Pri privizovani prasata na spagatik su dolezité najmd Cast dizky p, za ktorti prasa popotahujeme, a éast dizky n,
ktoru bude mat na krku. Aby prasa neutieklo, musi byt p prvocislo, n kladné celé ¢islo a navyse musi platit

4n’ + p* = 3np*.
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Ndjdite pre Dura vsetky vhodné dvojice (p, n).

Riesenie. opravuju Kubko (jakub.poljovka@trojsten.sk) a MichalS (michal stanik@trojsten.sk)

Na zaciatok by sme chceli preskiimat vztah medzi # a p. Tu nam moéze pomdct presunut ¢leny, ktoré obsahuju len

jednu neznamu, na rovnaku stranu a sledovat, ¢o sa deje na tej druhej. Prepisme si teda rovnicu v zadani do tvaru
4n’ = 3np* - p°.

Vidime, ze prava strana je delitelnd p (dokonca aj p?), takze aby platila rovnost, musi byt aj favd strana rovnice
delitelnd p. KedZe sa jedna o prvocislo, musi sa nachadzat v prvociselnom rozklade ¢isla n® alebo 4 (alebo dokonca
v oboch). My sa pozrieme najprv na prvii moznost.

Aby bolo p v prvociselnom rozklade n*, musi byt aj v rozklade ¢isla n. V takom pripade nutne p < n, inak by
nemohlo byt jeho delitefom. Tento fakt moZeme vyuzit, ked si zo zadania vyjadrime p3. Dostavame

P’ =3np* —4n’ <3’ — 4w’ = —n’.

KedZe n je kladné celé ¢islo, —n? je zdporné, takze aj p* musi byt zaporné, aby platila tato nerovnost. Avsak vetky
prvocisla st kladné, ¢ize takéto p nemdze existovat. Vidime teda, Ze p nemoéze byt delitelom #® ani n.

Tym padom musi nastat druha moznost, totiz Ze p je v prvociselnom rozklade ¢isla 4. To znamend, Ze p = 2.Ked
pozndme p vieme si napisat rovnicu pre » a vyriesit

4n® + 8 = 12n.

Po vydeleni 4 dostaneme
n’+2=3n.

Samozrejme, toto je kubicka rovnica, pre ktoru existuji vzorce na vyjadrenie riesenia. Mohli by sme pouzit tie
a skontrolovat, ktoré riesenia nam da kladné celé ¢islo. My radsej ukazeme postup, ktory znalost tychto vzorcov
nevyzaduje.

Vs$imnime si, Ze rovnicu vieme upravit do tvaru
2=3n-n.

Vidime, Ze n je delitelom pravej strany, takze aby platila rovnost vyssie, musi byt zaroven delitelom ¢isla 2. Kedze
sa jedna o kladné celé ¢islo, mame len dve moznosti 1 alebo 2. Lahko overime, Ze vyhovuje len n = 1. Jedinym
rieSenim tlohy tak je dvojica (p,n) = (2,1).

3.7 Kyblikova Mudra Stratégia

Zadanie.

Duro Trulo krdcal zelenymi kopcami, svrcky cvrlikali a mraciky prijemne tienili. Po dlhom pochode sa dostal k tibociu,
do ktorého viedli banské $tolne. Spoza rohu vystréil hlavu trpaslik, a ked Dura zbadal, rozbehol sa za nim. Povedal
mu: ,Ach jaj, hrozné nestastie sa stalo. Nasej Snehulienke niekto uskodil a ona teraz zomiera. Prosim, pomdzte jej,
zachrdrite ju.“ Duro na neho vyceril zuby a riekol: ,,OK, méZem.*
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Kym Duro rozmyslal, ako zachrdni krdsnu dievéinu, trpaslici potrebovali zahnat nudu. Hapci a Kyblik mali 10 dra-
hokamov s ¢islami 0, 1, ..., 9, s ktorymi hrali takiito hru: Najprv Hapci vybral lubovolny drahokam a poloZil ho
na stol. Nasledne Kyblik zvolil jeden zo zvysnych drahokamov a poloZil ho sprava od prvého. Potom zase Hapci
vybral drahokam a polozil ho zlava od vsetkych ulozenych drahokamov, ndsledne Kyblik vybral drahokam a poloZil
ho sprava od vietkych predchddzajicich, atd.

Po tom, ako boli vietky drahokamy vyloZené, vzniklo 10-ciferné ¢islo (resp. 9-ciferné, ak prvy drahokam zlava mal
¢islo nula). Kyblik cheel, aby toto ¢islo bolo delitelné ¢o najviac islami z mnoZiny M = {1,2,3,...,9}. Hapci, naopak,
chcel, aby bolo delitelné co najmenej cislami z M. Kolko najviac delitelov vysledného Cisla vedel dosiahnut Kyblik,
nech by Hapci hral akokolvek? A kolko najmenej delitelov vysledného Cisla vedel dosiahnut Hapci, nech by Kyblik
hral akokolvek?

Riesenie.
3.8 Kusok Mrzuta Snehulienka

Zadanie.

Duro Trulo sa vracal domov naplneny pychou a hrdostou. Prdve vykonal dobry skutok! A na dévazok neodchddzal
naprdzdno, na spagatiku (s parametrami presne podla rady jeho mamy) si domov viedol nevestu — Snehulienku. Tej
po jej zdchrane nijak neprekdZalo, Ze Duro nie je princ, naopak, bola mimoriadne nadsend z toho, Ze Zije. No ako tak
kracali, vyzerala stdle viac a viac zarmiuitene. Ked ju doviedol do dvora a stiahol jej $pagdtik z krku, s placom mu
usla. Jeho dobrd mama len nestastne pokrutila hlavou.

,Joj, Durko mdj, takto sa s diev¢inami nezaobchddza. Chudera sa od hanby isto tizi pod zem prepadniit. Svoju mili
si mds viest za ruku, hladit ju a bozkavat...Pod sem, nech ti nakreslim ako."

Duro si méZe predstavit svoju vyvolenii ako lichobeznik ABCD so zdkladniami AB, CD, ktorého uhlopriecky st na-
vzdjom kolmé. Bozkdavat ju smie iba v bodoch P, N, Q, M, ktoré sii postupne stredmi stran AB, BC, CD, DA. Na
zdkladni CD existuje Specidlny bod L, rozdielny od bodu Q, pre ktory plati, Zze < MLN je pravy. (Tento bod sa nazyva
dlai a za fiu vyvolenti treba drzat.) Urcte velkost uhla LPA.

Riesenie. opravuje Lukas (lukas.gaborik@trojsten.sk)

V zadani tlohy vidime pomerne vela pravych uhlov, skisme teda zistit, ako ich vieme dostat blizsie k sebe. Jeden
z pravych uhlov zvieraju priamky AC a BD, stoji teda za pokus skusit v obrazku ndjst nejaké ich rovnobezky.

A také tam naozaj su — napriklad MQ je stredna priecka trojuholnika ACD, preto je rovnobezna s prisluchajicou
stranou AC. Rovnako vieme dostat aj NP || ACa BD || MP || NQ. Z toho vsak jednoducho vyplyva, Ze aj
<MPN, < PNQ, < NQM a < QMP st pravé, ¢ize MPNQ je obdlznik.

No e$te mame bod L, ktory nemame v dalSom sdvise s obrazkom, okrem toho, Ze | < MLN| = 90°. V§imnime
si vSak, ze nad MN je okrem bodu L pravy uhol aj pri bode Q, ¢o nam hovori, ze body L aj Q lezia na Talesovej
kruznici nad priemerom MN. Tito kruznica v$ak zdiela tri body M, N, Q s kruznicou opisanou obdlzniku MPNQ,
preto na kruznici lezi az pat bodov, a to L, M, N,Pa Q.
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M N

Teraz nam uz vsak na urcenie hladaného uhla nechyba vela. Totiz v§imnime si, Ze aj < PNQ je pravy. To vSak
znamena, ze priemerom uvazovanej kruznice je aj isecka PQ. Preto aj vetky uhly nad nou st pravé, ¢im vieme
preniest uhol k Ziadanej Gsecke PL ako |<PLQ| = 90°. A nakoniec uz velkost hladaného uhla lahko vyplynie
z rovnobeziek AB || CD pretatych prieckou LP, ¢ize | < LPA| = 90°.

3.9 Koza Milého Staréeka

Zadanie.

Duro Trulo krdcal rozkvitnutymi humnami, stromy sa zeleneli a kvietky prijemne rozvoniavali. Po dlhom pochode
sa dostal az na okraj dediny, kde sa nachddzala inokedy opustend studna. Tentoraz pri nej stdli dvaja pani a jeden
starcek. Hned, ako starcek zbadal prichodzieho, spytal sa ho: ,,Mlady muz, nevideli ste tu niekde moju kozu? Neviem
ju nikde ndjst... Pomohli by ste mi ju pohladat?* Duro na neho vyceril zuby a riekol: ,,OK, mézem.*

Dvaja pristojaci Durovi poradili, Ze koza skocila do studne, a Ze ju stali odtial len vytiahnut. Studna vyzerala ako ne-
nulovy polyném s redlnymi koeficientmi, nazvime ho p(x). Na to, aby Duro vedel kozu zo studne vytiahnut, velmi
by sa mu hodilo, aby bol v tvare p(x) = a(x) + b(x), pricom a(x) a b(x) st druhé mocniny polynémov s redlnymi
koeficientami. Vtom sa vSak zhd(il - existuje taky polynom p(x), Ze sa dd takto rozdelit prave jednym spésobom?
A Co prave dvoma spésobmi?

Pozndamka: Ak sa dve rozdelenia liSia iba v poradi scitancov, tak ich povaZujeme za totozné.
Rie$enie. opravuje Dzavo (adam.dzavoronok@trojsten.sk)

Nech sa dé p vyjadrit ako sicet a(x) + b(x), kde a,b su druhé mocniny polynémov s redlnymi koeficientmi.
Oznaémessia(x) = h(x)? ab(x) = g(x)?. KedZe p je nenulovy, tak aspon jeden z dvojice g, h je tiez. Hlavnou ideou
riesenia si bolo povedat, Ze je nepravdepodobné, aby sa to dalo iba jednym ¢i dvoma sposobmi. Ked sa pozrieme
na pripad bez druhych mocnin, kde moézeme zapisat nenulovy polyném g(x) ako g(x) = ¢(x) +d(x) a nekladieme
ziadne restrikcie na ¢, d, tak nasledne polozenim e(x) = uc(x)+vd(x) af(x) = (1-u)c(x)+(1-v)d(x) preu,ve R
dostavame nekonecne vela dal$ich dvojic polynémov s redlnymi koeficientami, ktorych sucet je znova g(x).

Tak podme skusit nieco podobné aj pre nas priklad. Vhodne si navazime g, h aby sme dostali podobné polynémy
e, fako vyssie, ale musime si dat pozor na umocnovanie. Vieme skusit vhodne navazit g, h a dat ich spolu ako jeden
polyndm a ten druhy nejak doplnit, aby to vyslo. Takyto pristup vedie k nasledovnému rieseniu

e(x) +f(x) = h(x) h(x) - = h(x)* + g(x)* = p(x),

( Viu vV u2V+ vzg(x)) " ( V4 u2V+ V2 \V u2u+ Vzg(x))
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kde u,v € R. Aby sme sa presvedcili, ze polyndmy budu naozaj rozne, tak sa staci pozriet na veduci koeficient

vo vnutri jednej zo zatvoriek. Jeho druhd mocnina bude veduci koeficient u e resp f. To, ze budu navzajom

odlisné, sa da vidiet, napriklad ak zafixujeme v = 1 a budeme menit u. Nasledne, ak h,, g, st veduce koeficienty

h, g (pripadne aj jeden nulovy, ak je jeden polyném vyssieho stupna), tak veduci koeficient vnutri prvej zatvorky

B/#hn - \/ulzjgn je funkcia v u, ktord pre BUNV h, > 0 nadobuda hodnoty z intervalu (—h,, h,), z ¢oho sme
otovi.

3.10 Kedy Mame Svadbu?

Zadanie.

Duro Trulo sa vracal domov naplneny pychou a hrdostou. Prdve vykonal dobry skutok! A na dévazok neodchddzal
naprdzdno, domov krdacal ruka v ruke (presne, ako mu to mama nakreslila) s Lizinkou, ktorti zachrdnil zo studne.
Nechcel, aby sa jeho mild zartho hanbila, ani aby mu usla ako minule.

Osud zadal celé cislo k > 2. Ndjdite vsetky funkcie f: N — N vediice k ldske. Na to, aby funkcia viedla k ldske, musi
spliat, Ze f(x)! + f(x)! + -+ + f(xx)! je delitelné x,! + x,! + -+ + x;! pre vietky k-tice prirodzenych Cisel (x1,%a, ..., X¢).
Tak im drzme palce.

Riesenie. opravuje Michal Stanik (michal.stanik@trojsten.sk)

Ako prvé si musime uvedomit, ¢o to ta hladana funkcia f ma splnat. Ked sa v zadani pige, Ze ,,je dané celé ¢islo
k* alebo ,,0sud zadal celé ¢islo k“, tak to znamena, Ze k je parameter ulohy a dalej je pevné. Nevieme ho menit
a vSetky podmienky vztahujuce sa na k (v naSom pripade x;!+- - -+x,! | f(x;)!+---+f(xx)! platia len pre to konkrétne
k, ktoré nam osud (niekto zvonka) zadal. Zmysel parametra je, ze nehladame funkciu len pre jednu konkrétnu
hodnotu, napriklad k = 3, ale riesime ,,nekonec¢ne vela podobnych tloh® s réznymi hodnotami k. Nase rieSenie
musi byt pritom dost véeobecné, aby sme dali (a dokazali) odpoved pre kazdé pripustné k (teda také, ze k > 2).

Nech teda k > 2 je Iubovolné, nadalej pevné (takze ideme riesit vSeobecne) a f je funkcia vyhovujica zadaniu.
Vezmime si fubovolné prirodzené ¢islo n a dosadme do zadanej podmienky hodnoty x; = x, = --- = x; = n.
Dostaneme kn! | k - f(n)!, Cize ekvivalentne n! | f(n)!. KedZe obe strany st kladné ¢isla, musi platit n! < f(n)!.
Z toho, Ze faktoril je rasttca funkcia na kladnych ¢islach, potom méme n < f(n).

Dalej ukazeme, Ze pre vietky dostato¢ne velké prvocisla p - konkrétne pre p > f(1) plati f(p) = p. Dosadme x; = 1,
X =p—1,x =+ =x; = p (ak k = 2, tak p nepriradime Ziadnemu x;). Dostaneme

Ut (p-Dl+ (k=2)p! [AD!+f(p - 1)+ (k= 2)f(p)!.

Pozrime sa teraz na zvysky lavej a pravej strany po deleni p. Pritom vyuzijeme Wilsonovu vetu, ktora hovori, ze
pre prvodisla plati (p — 1)! = -1 (mod p).

U+ (p-)+(k=2)pl=1-1+(k-2)p(p-1)!'=0 (mod p),
SO+ fp - D+ (k=2)f(p)! =D+ fp-1)! =0 (mod p).

Druhé kongruencia plynie z toho, Ze f(p) > p, a teda f(p)! ako st¢in obsahuje ¢len p, a teda mé zvy$ok 0.

Vidime, Ze lavd strana delitelnosti je delitelnd p, teda aj prava musi byt. KedZe p > f(1) aje to prvocislo, nenachddza
savsucine f(1)! (ani tam nevznikne ako suéin viacerych ¢lenov), tym padom f(1)! £ 0,atedaaj—f(1)! = f(p—1)! £
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0. Ak by bolo f(p — 1) > p, tak by bolo delitelné p (opit by p bolo v st¢ine). Preto f(p — 1) = p — 1 (uz vieme, Ze
menej byt nemdze).

Prvocisel vacsich ako f(1) je nekoneéne vela (f(1) je konkrétne &islo pre uvazovanu konkrétnu funkciu f), tak uz
mame nekoneclne vela ¢isel takych, Ze f(p — 1) = p — 1. To uz vyzerd, ze f(n) = n pre vietky n — podme to dokézat.

Pre spor, nech f(n) > n (mensie byt nemoze). Dosadme x; = n,x, = --- = x;, = p— 1 pre prvocislop > n+1,p > f(1)
(dost velké prvocislo vzdy existuje). Mame

nl+ (k=1)(p - DA+ (k-Df(p- D! =fn)! + (k-1 (p -1}
nl+(k-D)(p-D!f(n)!+(k-1)(p-1)=(n!+(k-1)(p-1)!),
nl+(k=1)(p- 1| f(n)! —nl
Stale mame dost velku volnost pre prvocislo p - mozeme ho volit stale vacsie a vacsie, ¢im sa nam zvacsuje lava
strana. Cislo f(n)!-n! ma teda lubovolne velkého delitela, takze to musi byt nula. Plati teda f(n)! = n! a z prostosti

faktoridlu na prirodzenych ¢islach (neexistuju a, b také, Ze a! = b!) mame, ze f(n) = n pre vietky prirodzené ¢isla
n (kedze n sme si volili lubovolne).

Na zaver uz iba overime, ze funkcia f(n) = n splia zadanie - vtedy na oboch stranach delitelnosti mame to isté
¢islo x1! + -+ + x¢!, takze delitelnost je splnend a toto je skuto¢ne (jedind) vyhovujuca funkcia.
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