v Kore$ponden¢ny matematicky semindr
7 _ XLVI. roénik, 2024/2025 @@
Trojsten

KMS, OATC KAGDM FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava

RieSenia 1. kola zimnej Casti

1.1 Ko6s$i Mudi Stvorenia (x < 0)

Zadanie. V krajine Al-Gebra, v meste Nerovno, stdl doktor K6si nad pracovnym stolom pohriizeny do hlbokych
myslienok. Bol povereny nesmierne tajnou tilohou. Bolo vobec sprdavne spravit to, co po tiom Ziadaju? Nakoniec
sa rozhodol a dal si log zo svojej tajomnej flasticky. Zo stola sledovali jeho premenu vystrasené o&i. Pdn Svarc sa zahnal
kladivom...

Roh miestnosti okupovala zlovestnd, stvorcova klietka so stranou dlhou 6 cm. V nej sa nachddzalo 5 rovnakych
ObdIznikov, trasticich sa pri pomyslent na tidel ich kamardta. Tisnil sa k sebe tak, ako na obrdzku nizsie. Obrdzok je
vSak len ilustracny, teda niektoré dizky nemusia sediet. Ndjdite obsah jedného takého ObdlZnika.

Riesenie.  opravuju Denys (denys.andrukhovskyi@trojsten.sk) a Maryna (maryna.horodenchuk@trojsten.sk)

Pozrieme sa na tato ulohu blizsie. Oznac¢ime si dlhsiu stranu obdlznika ako x a kratsiu ako y.

6

KedZe obrazok je len ilustra¢ny, tak nevieme hned povedat, aky je pomer x, y. Vieme sa vSak pozriet na to, Ze ob-
dlzniky sa dotykaju. Takze, vieme pozriet sa na to, ako s obdlzniky vnorené do §tvorca, a ako sa strany obdlznika
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Riesenia 1. kola zimnej Casti @@@

vyskladaju na stranu $tvorca. Konkrétne, pozrime sa najskor na zvisla stranu $tvorca. Jednak vieme, Ze rovna sa 6
cm. Avsak, doplnme si do obrazka dlzky niektorych zvislych stran.

Tieto strany su zvislé, obdlzniky s tymito stranami v zvislom smere sa nepretinaju, a kedze sa za¢inaju od spodku
$tvorca a sa koncia hornou stranou, tak naozaj vieme povedat, Ze sicet tychto stran bude strana Stvorca, teda

X+y+y+x=6.

Z toho véak este nevieme odvodif dizku x a y. Co sme este ale nespravili, je, Ze sme sa nepozreli na vodorovné
strany $tvorca. Analogicky si vieme doplnit zodpovedajuce strany obdlznikov do obrazka.

6

Xy

Mame oznacené dve strany x, jednu stranu y a ete jednu cast strany x. Tvrdime, Ze rovna sa x — y. Preco? Lebo
neoznaceny zvy$ok strany x je prave kratsia strana, teda oznacena Cast je prave x — y. Potom, analogicky

x+(x—y)+y+x=6.
To sa da upravit ako

x+(x-y)+y+x=6,
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@@ Riesenia 1. kola zimnej Casti

Takze, uz vieme, Ze x = 2 cm. Teraz si spomenme na rovnicu, ktort sme odvodili skor. Z nej dostaneme

2x+2y=6,
2-2+2y=06,
4+2y=6,
2y =12,
y=1

Takze, teraz vieme aj to, ze y = 1 cm. Potom ale lahko vieme zratat obsah jedného obdlznika, kedZe vieme, Ze
rovna sa sucinu jeho stran. Preto obsah obdlznika je § = 2cm - Icm = 2cm?.

1.2 Kandidati Misiu Splnia (x < 0)

Zadanie. V Pravom Uholnikove medzitym zistili, Ze sa z mesta stratila hned Sestica Obdlznikov. Tento pripad okam-
Zite nahldsili hlavnej spravkyni Pyte Gorovej. Ta nevdhala a vyhldsila informacnii pohotovost, aby nasla dobrovolni-
kov na vyzvednii misiu. V okamihu sa jej zbehol hliicik roznych kandiddtov od Jednouholnikov po Devituholnikov.

Kolkymi spésobmi vieme umiestnit ¢isla 1, 1, 3, 4, 5, 5, 6, 7, 8, 9 do policok tak, aby spliali uvedené nerovnosti?

O<0<0<0<0>0>0>0>0>0

Rie$enie. opravuju Adri (adrianka.janackova@trojsten.sk) a Baska (barbora.novosadova@trojsten.sk)
Oznacme si policka zlava doprava A az ], teda uvedend nerovnostje A< BKC<D<E>F>G>H>I1>].

Ziadne z dopliianych ¢isel nie je mensie ako 1, preto obe ¢isla 1 musia byt na takych polickach, od ktorych nie je
ziadne mensie (nazyvame ich minimalnymi). To st jedine policka A a J.

Podobne Ziadne z doplianych ¢isel nie je vicsie ako 9, preto 9 musi byt na takom policku, od ktorého nie je Ziadne
vacsie (nazyvame ho maximalnym). To je policko E.

Ostava nam umiestnit ¢isla 3, 4, 5, 5, 6, 7 a 8. Nerovnost vyzera takto: 1 <B<C<D<9>F>G>H>1>1.

Na polickach F, G, H a I ur¢ite nemozu byt dve ¢isla 5, kedZe ziadne z tychto poli¢ok sa nemdzu rovnat. Preto
aspon jedno z ¢isel 5 musi byt na niektorom z poli¢ok B, C, D.

Ak je tam prave jedno ¢islo 5, mozu tam s nim byt lubovolné dve iné ¢isla z tych, ktoré nam ostali (3, 4, 6, 7 a 8).

Poradie, v akom budd, je jednoznacné, kedze vietky st rozne, musia byt zoradené od najmensieho po najvacsie.

Na polickach F, G, H, I potom bude druhé ¢islo 5 a tie ¢isla, ktoré ostali. Poradie bude opit jednoznac¢né, tento-

krat musia byt zoradené od najvacsieho po najmensie. Pocet rozdeleni tohto typu je teda rovny poctu sposobov,
5!

ako vybrat dve ¢isla z piatich. To je (2) = 5131 = 10 spdsobov’.

Ak st na polickach B, Ca D dve ¢isla 5, musia byt na polickach B a C, kedzZe len tieto dve policka sa m6Zu rovnat.
Potom D je od nich vicsie. Na policku D preto moze byt ¢islo 6, 7 alebo 8, to su teda dalsie tri spdsoby (poradie

1https ://sk.wikipedia.org/wiki/Kombinacné_cislo
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Riesenia 1. kola zimnej Casti @@@

ostatnych cisel, ktoré budu na polickach F, G, H a I, je opit jednoznacné). Dokopy teda vieme ¢isla do policok
umiestnit 13 spdsobmi.

1.3 Kulminuje Masivne Sprisahanie (x < 1)

Zadanie. Vyzvednd misia bola ndrocnd. Apolonius Brahmagupta Ceva sa v prestrojeni prechddzal po uliciach Del
Itela. Snazil sa nadviazat rozhovor s miestnymi, ale nejak nikto o Obdlznikoch ni¢ nevedel. U% zacinal byt zifaly.
Potom ho viak oslovila postava, ktord sa predstavila ako Mita Li: Ak zhd#ias ObdiZnikov, od miestnych sa nic
nedozvies. Vsak vies, ako Tedria Cisel do vietkého pchd nos. Deje sa velké sprisahanie a oni...Oni sii jeho sii¢astou.”
Apolonia presvedCili padne argumenty a jeho zmysel pre spravodlivost zacal vriet. Zabudol na vsetko a s vervou
uhanal spdt do krajiny Geometrie, aby podal svojim krajanom svedectvo o krivddch, ktoré sa im v tajnosti dejil.

Pre ¢ire rozhorcenie zabudol na potesenie z toho, aké Sikovné prestrojenie sa mu podarilo. Svoj pravy uhol zamaskoval
ako rovnost inspirovanii citdtom hlavnej spravkyne.

Kladné celé cisla a, b a prvocislo p sti také, ze
a’ +p* =1
Dokdzte, ze potom 2(b + p) je druhd mocnina celého ¢isla.
Riesenie. opravuju Baska (barbora.javorova@trojsten.sk) a Brian (brian.turza@trojsten.sk)

Na zadiatok si vieme v$imnut, Ze rovnicu a? + p? = b? si vieme prepisat ako p> = b> —a? = (b+a)(b - a). A kedze
obe zatvorky nemozu byt sicasne p, tak b+ a = p> a b — a = 1. To mozeme vidiet z toho, Ze p je prvodislo, takze
bud deli obe zatvorky alebo p? deli jednu z nich a kedZze zatvorka b + a je vicsia ako b — a, tak modze delit len ju.

Ak dame tieto dve rovnice dohromady, dostaneme

b-a=1,
b+a-=p*
b+b-1=p%
2b-1=p?
21
p-P

To mozZeme dosadit do vyrazu zo zadania a dostaneme

p-1 _ _ >
2 5 +pl=p*+2p+1=(p+1).

Teda vyraz 2(b + p) je skuto¢ne druhou mocninou celého &isla.
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Iné rieSenie

Na to aby sme dokézali, Ze vyraz 2(b + p) je druhou mocninou celého &isla, si mézeme vyraz upravit na n =
V2,/b + p, kedZe sucet b + p musi byt kladny, tak zdpornt hodnotu upraveného vyrazu mozeme odignorovat.
Nasledne mozeme vidiet, Ze nam staci dokazat, ze b + p je dvojnasobok druhej mocniny celého ¢isla.

Ddélezitym pozorovanim je, Ze hodnoty a, p, b tvoria Pytagorejsku trojicu. Nasledne nam vie vyrazne pomoct
vyuzitie vztahu (2mn)? + (m? — n?)? = (m? + n?)? tiez zndmeho ako Euklidov vzorec pre Pytagorejské trojice,
pomocou ktorého vieme substituovat jednotlivé hodnoty v trojici kladnych celych cisel a, p, b ako a = 2mn, p =
m? —n?, b = m? + n? pre Pytagorovu vetu a® + p* = b?. Téato substiticia je jednoznac¢ne uréena, kedze p je neparne,
teda nemoze byt substituované ako p = 2mn. Neparnost p mozeme vidiet napriklad z faktu, Ze neexistuje ziadna
Pytagorejska trojica obsahujuca 2, teda jediné parne prvocislo.

Ked sa teraz pozrieme na sucet p + b, tak dostaneme p + b = m? — n*> + m? + n> = 2m?, teda p + b je dvojnasobok
druhej mocniny celého ¢isla. Ak to vratime spat do odmocnenej rovnice, ziskame

n=\2\/b+p=2V2m? = 2m.

1.4 Krivdu Musia Splatit (x < 2)

Zadanie. Ked'si Apoloniovu spravu vypoculi v hlavnom meste krajiny Geometrie, nastalo pobuirenie. Lud volal po
pomste, a tak nastal cas povolat bojovnikov za spravodlivost — Mocnostnych Dosahovacov. ,Mocnostni Dosahovaci,
morfujte! zvolala na nich hlavnd spravkyna, ked sa dostavili na namestie. A tak zacali morfovat.

Mocnostny Dosahova je stvorec s dizkou strany 24 cm. Morfovanie prebieha nasledovne: Ked sa Mocnostny Dosa-
hovac¢ prelozi na polovicu pozdiz uhlopriecky, tak vznikne trojuholnik ABC s pravym uhlom pri vrchole A. Potom
sa zohne tak, aby bod C skoncil niekde na strane AB a toto miesto si oznaci D. Plati, Ze vzniknuty ohyb pretne stranu
BC v bode X. Mocnostny Dosahovac sa potom znova ohne tak, aby bod B skoncil na bode X. Vsimli sme si, Ze
novovzniknuty ohyb prechddza bodom D. Akd je v centimetroch vzdialenost medzi bodmi A a D?

Riesenie. opravuju Kopy (martin.kopcany@trojsten.sk) a Nata (natalia.cigasova@trojsten.sk)

Ked prehybame body na iné miesta, tak sa n4m tam prenasaju aj uhly, aj dlzky stran od prehybov. Taktiez by sme
mohli povedat, Ze body, strany a uhly s osovo simerné, kde os simernosti je priamka ohybu. Takze, kedze sme
prehli bod C na bod D, vieme, ze |CX| = |XD| a kedze sme prehli bod B na bod X, tak vieme, ze |XD| = |DB]|.
Preto plati, Ze |CX| = |[XD| = |DB|. Kedze trojuholnik ABC vznikol prehnutim $tvorca cez uhlopriecku, tak uhol
pri vrchole B bude mat velkost 45°. Vdaka zohnutiu bodu B do bodu X bude platit, Ze | < DBX| = |< DXB| = 45°.
Z tohto nésledne vieme dopoditat treti uhol v tomto trojuholniku ako | <« XDB| = 180° — 45° — 45° = 90°.
Oznaémessi dlzku stran |BD| = |DX]| = |XC| = a. Trojuholnik BDX je rovnoramenny pravouhly s odvesnami dlzky a.
Jeho prepona bude mat teda z Pytagorovej vety velkost v/2a. Podobne z Pytagorovej vety si vieme vypocitat dlzku
uhloprie¢ky povodného $tvorca. Vyjde nam, ze ma dizku 24+/2. Tato dizku teda vieme vyjadrit dvoma réznymi
spdsobmi ako

24v/2 = |BC| = |CX| + |XB| = a + \/2a,
z ¢oho dostaneme, ze
242
a= v
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Z tohto vieme nésledne zistit dizku tse¢ky AD ako

2472

AD| = |AB| - |DB| =24 - ,
AD| = 4B - |DB| = 24 - =2

IAD| = 24 - 24v2(1-V2)
1-2 ’

|AD| = 24 +24V/2 - 24 -2,
|AD|=24-(V2-1),

Pri¢om tpravu z prvého riadku na druhy riadok sme spravili vdaka rozireniu zlomku vyrazom 1 — /2.

AN

Vs
4L 1 /1a° B

Iné riesenie
KedZze mame zadané presné dlzky stran a v obrazku sa nikde nenachadza ,bod volnosti®, niekedy sa moze opla-

tit vyuzit k rieSeniu goniometriu. Najprv si vSimneme, Ze uhly pri vrcholoch B a C v trojuholniku ABC maju
velkost 45°.

Prehyb, ktory prehne bod B do X, zdroveii prenesie tento uhol, a teda | < BXD| = |<XBD| = 45°. Z toho vieme
dopoéitat treti uhol v tomto trojuholniku ako | < XDB| = 180° — 45° — 45° = 90°.

Oznac¢me si druhy bod prehybu bodu C do D ako Y. Z toho, Ze trojuholnik YDX je len prehnuty YCX, tak bude
platit, 7e | < XDY| = | < XCY] = 45° a |CY] = |YD).

Z toho vieme vypocitat velkost uhla ADY ako | < ADY| = |<ADB| - | <XDB| - | < YDX| = 180° — 90° — 45° = 45°.
Z trojuholnika ADY vieme odvodit, ze |[<AYD| = 180° — 90° — 45°. K nemu susedny uhol CYD bude mat teda
velkost 180° — 45° = 135°.

Vieme z prehnutia, Ze trojuholnik CYD je rovnoramenny, a teda v nom uhly pri vrcholoch C a D budu oba mat
velkost 0135 = 22030/, Z vlastnosti funkcie tangens v pravouhlom trojuholniku CAD vieme teda zistit velkost
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strany AD nasledovne:

AD
tan 22°30" = u,
|CA]

|AD| = |CA| - tan 22°30,
|AD| =24+ (V2-1).

Tato vycislena hodnota tangensu k spravnemu rieSeniu nie je nutna. Postacujuce je, ak odovzdate rieSenie vo forme
predposledného riadka. Da sa vypocitat napriklad pouzitim vety o tangense polovi¢ného uhla. Uviedol som ju tu
len pre overenie, Ze sa naozaj zhoduje s vysledkom z prvého riesenia.

[ 158

[45°

1.5 Kombistanom Masiruju Supervojaci (x < 6)

Zadanie. Mocnostni Dosahovaci pri svojom pochode na Teériu Cisel nelegdlne prekrocili hranice Kombistanu. Kom-
bistanci odmietli nechat svoju krajinu zadupat do zeme, tak sa rozhodli nieco s tym urobit. Zobrali svoje L-kd a zacali
ich delit na mensie. Nikto netusi, ako im to pomoZe, ale Kombistanci to aj tak nevzdavaji.

Ukdazte, ze pre vSetky n > 9 vieme L-ko (Stvorec bez jednej sStvrtiny, ako na obrdzku) rozdelit na n podobnych (nie
nutne rovnako velkych) L-iek.
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Rie$enie. opravuju Mati (matus.zelko@trojsten.sk) a Ema (ema.humenska@trojsten.sk)

Ako prvu vec si vS§imneme, ze L-ko je mozné rozdelit na 4 a 6 casti takto:

L

Dalej, kazdym rozdelenim L-ka na 4 ¢asti ndm pribudnu 3 L-k4 do poctu a kazdym rozdelenim na 6 pribudne 5
L-iek.

Potrebujeme zahrnut kazdé n > 9. To vieme dostat priddvanim nasobku 3 k trom pripadom:
 Zvysok po deleni troma je 0.

Pociatocné L rozdelime na 6 Casti (pocet L-jek zvysime o 5) a nasledne nejaké z nich rozdelime na 4 (pridaime
3), mdme teda 1l +5+ 3 =9 Casti.

+ Zvysok po deleni troma je 1.

Pociato¢né L rozdelime na 4 a potom dve z nich rozdelime opét na 4, mame teda 1 + 3 + 3 + 3 = 10 casti.
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 Zvy$ok po deleni troma je 2.

Pociato¢né L rozdelime na 6 Casti, nejaku z nich opidt na 6, do tretice dostavame 1 +5 + 5 = 11 casti.

H

n

KedZe v kazdom pripade vieme niektory z Gtvarov tvaru L rozdelit na 4, ¢im sa nam pocet L-iek zvysi o 3, tak sme
schopni dosiahnut kazdé ¢islo, ktoré je aspon 9.

1.6 Komba Muzstva Spravime

Zadanie. Ked'sa o pochode Mocnostnych Dosahovacov dozvedeli v Teérii Cisel, ihned sa zacali chystat na boj, ktory
ich cakd. Povolali svoje elitné jednotky, dvojky, trojky, stvorky, pétky, Sestky, ... Ked sa vsetci zaradili, nastal ¢as delit
ich do formdcii.

Nech m, n st kladné celé c¢isla. Dokdzte, Ze nasledujiice tvrdenia sii ekvivalentné:

7 vrs

o Ziadne prvocislo p < n nedeli islo m.

o Pre kazdé kladné celé ¢islo k < n je kombinacné Cislo” ("”,f 71) delitelné m.

Rie$enie. opravuju MiSo M. (michal.molnar@trojsten.sk) a Sebik (sebik.hajdu@trojsten.sk)

Na to, aby boli dve tvrdenia ekvivalentné, musi z jedného vyplyvat druhé a z druhého prvé. Ukazeme teda postupne
tieto dve implikacie.

Najprv predpokladajme, ze mame nejaké kladné celé ¢isla m, n, pricom ziadne prvocislo p < n nie je delitelom
¢isla m. Chceme ukazat nejaku vlastnost kombina¢ného ¢isla. ZvoIme teda k < n Iubovolne a pozrime sa na to,
ako bude dané kombinacné ¢islo vyzerat.

m+k-1\ (m+k-1)! (m+k-1)-(m+k-2)----(m+1)-m
( k )_(m—l)!~k!_ k-(k=1)---1

Vieme, ze kombinacné ¢islo je celé, takze menovatel sa vykrati s ¢itatefom. Nas zaujima, ¢i po tomto vykrateni
bude vysledok delitelny ¢islom m. Pozrime sa teda na prvocisla, ktoré sa vyskytuji v menovateli. Pre kazdé takéto
prvocislo g plati, Ze q < k, kedZe q je delitelom cisla mensieho alebo rovného k. Potom nutne g < #, a teda podla
predpokladu plati, Ze g nie je delitelom ¢isla m. KedZe je to prvocislo, z ¢isla m v Citateli sa ni¢ nevykrati a vysledna
hodnota bude skuto¢ne nasobkom m. Takze mame prvt implikdciu dokazand.

Pozrime sa teraz na druht implikaciu. Tu predpokladdme, Ze ¢isla m a n splnaju, Ze pre kazdé k < n je &islo
("”,f‘l) nasobkom m. Na zaklade tohto predpokladu by sme chceli dokazat nieco pre prvocisla, ktoré su mensie
alebo rovné n.

?Kombinacné &islo (Z) oznacuje pocet spdsobov, ktorymi je mozné z a veci vybrat nejakych b, pricom ndm nezalezi na poradi.
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. . > O V.7 . v /Ny -1Y\ . / V7 y .
Vezmime si teda fubovolné prvocislo p < n. Zjavne pren plati, Ze (Wlf ) je nasobok cisla m. RozpiSme si toto
kombinacné ¢islo rovnako ako vyssie.

(m+p—1): (m+p-1)-(m+p-2)----(m+1)-m
p p(p_l)l

KedZe je to nasobok m, po vydeleni tymto ¢islom musime opat dostat celé ¢islo. To bude mat tvar

(m+p-1)-(m+p=2)--(m+1)

KedZe sa vSetko musi vykratit a kedZe p je prvocislo, tak musi byt delitelom jedného z ¢isel v Citateli. Mozeme
oznacit, ze p je delitefom m + a, kde 1 < a < p — 1. Potom v8ak plati, Ze ¢islo m ma zvySok p — a po deleni p. Kedze
a # 0 ani a # p, tak ¢islo m nie je nasobkom p. Toto plati bez ohladu na volbu p, takze sme dokazali aj druhu
implikdciu.

1.7 Krviprelievanie, Mordovanie, Smutok

Zadanie. Doslo k najhorsiemu. Na bojisku sa strhla haravara a krviprelievaniu nebolo konca-kraja. Velmi rychlo
sa ukdzala taktickd prevaha Geometrov, ktori sa polahky zorientovali v spletitej situdcii a do madp si zakreslili vetky
stycné body trojuholnikového bojiska.

Majme trojuholnik CGN. Vnuitri neho lezi na osi uhla GCN bod L. Nech X, Y postupne oznacujii body leziace na
strandch CG a CN, ktoré spliiajii |< CNL| = |<XLG| a |<CGL| = |<YLN|. Dokdzte, Ze bod L je stred kruznice
vpisanej trojuholniku CGN prave vtedy, ked body L, X, Y leZia na priamke.

Riesenie. opravuju Bebe (alzbeta.klimentova@trojsten.sk) a Luka$ (lukas.gaborik@trojsten.sk)

Vyrok, ze body Y, X a Llezia na jednej priamke prave vtedy, ked bod L je stredom kruznice vpisanej do trojuholnika
CGN, je ekvivalencia. Preto, aby sme dokazali, Ze tento vyrok plati vzdy, musime dokdzat dve tvrdenia:

1. Akjebod L stredom kruznice vpisanej do trojuholnika CGN, potom body Y, X a L lezia na jednej priamke.
2. Akbody Y, X a L lezia na jednej priamke, potom bod L je stredom kruznice vpisanej do trojuholnika CGN.

Prva implikacia
Zo zadania vieme, Ze plati | < LNY| = | < GLX| = a a |[<XGL| = | < YLN| = . Predpokladajme, 7e bod L je stredom
kruznice vpisanej do trojuholnika CGN. Z toho vyplyva, Ze priamky GL a NL st postupne osami uhlov < XGN

a < GNY. Z toho dalej vyplyva, 7e | < XGL| = |< LGN| = fa|<GNL| = | < LNY| = a. Z trojuholnika NGL vieme, ze
|<NLG]| = 180° - a - B.

Aby body Y, X a L lezali na jednej priamke, musi platit, Ze uhol | < YLX]| = 180°.

Teraz sa vratme k tomu, ¢o chceme dokazat, teda

| < YLX| = |< YLN| + | < NLG| + |<GLX| = f + (180° — a — ) + o = 180°.
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@@ Riesenia 1. kola zimnej Casti

Tym sme dokazali, Ze ak je L stredom kruznice vpisanej do trojuholnika CGN, tak body Y, X a L lezia na jednej
priambke.

Druha implikacia
K tejto implikacii, kedZe je narocnejsia, si nacrtneme aj obrazok. Casto sa vSak stava, Ze ak si nakreslime obrazok,
ktory je pomerne presny, tak omylom pouzijeme veci, ktoré na nom nejak vyzeraju a este sme ich nedokazali (napr.

ze nieco je os uhla). Preto nie je na $kodu si kreslit obrazky, ktoré az tak reprezentativne nie si. Z tohto obrazka
urcite neusudime, ze NL je osou uhla CNG bez toho, aby sme to dokazali.

Chceme dokazat, ze ak body Y, X a L lezia na jednej priamke, potom bod L je stredom kruznice vpisanej do
trojuholnika CGN.

Ponechéme si oznacenia z prvej Casti, teda |< LNY| = | < GLX| = a a| < XGL| = |< YLN| = 8. Z trojuholnikov NLY
a LGX vieme povedat, Ze st podobné podla vety o podobnosti uu a plati

|<LXG| = |<LYN| = 180° —a— 8

Ak predpokladédme, Ze body Y, X a L lezia na jednej priamke, potom tiez plati, ze | < NLG| = 180° — a — 8.

Aby sme dokazali, ze bod L je stredom kruznice vpisanej do trojuholnika CGN, musime preukazat, ze priamky
GL a NL su osami uhlov <XGN a < GNY. Na to by ndm stacilo ukazat, ze | <XGL| = |<LGN| = S a |<GNL| =
| <LNY| = a. V tomto pripade by platilo, Ze trojuholniky NGL, LGX a NLY st podobné podla vety uu, stali ndm
teda ukazat podobnost tychto trojuholnikov.

Na to sa mdzeme skusit pozriet cez vetu sus. Spolo¢ny uhol uz méme, lebo |<NLG| = |<LXG| = |<LYN| =
180° — «a — f3, preto nam uz zostava len dokazat, Ze pomer stran je rovnaky, ¢ize

INL| |LX] |NY]

LGl x| ILy]”
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Vieme, ze | < LYC| = | < LXC| = 180° - (180° —a— 8) = a+ 3. Z toho vyplyva, ze trojuholnik CXY je rovhoramenny,
takze |XL| = [LY], lebo priamka CL je osou uhla < XCY v rovnoramennom trojuholniku.

Ako sme ukazali na zaciatku tejto implikacie, GXL a LNY su podobné, a preto plati
IXL| |NY]|
ILG| ~ |NL|’

¢o znamend, ze D = M tedq NH - Y]
> LGl XL LGl ~ Ly

Tym sme dokazali, Ze trojuholniky GLN a LNY su podobné, a preto plati, ze | < LGN| = |< YLN| = S a |<LNG| =
| <LNY| = a. Z toho vyplyva, Ze GL a NL st osami uhlov, a teda bod L je skuto¢ne stredom kruznice vpisanej do
trojuholnika CGN.

1.8 Kartezianova Mocna Siet

Zadanie. Bitka vyzerala pre Teériu Cisel beznddejne. Vtom prisli na pomoc bojovnici Al-Gebry na svojich formuldch.
Medzi nimi aj Kartezidn ozbrojeny svojou nekonecnou sietou, ktord pokryla celé bojisko a znehybnila Mocnostnych
Dosahovacov. Tym ich premenil na sériu praobycajnych rovnic. Aby sa podarilo bitku o osud celej matematiky zvratit,
staci tieto rovnice vyriesit.

Najdite vsetky redlne Cisla x, y, z, ktoré st rieSeniami suistavy rovnic
C+x—1=y,
y2 +y-1=z2
Z+z-1=x

Rie$enie. opravuju Stepi (martin.stepanek@trojsten.sk) a Ema (ema.cudaiova@trojsten.sk)

Z kazdej rovnice si mdzeme dat jednotku na druht stranu a potom upravit favu stranu, ¢im dosiahneme o nieco
krajsi tvar

x(x+1)=y+1,
y(y+1)=z+1,
zZ(z+1)=x+1.
Teraz mame na oboch stranach podobné vyrazy, tak by sme sa ich chceli nejak zbavit. Problém je, Ze rovnaké

premenné su v rdznych rovniciach. To vieme vyriesit dvoma spésobmi. Jednak tie rovnice vieme s¢itat. Po roz-
nasobeni a vykrateni dostaneme x? + y* + z2 = 3. Okrem toho ich vieme aj vynasobit, ¢im dostaneme

xwz(x+1)(y+1)(z+1) = (x+1)(y+1)(z+1).

Chceli by sme vykratit tie zatvorky, ale na to potrebujeme, aby boli nenulové. Predpokladajme teda, ze nejaka
zo zatvoriek je 0, bez ujmy na vSeobecnosti nech je to x + 1. Dosadenim x = —1 do pdvodnej sustavy dopocitame,
ze vtedy aj y = z = —1. V opac¢nom pripade (ked st vsetky zatvorky nenulové) dostavame xyz = 1.
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@@ Riesenia 1. kola zimnej Casti

Mame tu teraz nejaky sucet a sucin, ¢o by ndim mohlo pripomentt AG-nerovnost. Ta ale plati len pre nezaporné
¢isla, a x, y a z mozu byt aj zdporné. Nastastie v sicte mame ich $tvorce, ktoré nezaporné su, tak ich pridajme aj
do stcinu: ak xyz = 1, potom aj x?y*z* = 1.

AG-nerovnost nam hovori, Ze

Xryrz > /X222,
3
ale my chceme, aby obe strany boli rovné 1. Veta o AG-nerovnosti nam navyse hovori, Ze rovnost nastava prave
vtedy, ked su véetky tie ¢isla rovnaké, teda x2 = y2 = 22 = 1. Pripad, ked je x, y alebo z rovné —1 sme uz vyriesili,
takze ostdva len rieSenie x = y =z = 1.

Riesenie rozoberanim pripadov

Nevyhoda predoslého riesenia je, ze treba poznat AG-nerovnost a dost trikovo ju pouzit. Ak nam také nieco
nenapadne, vieme tlohu vyriesit aj priamociarejsie, aj ked také rieSenie bude o nieco dlhsie a bude treba viac
pocitat.

Nech f(x) = x? + x — 1, potom ststava je f(x) = y,f(y) = z,f(z) = x. Nech M je nejakd mnozina ¢isel, potom f( M)
budeme oznacovat jej obraz, teda mnozinu f(x) pre véetky x € M. Plati, Ze min f(x) = —5/4 a funkcia ho dosahuje
pre x = —1/2 (ide o vrchol paraboly, ktory sa nachddza uprostred rieseni f(x) = 0), takZe v§etky nezndme musia
byt aspon —5/4. Teraz rozoberieme, ¢o moze byt x.

Mozeme si vSimnut, ze ak x = 1, mame rieSenie x = y = z = 1, a ak x = —1, mame rieSenie x = y = z = —1. Dalej
dokdzeme, zZe iné rieSenie neexistuje.

Ak x > 1, potom f(x) > x, teda postupnym dosadenim do ststavy dostaneme x < y < z < x, o je spor.

Dalej sa pozrime na pripad —5/4 < x < 0. Viimnime si, Ze f([-5/4,-1]) je podmnozinou [-1,0] a A[-1,0]) =
[—-5/4, —1] (tie zétvorky znamenaji uzavreté intervaly). Ak teda x zvolime vjednom z tychto intervalov, dosadenim
do sustavy zistime, Ze musi byt zaroven v tom druhom. Navyse, tieto dva intervaly maju jediny spolo¢ny bod, a to
—1. Jedind moznost je teda x = —1, ¢o ndam dd rieSeniex =y =z = —1.

Dalej mo6zeme predpokladat, e ani y,z ¢ [—5/4, 0], inak by sme totiz dostali to isté ¢o v pripade x, ibaze hodnoty
neznamych by boli cyklicky posunuté.

Ostava este pripad 0 < x < 1, kedy plati f(x) < x. KedZe predpokladdme, ze y ¢ [-5/4,0], tak aj y € (0,1). Takto
dalej dostaneme, Ze x > y > z > x, o je spor. Ziadne dalsie riedenia teda neexistuju.
Riesenie derivovanim

Nakoniec tu mame riesenie, ktoré je sice najkratsie, ale vyzaduje najviac pocitania, takze ho asi nechcete robit
rucne, ale pouzit nejaky program ako napriklad WolframAlpha. Podotykame vsak, ze v KMS za rieSenia s vyuzitim
vypoctovej techniky obvykle nedavame vela bodov.

Dosadme prvu rovnicu do druhej a to do tretej. Po uprave dostaneme
((P+x-1) +x+x-1-1) + (P +x-1) +x*+x-1-1-1-x=0,

(x=1)(x+1)(x°+4x° +5x* +2x° + 1) = 0.
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Mame teda korene +1 (ktoré vedud k rieSeniam x = y = z = +1), a dalej chceme dokazat, Ze ten polyndm 6-teho
stupna v zatvorke (ozna¢me ho P) nema Ziadne redlne korene. P ma kladny veduci koeficient, teda v £oo ma
hodnotu +oo, takze aby mal koren, musi mat minimum < 0. Polynémy ale maju vo vsetkych lokalnych minimach
nulovu derivaciu. Derivécia P je 2x2(x + 1)(3x? + 7x + 3), ¢oho korene uz vieme jednoducho néjst a overit, Ze
vSetky lokalne minimd P st kladné, teda P nema korene a ziadne dalsie rieSenia neexistuju.

1.9 Konferencia Mierova Sudi

Zadanie. ,Ticho, ticho v sudnej sieni. VidZeni zdstupcovia Al-Gebry, Kombistanu, Matematickej ludovo-demok-
ratickej Analyzy a moji krajania z krdlovstva Teérie Cisel. Krajina Geometrie na Cele s hlavnou spravkysiou Pytou
Gorovou sa dopustila zlocinu proti matematike. Podla paragrafu m zdkona o spolunazZivani matematickych Struktir
a pozmenujucich navrhov schvilenych pocas Zermelovych reforiem, dalej podla zdkona ...*

V kruhu okolo stola sedi n > 2 velvyslancov. Ti na zaciatku nespia, ale kazdy sa pozerd na nejakého jedného iného
velvyslanca. Obcas sa nejaky (naraz najviac 1) velvyslanec, ktory nespi, postavi, vyhldsi ,Mna uz to nebavi!l“ a od-
ide. Vietci velvyslanci, ktori sa na neho pozerali, ndsledne zavrii o¢i a zaspia. Tento proces sa opakuje, kym vsetci
velvyslanci bud neodisli, alebo nezaspali. Velvyslanec, ktory na konci spi, sa nazyva unudeny.

1. 'V zdvislosti od n urcte najvicsie k také, Ze bez ohladu na to, na koho sa pozerajii jednotlivi velvyslanci, existuje
postupnost odchddzania velvyslancov takd, Ze na konci bude unudenych aspori k z nich.

2. V zavislosti od n urcte najmentsie l také, Ze bez ohladu na to, na koho sa pozerajii jednotlivi velvyslanci, existuje
postupnost odchddzania velvyslancov takd, Ze na konci bude unudenych najviac | z nich.

3. Dokdzte, Ze pre kazdé konkrétne rozostavenie velvyslancov (kde zohladriujeme, na koho sa pozerajii) je najvicsi
a najmensi mozny pocet unudenych velvyslancov dokopy najviac n.

Riesenie. opravuje Soso (jakub.sosovicka@trojsten.sk)

Uvazujme orientovany graf, kde velvyslanci budud vrcholy a hrana u, v existuje prave vtedy, ked sa prislusny vel-
vyslanec u pozera na velvyslanca v. Vyberme Iubovolny vrchol vy. Ten je v nejakom komponente suvislosti grafu.
Postivajme sa dopredu z vy v smere hran. Postupne budeme navstevovat vrcholy, a kedZe ich je konec¢ne vela, tak
narazime na vrchol, ktory sme uz navstivili. Preto mame v komponente cyklus. Zaroven si mdézeme vSimnut,
ze viac cyklov v komponente mat nemozeme, kedZe z cyklu nevedie hrana von, teda by neexistovala cesta me-
dzi tymito cyklami. Rovnako nemdzeme mat 2 cykly zdielajice vrchol, kedZze z kazdého vrchola vedie iba jedna
hrana. Preto mame v komponente prave jeden cyklus, teda ked odoberieme z neho hranu, dostaneme strom. Inak
povedané, kazdy komponent grafu obsahuje cyklus a kazdy vrchol cyklu je koreniom stromu, ktory sa ,,napdja na
cyklus® (moze byt aj velkosti 1).

Zac¢nime podulohou 2. V kazdom komponente moZeme zo ,,stromovych Casti“ zacat odoberat vrcholy od listov
(velvyslanci, na ktorych sa nikto nepozera za¢nu odchadzat). Takto odoberieme vsetky stromy bez toho, aby
nejaky vrchol zaspal. Ostal ndm cyklus v;v,...vk, kde hrany st {v;, i1 }, {vk, v1 }. Z neho mdzeme odobrat vrcholy
postupne vy, Vs, ...V, pricom zaspi iba vrchol v,. Teda pre kazdy komponent vieme dosiahnut, aby zaspal prave
jeden vrchol. Menej unudenych vrcholov mat nemdzeme, kedze v komponente je cyklus a ak odoberieme vrchol
z cyklu (¢o musime, lebo vrcholy z cyklu sa pozeraju do cyklu), tak jeden vrchol zaspi. Teda minimum unudenych
vrcholov je pocet komponentov, ¢o je najviac [gJ Tento pocet splita konstrukcia, kde mame samé dvojcykly
pripadne jeden trojcklus, ak je n neparne.
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Pokrac¢ujme 3. podulohou. V kazdom komponente velkosti k moézZeme mat vzdy najmenej 1 unudeny vrchol
a najviac k — 1 unudenych vrcholov, kedZe aspon jeden vrchol musime odstranit. Teda za kazdy komponent je
tento sucet najviac k. S¢itanim cez vSetky komponenty dostavame pozadované tvrdenie.

Na 1. podulohu je odpoved [g] Pre konstrukciu zvolme samé trojcykly, pripadne jeden 4-cyklus alebo 5-cyklus
podla zvysku n po deleni tromi. Z kazdého trojcyklu moze byt najviac 1 vrchol unudeny a z 4-cyklu, resp. 5-cyklu
najviac 2, kedze unudenych vrcholov musi byt najviac tolko ako odidenych, pokial sa na kazdy vrchol pozera 1
vrchol. Tym dostaneme [g] unudenych vrcholov. Staci ukazat, ze [%] unudenych vrcholov vzdy vieme mat.

Predpokladajme sporom, Ze by to tak nebolo pre nejaky graf s nasimi vlastnostami (teda pre taky graf, kde z kaz-
dého vrcholu vedie prave jedna hrana). Vyberme najmensi taky graf (poctom vrcholov), pre ktory to neplati.
Predpokladajme, Ze v nejakom komponente existuje list / (nevedie do neho hrana), ktorého nasledovnik nie je
v cykle. Potom odstranme nasledovnika. Vsetky vrcholy, z ktorych viedla hrana do nasledovnika vratane  zaspia.
Dostavame znovu graf s nasimi vlastnostami, pricom sme odobrali k vrcholov a z toho k — 1 vrcholov zaspalo. To
je viac ako tretina a z minimality grafu vieme odstranovat vrcholy, aby aspon tretina zvy$nych zaspala. Dokopy
teda mame viac ako tretinu unudenych, ¢o je spor. Preto taky list neexistuje, teda vsetky vrcholy maju vzdialenost
od cyklu najviac 1.

Nech mé komponent k vrcholov. Ozna¢me f(v) pocet hran veducich do vrcholu v. Vrcholy mimo cyklu maju
f(v) = 0 a saclet véetkych f(v) je k (pocet hrén, teda aj pocet vrcholov). Pokial je poéet vrcholov v cykle parny,
vyberme vrcholy na parnych miestach alebo na neparnych miestach, ktoré maju vacsi sacet f(v). Ich sacet f(v)
je zaroven pocet unudenych vrcholov, ktory je preto aspon polovica. To je aspon tretina, ¢o sme chceli dokazat.
Pokial je cyklus nepdrny, tak vyberme vrchol u z cyklu s najmen$im f(u). Zostane ndm pérny pocet vrcholov
na cykle a z nich opit vyberme vrcholy na parnych alebo neparnych miestach s va¢$im sicétom f(v). Pokial ma
cyklus ¢ vrcholov, pocet unudenych vrcholov bude aspott Stk > £, kedze priemernd hodnota f(v) na cykle je £,
vyberieme 5* vrcholov a ¢ > 3. Dokopy ich preto bude tiez aspoii %, ¢o bolo treba dokazat.

Iné riesenie (trochu trikové)

Prevedme si ulohu na graf ako v prvom rieSeni. Uz vieme, Ze ak odoberieme v komponente hranu z cyklu, do-
staneme strom. Ignorujme na chvilu takato hranu h. Nech ma dany komponent k vrcholov. Vrchol v, z ktorého
vychdadzala h je teraz koreniom stromu. Ofarbime strom bipartitne dvomi farbami - parne vrstvy namodro (tie,
obsahujtce v) a neparne vrstvy nacerveno. Pokial odoberieme celd modri mnozinu vrcholov, pricom najprv
odoberieme vrchol v (aby ndhodou nezaspal pri odoberani iného vrchola), zaspia vSetky cervené vrcholy. Pokial
odstranime celtl cervent mnozinu, zaspia vsetky modré vrcholy okrem v a mozno aj vrchol v (ak h i$la do cerve-
ného vrcholu). Dokopy zaspi aspon k — 1 vrcholov a najviac k. Pri jednej moznosti odobrania mame preto aspon
21 unudenych vrcholov a pri druhej najviac & unudenych vrcholov.

Teraz lahko vyriesime 1. aj 2. podalohu. Pokial k = 2, tak z daného komponentu vieme vynutit 1 unudeny vrchol.
Pre k > 3 plati % > §, teda vieme vynutit aspon tretinu unudenych vrcholov z kazdého komponentu. Preto vieme
vynutit aspon tretinu unudenych vrcholov aj v celom grafe. Preto je odpoved na 1. podulohu [g] (konstrukcia je
rovnaka ako v prvom rieseni).

Z kazdého komponentu vieme vynutit aspon polovicu neunudenych vrcholov, teda aj v celom grafe. Odpoved na
2. podulohu je teda [g] (konstrukcia je opét rovnaka).

Pre tretiu tlohu uvazujme najvi¢siu moznt mnozinu unudenych vrcholov. Nech je ich u. Tieto vrcholy sa na seba
zrejme nepozeraju. Preto ich mézeme postupne odobrat. Zvysia nam ostatné vrcholy, z ktorych odoberame Iubo-
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volne. Poc¢et unudenych vrcholov je potom najviac n — u, kedze aspon u bolo odobratych. Najmensi mozny pocet
unudenych vrcholov preto nemoze byt viac ako n — u. Preto sucet najmensieho a najvacsieho poc¢tu unudenych
vrcholov je najviac 1, ¢o bolo treba dokazat.

1.10 Komanda Mriezku Strazia

Zadanie. Sid sudil spravodlivo a usudil, Ze odsidit Geometrov na osud vazalov je sudne. Hrdinni Al-Gebraici budu
spravovat ich zem po mnoho rokov. A tak vlada Al-Gebry vyslala svojich vojakov, aby strazili mier na tomto vizemi.

Uzemie krajiny Geometrie si vieme predstavit ako tabulku p x p, kde p > 5 je prvocislo. DokdZte, Ze pocet spdsobov,
ako mozno rozmiestnit p nerozlisitelnych vojakov do tejto tabulky tak, aby bol na kazdom policku najviac jeden vojak
a zdroveri neboli vietci vojaci v jednom riadku (v jednom stlpci viak byt mozu), je delitelny p®.

Riesenie. opravuje Michal Stanik (michal.stanik@trojsten.sk)

Zacnime tym, Ze si spocitame pocet sposobov, ako mozno rozmiestnit p vojakov do zadanej tabulky. Ak uz riesite
ulohu 10, malo by to byt jednoduché cvi¢enie z kombinatoriky. Mdme p? poli¢ok, z nich chceme vybrat p, vojaci
st nerozlisitelni, takZe na poradi nezalezi. Pocet moznosti teda vieme vyjadrit kombina¢nym cislom (P 2). Od
toho ale este musime odpocitat moznosti, ktoré zadanie vylucuje - ked st vsetci vojaci v jednom riadku. Takych
moznosti je p, pretoze mame p riadkov a ak st v nejakom riadku vsetci vojaci, mdze to byt iba jednym sposobom
— zaberaju vietky policka. Chceme teda dokazat, ze
2
0)-r
p

Postupne budeme tento vyraz upravovat, zjednodusovat a vynimat z neho p, az dokym nebudeme mat pat p-cok
(v sucine), ktoré sme z neho vynali alebo ktoré ho delia. Podme na to! Za¢nime rozpisanim kombinacného ¢isla
podla definicie ako

5

p

Py __p@-1-@-p+1) (@ -1--@*-p+1)
(p) b= p! P ( (p-1)(p-2)-1 1)'

Prvé p sme vynali, chceme teda este najst Styri p-cka v prvociselnom rozklade velkej zatvorky. Ta mozeme vyna-
sobit (p — 1)!, pretoze toto ¢islo je nesudelitelné s prvoéislom p, a teda chceme, aby p* delilo vyraz

P -D)@E*-2)-@*-(p-1)-(p-1).

Predstavme si, Ze za¢neme roznasobovat tie zatvorky v ¢lene nalavo od minus. Z kazdej vyberieme p? alebo malé
¢islo (mensie ako p) s minusom. Ak vyberieme aspon dvakrét ¢len p?, dostaneme nieco delitelné p*, ¢o nas pri
urcovani delitelnosti p* nezaujima. Zaujimaju nas teda ¢leny, kedy vyberieme prave jedno p? (a zo vsetkych zat-
voriek vyberieme malé &islo) alebo ziadne p?. Ziadne p? sa dé iba jednym spésobom, kedy dostaneme (p — 1)!
(minusov je parny pocet), ¢o sa nas¢ita na nulu s —(p — 1)!, ktory uz vo vyraze mame.

Aké ¢leny dostaneme s vybranim prave jedného p?? Zo vsetkych ostatnych zatvoriek vyberieme malé ¢islo, mame
tak sucin vSetkych ¢isel od -1 do —(p — 1), kde jedno ¢islo chyba (to zo zétvorky, z ktorej sme vyberali p?). To
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vieme zapisat ako =1 — ,akz]e to chybajuce ¢islo. Dostali sme
- 1)! -1)! - 1)!
2= e oD
T TG

Z Eulerovej vety vieme, Ze ak ¢(n) je pocet ¢isel mensich alebo rovnych n nesudelitelnych s #, tak pre vetky a
nesudelitelné s n plati

a®™ =1 (mod n),
a-a®™1=1 (mod n).

Dalej plati ¢(p?) = p* - p, takZe inverzné prvky (ktoré sa vynasobia s ¢islom na jednotku) dostaneme umocnenim
nap’—-p-1L
Spat k naSmu vyrazu: vynali sme dal$ie dve p-¢ka, takze uz iba chceme, aby p? delilo vyraz

-t -1 . -V
1 2 p-1

=(p- 1)!(1p2_p_1 +o+(p- l)pz_p_l) (mod p?).

Je jedno, Ze sme to prenasobili minus jednotkou, delitelnost to nezmeni.

Cinitel (p — 1)! je nestdelitelny s p? a je v sti&ine so zvyskom vyrazu, mézeme ho teda dat pre¢, nemé vplyv na
delitelnost p2. Cleny v zatvorke popéarujeme (¢len a” ! s ¢lenom (p — a)?»~!') a pomocou binomickej vety
(umocnovanie saétu) mame
-1

ET:(“F Py (p- a)p—p 1)

=1

'h
3

(@4 p? () +p(pP-p -1 P2 - P =

ISy

ISy
I

i

—1

=3

p(p ~p-1)a" 7?2 (mod p?).

agl

Clen p(...) reprezentuje nejaké ¢leny suctu, kde je p v aspon druhej mocnine, a teda st vietky delitelné p2, &ize
nds nezaujimaju.
Vyborne, mame dalsie vynaté p. Ostava ukazat, ze

-1

Pl (P -p-1) Y,
a=1

i
|

>

NN
N
L

)
Il
—

pretoze p a p* — p — 1 st nesudelitelné a @’ * = (a?1)? = 1 = 1 (mod p).
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Cleny v stéte st vietky rozne modulo p, pretoze ak by sa dva rovnali, tak

a?=b? (modp),
b*=a* (mod p),
0=za*-b*=(a-b)(a+b) (modp).

z ¢oho na intervale od 1 do 1%1 nutne plati a = b.

Uvedomme si, Ze v sucte je kazdy kvadraticky zvy$ok® prave raz. Navyse vieme, ze a® = (—a)?, takze sucet vSetkych
kvadratickych zvyskov, kazdého prave raz, dostaneme aj s¢itanim a* od 1 do 1%1. Nas sucet minus druhych mocnin
je teda v skuto¢nosti stcet druhych mocnin od 1 do n = £, O fiom vieme, Ze je to tn(n+1)(2n+1). Kedze
p > 5, Sestina nds nezaujima (je nesudelitelnd s p) a (2n + 1) = p je delitelné p, ¢im je ddkaz hotovy.

Na zaver: krokov je sice vela, ale Gpravy st ekvivalentné v zmysle, ze vSetky vyrazy cestou musia byt delitelné tym,
¢im chceme, ak md dokazované tvrdenie platit. Preto ak sa zniZuje mocnina p a zjednodus$uju sa nam vyrazy,
nevieme sa dostat uplne do slepej ulicky (mozno sa dostaneme k nieComu, ¢o je tazsie dokazat, ale aspon mame
stale platné tvrdenie, tak by sme ho mohli byt schopni dokazat).

3¢islo vyjadritelné ako a* (mod p) pre nejaké a
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