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RieSenia 2. kola zimnej Casti

2.1 Kosi Muci Skalpelom (x < 0)

Zadanie. Doktor K6si mal Coraz Castejsie problém stistredit sa na svoju prdacu. Dévodom bol In Te, kralov vezir, ktory
sa pozyval k nemu do laboratéria.

,Potrebujem uz len pdr dni a vietko bude pripravené.*

»Nemds ,par dni". Krdl ocakdva svoju novu armddu...”

Je to nematematické, spravit z vazalov poddajnych otrokov...*

» Iy sa nezaoberaj tym, ¢o matematické je a co nie. To nie je Tvoja prdca. Ked sa Ti tiloha nepozddva, zavolaj si na
pomoc pdna Svarca.”

Pri tomto mene doktora zamrazilo. Ako mohol vezir vediet o jeho alteregu? In Te odisiel a nechal Késiho osamote.
Ten upriamil pozornost spit na svoju prdcu.

Doktor Kési pozrel na svoj skalpel a zarezal nim do Trojuholnika ADB. Trojuholnik ADB mal tuhy korienok. Jeho
strana AD bola dlhd 12 cm. Avsak ani to trojuholniku nepomohlo. Kési nim viedol dva rezy ako na obrdzku, ¢im
ho rozdelil na trojicu Trojuholnikov. Trojuholniky ACB a ECD boli pravouhlé, rovnoramenné a obsah Trojuholnika
EDB bol 9 cm?. Aky bol obsah trojuholnika ABD?

Riesenie. opravuje Matka (martina.ganova@trojsten.sk)
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A 12-x C X D

Zo zadania vieme, Ze trojuholnik ACB je rovnoramenny a ma pravy uhol pri bode C. Jeho ramenami su strany AC
a CB, ateda |AC| = |CB|. Zéroven aj trojuholnik ECD je rovnoramenny a ma pravy uhol pribode C. Jeho ramenami
su strany CD a EC, ¢ize |CD| = |EC]|. Strana AD ma dlzku 12 cm a |AD| = |AC|+|CD|. DIzku CD si mbzeme oznacit
x a dlzka AC bude tym padom |AC| = 12 — x. Dlzka BE je |BE| = |BC| - |[EC| = 12 —x — x = 12 - 2x.

Zo zadania tiez vieme, Ze trojuholnik EBD ma obsah 9. Jeho obsah vieme vypocitat, pretoze pozndme dlzku jeho
podstavy BE a vysky CD. Zo vzorca na obsah trojuholnika dostaneme

|BE| - |CD|

9,
2
12 - 2x) -
(12-29)-x
2
12x — 2x* = 18,

—2x* +12x—-18 =0,
X —6x+9=0,
(x-3)*=0.

Jedinym rieSenim tejto rovnice je x = 3. Dlzka AC je potom |AC| = 12 - 3 = 9. KedZe AC a CB maja rovnaku
dizku, vieme, ze |CB| = 9.
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Teraz uz vieme zistit obsah trojuholnika ADB, ked%e pozname dlzku jeho podstavy AD a vysky CB na fu.

|AD|-|CB|
Saapp= ———,»

12-9
SaapB = T,
Saapp = 54.

Trojuholnik ADB ma obsah 54 cm?.

2.2 Kreslime Mnoziny Skvostné (x < 0)

Zadanie. Grafik Peter Senov bol medzitym na svojej pravidelnej navsteve u kolegu z Geometrie. Aj ked'krajina sa pod
vladou Al-Gebry zmenila, na rozhovore dvoch umelcov to nebolo badat. Petrov priatel Feuer Sebastian mal ako vZdy
velmi podnetné otdzky.

,Pozri, Peter, je vSeobecne zndme, Ze ked mds v rovine rozsypanii mnoZinu ¢isel {1,2,...,30}, tak jej podmnoZina je
peknd, ak sa v nej nenachddza Ziadne Cislo zdroveri s jeho trojndsobkom. V com je vsak ozajstné umenie, je vediet
ndjst najvacsiu peknii podmnoZinu. Kolko najviac prvkov mozZe mat peknd podmnozina? Kolko réznych peknych
podmnozin s tymto poctom prvkov existuje?*

Riesenie. opravuju David (david.belobrad@trojsten.sk) a Adri (adrianka.janackova@trojsten.sk)

Na zaciatok rozdelime nasu mnozinu {1,...,30} na disjunktné (navzdjom rozne) podmnoziny tak, aby kazdd
podmnozina obsahovala rastiicu postupnost takd, ze kazdy jej ¢len je 3-nasobkom predchddzajtuceho, teda

{1-3-59-27},{2>6—18},{4 > 12},{5 > 15},{7 - 21}, {8 — 24},{10 - 30}, (2.1)
{11},{13},{14},{16},{17},{19}, {20}, {22},{23},{25},{26}, {28}, {29}. (2.2)

Vsimnime si, ze ak do peknej podmnoziny pridame nejaky ¢len, ktory je v naSom rozdeleni na podmnoziny
v mnozine samostatne, nezabrdni ndm to pridat lubovolné iné ¢islo z mnoziny {1,...,30}. Teda nakolko mdme
za ciel dostat do peknej podmnoziny ¢o najviac ¢isel, takéto ¢isla tam budu patrit vsetky.

Pozrime sa dalej na podmnoziny z nasho rozdelenia, ktoré st po dvojiciach. Ak vyberieme jedno z nich do pekne;j
podmnoziny, druhé tam pri dodrzani podmienok zadania byt nesmie. Teda do najvacsej peknej podmnoziny patri
prave jedno z nich.

Ak zoberieme 3-prvkovi podmnozinu, tak v pripade, Ze by sme do peknej podmnoziny vybrali stredné z ¢isel, za-
branili by sme zvy$nym dvom ¢islam, aby boli v peknej podmnozine. Ak v§ak vyberieme krajné dve, tento problém
nenastane a mozeme ich tam pridat dve namiesto jedného, ¢o je optimalne, nakolko chceme maximalizovat ich
pocet.

V pripade 4-prvkovej mnoziny, ak vyberieme lavé krajné islo, nemdzeme vybrat druhé zlava, ale tretie alebo
$tvrté uz ano, avsak najviac jedno z nich, nakolko pridanie dalsieho vedie ku poruseniu pravidla o trojndsobkoch
zo zadania. Rovnaka uvaha ide pouzit aj na ostatné pozicie ako pociatok nasich uvah a teda z takejto podmnoziny
do peknej podmnoziny vieme vybrat najviac 2 ¢isla. A teda tak aj spravime.
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Vidsie podmnoziny nasho delenia na podmnoziny uz nemame a teda vieme usudit, Ze najvicsia peknd podmno-
zina musi mat nutne 13-1+5-1+1-2+1-2 =22 prvkov.

Podme sa este pozriet na to, kolko je takychto podmnozin. Ak je ¢islo v naSom deleni osamostatnené, tak v tejto
mnozine nutne bude. Ak su po dvojiciach, vzdy tam bude prave jedno z nich (teda sa tieto pekné podmnoziny
delia na dve vetvy). Ak su po trojiciach, existuje prave jeden vhodny vyber do peknej podmnoziny. V pripade, ze
st v podmnozine nasho delenia 4 ¢isla, st prave 3 moznosti, ako vybrat prvky do peknej podmnoziny (konkrétne
1.+ 3., 1. + 4. a 2. + 4.). Nakolko su tieto vybery na sebe navzajom nezavislé, pocet peknych podmnozin sa da
spocitat ako sicin poétu vyberov z nasho rozdelenia mnoziny na podmnoziny a to ako 2° - 3 = 96.

2.3 Kvoty Musime Splnit (x < 1)

Zadanie. Petrovi pripadal jeho priatel mimoriadne ustarany, a tak mu nedalo, aby sa nespytal aj na jeho rodinu.
Feuer Sebastian si povzdychol a odpovedal:

, Vies, my Bachovci sme boli vcelku zndmy rod, a tak sa nds nové opatrenia dotkli o to viac. Moje deti boli pridelené
do tovdrne na epsilony, ja celé dni driem na nekonecnom poli. Skoro sa ani nevidame, domov nds nepustia, kym
nesplnime kvoty.

No a tie kvéty sii strasné, kazdy dent musia moje deti vyprodukovat aspori n = p'q* epsilonov, kde p, q sii navzdjom
rozne prvocisla a r, s su nezdporné celé ¢isla. Vies si predstavit, kolko potom existuje delitelov Cisla n* neprevysujiicich
n a zdroven nedeliacich n? Ja nie, ale rad by som to vedel.” Zistite to pre Sebastiana.

Riesenie. opravuje Vilco (viliam.geffert@trojsten.sk)

Zo zadania vieme, Ze p, q st vzdjomne rozne prvoéisla a ze r,s € Z*. Cislo n je podla zadania definované ako n =
p'q’, tedan? = (p'q*)? = p¥q*. Kedze chceme zistit pocet delitelov n? neprevysujicich a zéroven nedeliacich #,
podme sa pozriet na pocty delitelov ¢isel n* a n.

Ako zistime pocet delitelov nejakého ¢isla? Nech ¢islo a ma prvociselny rozklad pi" pi---p™, kde p1,pa, ... pi
st vzajomne rozne prvocisla. Na to, aby bolo nejaké ¢islo d delitelom ¢isla a, musi platit, Ze prvociselny rozklad
¢isla d je nejaka cast prvociselného rozkladu ¢isla a. Musi teda obsahovat rovnaké prvocisla py, ps, ..., px ako pr-
vociselny rozklad ¢isla a, no tieto prvocisla moézu mat iné exponenty, ktoré ale nemdzu byt vacsie ako exponenty
v prvociselnom rozklade a. Teda ked chceme vytvorit delitela ¢isla a, tak pri kazdom prvocisle p z prvocisel-
ného rozkladu vyberdme exponenty z mnoziny {0, 1, ...,m}, ktorych je m + 1. Pocet delitelov ¢isla a teda bude
(my+1)(my +1)---(my + 1).

Kolko delitelov teda ma n? A kolko n?? S pouzitim vyssie ukdzaného vzorceka vieme zistit, ze n mé (r+1)(s+1) =
rs+r+ s+ 1 delitelov, zatial ¢o n> mé (2r + 1)(2s + 1) = 4rs + 2r + 2s + 1 delitelov. Nech d € Z* je nejaky delitel
n?, ktory neprevysuje n. Potom vieme, Ze podiel "72 urcite nie je mensi ako #, teda "72 > n. Kazdy delitel n?, ktory
je mensi alebo rovny ako 7, ma svoj ,,opak®, teda delitela vacsieho alebo rovného n. Polovica delitelov n? bude
mensia alebo rovna #, ¢o je 2rs + r + s + 1 delitelov (n?> ma n ako ,zdvojeného delitela“). Taktiez vSak vieme, Ze
kazdy delitel # je aj delitelom #? a zdroven ziaden z delitelov ¢isla # ho ur¢ite neprevysuje. Pocet delitelov ¢isla 2,
ktoré neprevysuju ¢islo 7 a ani nie sd jeho delitelmi, je teda (2rs+r+s+1) — (rs+r+s+1) =7rs.
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2.4 Kruznice Muzstvo Skonvertuji («x < 2)

Zadanie. Kym sa Peter Senov vracal znepokojeny domov, aby zvestoval novinky o diani v krajine Geometrie, v Al-
-Gebre cakal kral Karddno Abel Gauss Horner na predvedenie novej armddy. Ukdzky sa ujal In Te, ktory od doktora
Késiho odpozoroval pouzivanie novej zbrane - kruznicovej inverzie. 1ad umoziovala pomocou jednoduchého zaria-
denia zinvertovat lubovolného obyvatela Geometrie, ¢im drZitel zariadenia ziskal viplnii moc nad svojim cielom.

Testované zariadenie vyzeralo ako kruZnica k so stredom v bode A, cez ktory prechddzala kruznica | so stredom Y.
Priesecniky tychto kruznic boli oznacené ako B a C, pricom platilo, Ze bod Y lezal na tisecke BC. Na polpriamke
opacnej k AY bol urceny zlovestny bod X taky, ze |AX| = 2|AY].

1. Dokazte, ze bod X lezal vonku z kruZnice k.

2. Z bodu X vychddzali dotycnice ku kruznici k. Body dotyku boli oznacené D, T, pricom T sa nachddzalo v rov-
nakej polrovine danej priamkou AY ako bod B. Nakoniec dokdzte, Ze CBTD je stvorec.

Riesenie. opravuju Filip (filip.kotoc@trojsten.sk) a Baska (barbora.novosadova@trojsten.sk)

Na tplnom zaciatku je dobré si predstavit, ako bude situdcia vyzerat na obrazku. Pokial ma bod Y lezat na tisecke
BC, a zaroven body B, Clezia na kruznici /, ktorej je bod Y stredom, potom musi platit, ze bod Y je stredom tsecky,
pretoze vzdialenost Y od Ba Y od C je polomer kruznice I (nazvime ho a).

Zo zadania vieme, Ze cez bod A prechddza kruznica [, inymi slovami bod A lezi na kruznici [. Zaroven vieme, Ze
body B, C lezia aj na kruznici k, ktorej stredom je bod A, takze bod A je od oboch bodov rovnako vzdialeny. Bod
A teda lezi na osi usecky BC a zaroven kruznici I. Mame teda celkovo 2 moznosti, kam ho umiestnit.

A
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Bez ujmy na vieobecnosti uvazujme bod A, ako na$ bod A. Vieme, Ze vzdialenost bodu A od bodu Y je g, pretoze
bod A lezi na kruznici I. Zaroven vieme, ze uhly AYB a AYC su pravé, kedze bod A lezi na osi use¢ky BC. Tym
padom vieme dorétat dl7ku strany AB cez Pytagorovu vetu ako

[AY]® + |BY[* = |ABJ’,

Va2 +a? = aV2.

Podobne si vieme doratat aj dizku strany AC. O tychto stranach zroven vieme, Ze si polomerom kruznice k.

Vieme, e bod X je vzdialeny od bodu A dvojnéasobok |AY]| = a, teda X je od A vzdialeny 2a. Polomer kruznice k
je a\/2, ¢o je menej ako 2a, teda bod X sa nachadza mimo kruznice k. Tym sme dokazali Cast 1.

Teraz zostrojme doty¢nicu ku kruznici k z bodu X cez dotykovy bod T. Zaroven vedme k tomuto bodu tsecku
z bodu A. Ked?e bod T lezi na kruZnici k, tak jeho vzdialenost od bodu A je polomer kruznice k, teda a/2.
Navyse vieme, ze vzdialenost bodov X, A je 2a a v bode T sa nachadza pravy uhol, pretoze tam mame doty¢nicu.
Z Pytagorovej vety teda opit vieme doratat dizku strany XT.

IXTP = |XAP - |ATP,

IXT]| = \/ (2a)* - (av2)" = Vaa2 24 = V2 = aV/2.
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Analogicky uréime, Ze |XD| = av/2.

Vidime, Ze $tvoruholnik ATXD je §tvorec, pretoze vsetky jeho strany su rovnaké a ma 2 pravé uhly (premyslite si,
ze potom musi mat aj zvy$né dva). Teda vieme, ze jeho uhlopriecky s rovnako dlhé, pretinaju sa v strede a st na

seba kolmé. Z toho vieme, Ze dlzka usecky TD je 2a, zaroven vieme, Ze je rovnobezna s useckou BC, pretoze obe
st kolmé na AY.

Nazvime si teraz priese¢nik uhloprie¢ok AX a TD ako bod P.

k

Vidime, ze bod P je od bodu Y vzdialeny 2a, oba body Y aj P sti postupne stredy stran CB a TD a zaroven st obe
tieto strany kolmé na PY. Z toho vidno, Ze usecky BT, CD st obe rovnobezné s PY, zaroven z toho vidno, Ze aj
body B, T st od seba vzdialené 24, ako aj body C, D.

\/5 a \/E

a2 av2

Mozeme vidiet, ze vSetky strany $tvoruholnika CBTD su rovnako dlhé a zaroven vieme, Ze jeho strany su rovno-
bezné, z toho vidime, ze CBTD je rovnobeznik. Jediny rovnobeznik s rovnakymi dlzkami stran, ktorému vieme
opisat kruznicu je $tvorec. Co Bolo Treba Dokazat.

2.5 Kratke Medzinarodné Stretnutie (x < 6)

Zadanie. Kombistanci boli Sokovani a znechuteni rozpravanim Petra Senova. Rozhodli sa teda vyslat delegdciu
za krdlom Karddnom Abelom Gaussom Hornerom, aby mu zvestovala ich obavy. V tronnej sdle Al-Gebry vsak
Cakalo dalsie neprijemné prekvapenie. Pocas rozprdavania delegdcie si kral nieco Sepkal so svojim vezirom. Nakoniec
rozprdavanie ukoncil nestivisiacou otdzkou.
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»Existuju také redlne cisla x, y, z, Ze

1 . 1 N 1 )
(x-p)x+y)  (-2)0+2) (z-x)(z+x)

«

Riesenie. opravuju Mati (matus.zelko@trojsten.sk) a Sebik (sebik.hajdu@trojsten.sk)

Na zaciatok si uvedomme, ze x # y a x # —y. Podobne pre ostatné dvojice, inak by vyraz v menovateli nebol
definovany. Dobre, roznasobme zatvorky v menovateloch a upravme na spolo¢ny menovatel. Dostavame

0’ -2)(Z =)+ (Z-y)(Z -x) + (¥ =) (* - 2)

(-2 (2 - 2)(Z-) = 0.

Teraz mozeme rovnicu vynasobit nenulovym menovatelom a dostavame tvar
(0 =2)(F =)+ (@ =) =) + (£ =) (¥ -2) = 0.

Dalej sa dalo postupovat rdzne, no ukazuje sa, ze relativne pekne fungovalo zatnit zuby a roznésobit to'. My
zatneme zuby a dostaneme

(P22 =2~ 2 + #2) + ($F - P2 -+ 29) + (£ =y - 28 + 22) = .

Scitame rovnaké cleny, prendsobime —1 a dostavame
Xyttt -y -y X =0
Nasleduje drobny trik, ktory je hlavnou pointou celej ulohy a vcelku sa ho oplati poznat. Prendsobenim rovnice
dvomi a preusporiadanim dostavame
=23y Yty -2 v A 2 - 227 + 4 =0,
¢o vieme upravit na $tvorce a dostat

(=) + (-2 +(Z-x)*=0.

Tento vyraz ma riesenie, iba ak x> = y2, tzn. x = y alebo x = —y. Av8ak na zaciatku sme si povedali, Ze ziaden
z tychto pripadov nesplna povodnu rovnicu, lebo pren nie je definovana.

2.6 Kombistanci Mapuju Situaciu

Zadanie. Delegicia Kombistanu sa vrdtila domov zaskocend. Ved nemala byt Al-Gebra hlasom mudrosti? Mali
sa zachovat ako hrdinovia, nie pdchat takéto ohavnosti. V Kombistane sa zhodli, Ze je nutné zakrocit. Nez vsak
Cokolvek vykonaju, musia zhromazdit dokazy, aby sa vyhli undhlenym rozhodnutiam a predisli dalSiemu medzind-
rodnému konfliktu.

'No pain, no gain. Avsak dalo sa to spravit aj bez toho
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Kombistanci mali mapu byvalej Krajiny Geometrie. Ta vyzerala ako stvorcekovad siet n x n, pricom v prvom riadku
chybali dve prostredné policka. Zvysok stvorcekovej siete chceli pokryt fotkami, ktoré by odhalovali, o sa na danom
uzemi deje. Fotku si vieme predstavit ako domino 2 x 1, resp. 1 x 2 Stvorceky. Kolko z tychto domin modzZe byt
obrdtenych vodorovne? Ndjdite vietky moznosti pre

1. n=6,
2. n=2024.
Riesenie.

2.7 Kord Mita Sklada

Zadanie. Toho vecera v tmavom kiite hradu v hlavnom meste Al-Gebry sa chystala Mita Li na dalsiu tajnii pracicku.
Kvéli kontroldm po ceste si nemohla zobrat zbran vcelku, no Mita bola skiisend a vedela, ako si zbran zmontovat.
Ak vsetko klapne, Al-Gebra bude rdno potrebovat nového viddcu.

Ako rukovdt Mitinej zbrane slizi ¢islo r a ostrie md tvar ¢isla o. Mita si samozrejme nezabudla svoj skrutkovac
a kladivko. Pomocou skrutkovaca dokdze z dvoch kladnych celych Cisel a a b zhotovit dvojicu cisel ab, ba, ktorou
nahradi pévodnii dvojicu Cisel. Ked na ¢isla a, b pouzije kladivko, tak ich zmeni na islaa+ba |a—b).

Mita vie, Ze kral Horner disponuje stitom, cez ktory preniknii iba zbrane, ktorych ricka r aj ostrie o su delitelné cislom
9. Urcte vietky dvojice kladnych celych Cisel (x,y), z ktorych dokdze Mita zmajstrovat takiito zbrap.

Poznamka: Znacenim ab rozumieme celé ¢islo zloZené z cifier kladného celého a, za ktorymi st napisané cifry
kladného celého c¢isla b.

RieSenie. opravuju Stepi (martin.stepanek@trojsten.sk) a Vitek (vit.hanika@trojsten.sk)

Zaujima nas iba, ¢i budu tie ¢isla delitelné deviatimi, takze sa nam staci pozerat na zvysky po deleni 9. Nech mame
dvojicu zvyskov (a, b) (pri¢om bez ujmy na v§eobecnosti to prvé ¢islo je vacsie alebo rovné ako to druhé), potom
skrutkova¢om dostaneme (a + b,a + b)? a kladivkom (a + b,a — b), pri¢om zase to prvé ¢islo bude vadsie alebo
rovné ako to druhé. Od tohto bodu uz budeme hovorit iba o zvyskoch a tychto novych operaciach. Este budeme
hovorit, Ze ak dosiahneme (0,0), tak sme vyhrali a ak sa to z nejakej dvojice ned4, tak sme prehrali.

Ak v nejakom bode pouZijeme skrutkovaé, potom obe ¢isla budu rovnaké. Dalej pouzitim skrutkovaca sa do-
staneme na (2x,2x). Pouzitim kladivka sa z (x,x) dostaneme na (2x,0), potom skrutkova¢om aj kladivkom na
(2x,2x). Tym sa nezmeni delitelnost deviatimi, takze ak x # 0, tak uZ potom nevyhrame.

Ak zo zaciato¢nej dvojice pouzijeme iba kladivko, tak z (a,b) dostaneme (a + b,a — b) a potom (2a,2b). Ked
to budeme robit dalej, tak sa teda dostaneme len k ¢islam (2%a,2%b) a (2K(a + b),2%(a - b)). Po prvom pouziti
skrutkovaca potom dostaneme (2%(a + b),2*(a + b)) alebo (2*%a, 2%a).

Vyhrame teda v pripade, Zea = 0 (mod 9) aleboa+b =0 (mod 9). KedZe nasobenie 2 ndm delitelnost deviatimi
nezmeni, v inych pripadoch nemo6zeme vyhrat.

%lebo 10a = a (mod 9) a10b=b (mod 9).
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2.8 Kontrolujeme Miesto Smrti

Zadanie. Krdl zomrel. S tym by sa obyvatelia Al-Gebry dokdzali vysporiadat, avsak Karddno Abel Gauss Horner
bol zavrazdeny. To ludi mimoriadne poburilo. Hned, ako sa to dozvedel vezir In Te, povolal vysetrovaci tim. Ten
sa s najmodernejsim vybavenim pustil do prdace. Vysetrovatelia zbierali vzorky, zaznamendvali dokazy, analyzovali
stopy a hlavne prezerali miesto ¢inu.

Miesto c¢inu vyzeralo ako roznostranny ostrouhly trojuholnik ABC. Opisanii kruznicu trojuholnika oznaéme k. Kral
lezal v strede K jeho vpisanej kruznice. Body D, E, F sti body dotyku vpisanej kruznice postupne so stranami BC, AC,
AB. Dalej ozna¢me postupne P, Q priesecniky k s priamkami BK, CK, a priesecnik priamok PE a QF ako L. Dokdzte,
Ze stred kruznice k lezi na priamke KL.

Riesenie. opravuje MiSo M. (michal.molnar@trojsten.sk)

Ozna¢me O stred kruznice k. Podla zadania nam staci ekvivalentne dokazat, Ze bod L lezi na priamke KO, resp. Ze
priamky KO, PE a QF sa pretinaju v jednom bode. Ak dokazeme lubovolné z tychto tvrdeni, tak mame vyhrané.
My sa zameriame na to posledné.

\ /

Nez sa vsak pustime do dokazovania, preskimajme najprv body, ktoré dané priamky definuji. Bod K je stredom
vpisanej, bod O stredom opisanej kruznice. V bodoch E a F sa vpisana kruznica dotyka stran trojuholnika. Naj-
zaujimavejsie si body P a Q. Priamka BK, na ktorej lezi P, je os uhla < ABC. Je zname, Ze os uhla pretina kruznicu
opisanti trojuholniku v strede kruznicového obliika, v tomto pripade medzi A a C.* Jednd sa o tzv. Svr¢kov bod
trojuholnika ABC voci bodu B. Bod P teda zaroven lezi aj na osi strany AC. Rovnako by sme dokazali, ze aj bod
Q lezi na osi strany AB.

Na osiach stran trojuholnika lezi aj stred O jeho opisanej kruznice. Usecky OP a OQ su teda kolmé postupne na
AC a AB. Podobne, kedZe v bodoch E a F sa vpisana kruznica dotyka stran trojuholnika, plati, Ze aj KE je kolma
na AC a KF je kolmd na AB. Mdzeme tak napisat OP || KEa OQ || KF.

V tomto momente sme sa dostali k rovnobeznosti tseciek, ktort by sme radi pouzili na dokaz, ze sa nejaké tri
priamky pretinajui v jednom bode. S tym nam pomoze rovnolahlost. Ak nejaka rovnolahlost zobrazuje bod K na

3https ://prase.cz/library/SvrckuvBodSS/SvrckuvBodSS. pdf
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bod O, bod E nabod P abod Fnabod Q, tak stred tejto rovnolahlosti lezi na priamkach KO, PE a QF. Dokazeme,
ze trojuholniky KEF a OPQ su rovnolahlé.

Uz vieme, Ze plati KE || OPa KF || OQ. Narovnolahlost ndm sta¢i ukdzat, Ze su tieto trojuholniky podobné, ale nie
zhodné. V opa¢nom pripade by mohli byt priamky KO, PE a QF rovnobezné. Za¢nime zd6vodnenim, preco nie
st zhodné. Prvym krokom je uvedomenie si, ze isecky KE a KF su polomery vpisanej kruznice, a teda |KE| = |KF|.
Analogicky |OP| = |0Q|, kedZe sa jedné o polomery kruznice k opisanej trojuholniku ABC. Potom aj |OP| > |KE|
a trojuholniky zhodné nie si. Navyse

|KE|  |KF|

joP| ~ |0Q|

Pozrime sa teraz na uhly medzi spominanymi tseckami. Uhol EKF je sucastou $tvoruholnika AEKF. Uz vieme,
ze uhly AEK a AFK su pravé. Ked oznac¢ime « uhol EAF, vieme vyjadrit zvysny uhol ako

| < EKF| = 360° = 2-90° — & = 180° — a.

Podobny postup nam prejde aj pre uhol POQ. Priamky OP a OQ st kolmé postupne na strany AC a AB. Ozna¢me
X priesecnik OP a AC a Y priese¢nik OQ a AB. KedZe P a Q lezia zvonka trojuholnika ABC a O ako stred opi-
sanej kruznice ostrouhlého trojuholnika lezi vnutri, mézeme povedat, ze <XOY je totozny s < POQ. Opit tak
dostavame $tvoruholnik AXOY s pravymi uhlami AXO a AYO a uhlom s velkostou | < XAY| = a. Plati teda

| <POQ| = |<XOY| = 360° — 2-90° — & = 180° — & = | < EKF|.

Tym sme ukazali, Ze trojuholniky KEF a OPQ su podobné podla vety sus. Tym, ze maji rovnobezné dve dvojice
stran, tak su zaroven rovnolahlé, takze priamky KO, PE a QF sa pretinaju v jednom bode, ¢o sme chceli dokazat.

2.9 Kral Menezuje Spravodlivost

Zadanie. Korunovdciu vezira zakon(ili sldvnostné zvolania:

kms@kms . sk 11 https://www.kms.sk/


mailto:kms@kms.sk
https://www.kms.sk/

Riesenia 2. kola zimnej Casti @@@

»Nech Zije krdl In Te! Kral In Te! Kral In Te!*

Novy vlddca Al-Gebry sa chystal na prihovor, ked do siene vpadli vysSetrovatelia, aby ozndmili novinky. Pocuvali ich
vsetci dvorania aj zdstupcovia okolitych krajin. Hlavny vysetrovatel povedal:

Po dosadeni vsetkych neznamych sme dosli k zaveru, Ze vlajka Kombistanu, na ktorej bol krdl Karddano Abel Gauss
Horner napichnuty, znaci jediné. VraZdu si objednal prave Kombistan.*

Vsetci boli zhrozent, len In Te zachoval chladnii hlavu. Zavolal si zdstupcov Tedrie Cisel a Matematickej Ludovo-
-demokratickej Analyzy a poZiadal ich krajiny o pomoc pri odvete za tento hrozny ¢in. Delegdt Teérie Cisel okamZite
bezal k telefénu, aby ziskal informdcie z domova.

Halo, existujii este nejaké jednotky, ktoré by sme mohli vyslat na pomoc nasim hrdinom z Al-Gebry?*
,Cakajte na linke, éoskoro to zistime.*

Najdite vsetky kladné celé Cisla n, pre ktoré existuje n navzdjom roznych prirodzenych cisel takych, Ze najvicsi spolocny
delitel kazdych dvoch z nich je rovny absoliitnej hodnote ich rozdielu.

Riesenie. opravuje Michal Stanik (michal.stanik@trojsten.sk)

Pre malé n nie je problém néjst vhodnych n ¢isel - ked mame jedno ¢islo, nemusime splnit Ziadnu podmienku,
dve ¢isla vieme mat napriklad 6 a 8 s rozdielom aj najvacsim spolo¢nym delitelom (NSD) rovnym 2.

Ulohu by sme mohli skusit vyriesit postupnym priddvanim ¢&isel. Formalizovali by sme to ako matematicku in-
dukciu - ak mame vhodnych 7 ¢isel (kde NSD Iubovolnych dvoch z nich je rovny ich rozdielu), pridanim dalsieho
¢isla k nim (a pripadnou zmenou ostatnych) zostrojime (n + 1)-ticu vyhovujuicich ¢&isel. Ked ukazeme tento krok,
vdaka indukcii budeme mat tlohu hotovd, pretoze tento krok mézeme opakovat, kolkokrat bude treba.

Ako by sme mobhli z n-tice ¢isel splitajicej zadanie vytvorit (1 + 1)-ticu? Existuje nejaké ¢islo, ktoré k nej mozeme
iba pridat? Ano, vieme pridat ¢&islo 0, pretoze rozdiel 0 a lubovolného &isla a je a, rovnako ako aj ich NSD je a,
pretoze véetko deli nulu. Toto ma ale dva problémy:

1. 0 nie je prirodzené ¢islo.
2. Ak uz raz pridame nulu, nemo6zeme ju v dalSom kroku pridat znova (¢isla maja byt rozne).

Oba tieto problémy by sme mohli vyriesit tym, Ze vietky ¢isla zvySime o pevnu konstantu. Rozdiely sa tym zacho-
vaju, ostava zvolit konstantu tak, aby sa zachovali aj NSD dvojic ¢isel. Vhodnou konstantou je lubovolny spolo¢ny
nasobok vsetkych nasich ¢isel (napr. ich najmensi spolo¢ny néasobok alebo ich sucin).

Ak totiZ mdme ¢isla a, b (spomedzi nasich 7 isel) a &islo ¢, ktoré je ndsobkom kazdého z nich, tak ak d = |a — b| =
NSD(a,b), tak nutne platiajd | a | ¢, z¢oho d | a+ ¢, d | b + ¢, Cize d je spoloénym delitefom posunutych ¢isel.
Zaroven Cisla a + ¢ a b+ c nemo6zu mat spolocného delitela vacsieho ako ich rozdiel, ¢o je d, takze d je ich najvacsi
spolo¢ny delitel.

Na$ indukény krok teda bude vyzerat tak, Ze vezmeme n &isel splnajicich zadanie, priddme k nim nulu (nie je
eSte medzi nimi, lebo tie ¢isla st prirodzené) a zvysime vsetky o ich spolo¢ny nasobok (ak pouzijeme sucin, tak
do nédsobenia ti nulu, samozrejme, nezahrnieme), ¢im dostaneme n + 1 prirodzenych cisel (aj najmensia nula
sa zvacsila aspon o 1).

Dokazali sme, Ze n ¢isel vyhovujucich danej podmienke vieme ndjst pre fubovolné prirodzené ¢islo n.
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2.10 Koordinujeme MnoZstvo Svalnacov

Zadanie. A tak Al-Gebra, Teéria Cisel a Matematickd Ludovo-demokratickd Analyza vyhldsili vojnu Kombistanu.
Vojnu bolo treba nutne vyhrat, preto sa krdl In Te rozhodol vyuzit aj vojakov z Geometrie. Aj ked ich bude sam
ovlddat, treba pre nich este ndjst tie spravne funkcie.

Najdite vsetky funkcie f R* — R* také, ze pre kazdu dvojicu kladnych redlnych cisel x, y plati
f(x) = flx +y) + flx + f(y)).

Riesenie. opravuje Jakub Poljovka (jakub.poljovka@trojsten.sk)

Z uvedenej rovnice vidime, zZe f(x) > f(x+y), kedze hodnota f(x +x2f(y) ) je kladna (zo zadania). To ale znamend,
ze funkcia f musi byt klesajtca, lebo x < x + y a x, y s [ubovoIné kladné redlne ¢isla. Z klesajucosti nam automa-
ticky vyplyva aj prostost funkcie f*.

Dosadme do rovnice dvojicu [1, y] za [x, y]. Dostdvame

1) =f1+y) + 1+ ). (10.1)

Teraz by sme chceli vytvorit ¢len f(1 + f(y) ) druhym sp6sobom, aby sme sa ho od¢itanim zbavili. Dosadme preto
dvojicu [1,f(y) ], ¢im dostavame

f1) = f(1+f(y)) + 1+ f(f(¥)))- (10.2)

Odc¢itanim a upravou rovnic (10.1) a (10.2) dostavame
f(1+y) = (1 +f(f(y))). (10.3)

Kedze uz vieme, Ze f je prosta, z rovnosti (10.3) vyplyva

L+y=1+f(f(y)),
fify)) =y. (10.4)

Dosadme do pévodnej rovnice dvojicu [x, f( %)]:

1= ws(5)) o))

¢o sice vyzerd hrozne, ale vdaka (10.4) to vieme upravit a zbavit sa zaroven f-ka, aj ¢lenu x2.

1
x) =f(x+f(;))+f(x+l). (10.5)
Do p6vodnej rovnice dosadime dvojicu [, 1]:

f(x) = flx+ 1) + flx + f(1)). (10.6)

“Teda ak f(x) = f(y), tak x = .
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®O®

Odc¢itanim a tpravou rovnosti (10.5) a (10.6) dostavame

1w+ 1(5)) = 200,

z ¢oho opit vdaka prostosti funkcie f vyplyva

x+f(}%) =x+x°f(1),

1 2
()=,
Dosadenim % do rovnosti (10.7) tak nakoniec dostavame

0}

X

flx) =

(10.7)

Za hodnotu f(1) mozeme pripustit lubovolnd konstantu ¢ € R*. Dosledkovymi upravami sme tak odvodili, Ze
ak ma existovat nejaké rieSenie povodnej funkcionalnej rovnice, musi ist o rieSenie tvaru f{x) = <. Aby sme toto
rieSenie overili, potrebujeme este urobit skisku spravnosti, ¢ize dosadit toto rieSenie do povodnej rovnice. Po

dosadeni dostavame
c c

C
- = +—26’
X x+y x+x;

(x+y) (x+x )—/) :x(x+x ;)+x(x+y),

Zo skusky vidime, Ze aby rovnica platila, musi byt ¢ = 1. Dostdvame jediné rieSenie danej funkcionalky, a to

flx) =%
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