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Zadania 2. kola zimnej Casti

Termin odoslania 4. november 2024
V pripade otdzok k zadaniam nas nevahajte kontaktovat na kms@kns. sk.

2.1 Koési Muci Skalpelom (x < 0) kategéria alfa
Doktor Kési mal ¢oraz Castejsie problém sustredit sa na svoju pracu. Dévodom bol In Te, kralov vezir, ktory
sa pozyval k nemu do laboratéria.

,Potrebujem uz len par dni a vSetko bude pripravené.*

»,Nemas$ ,par dni® Kral o¢akava svoju novi armadu...“

,,Je to nematematické, spravit z vazalov poddajnych otrokov...“

,» Iy sa nezaoberaj tym, ¢o matematické je a ¢o nie. To nie je Tvoja praca. Ked sa Ti uloha nepozdava, zavolaj si na
pomoc péana Svarca.”

Pri tomto mene doktora zamrazilo. Ako mohol vezir vediet o jeho alteregu? In Te odisiel a nechal Késiho osamote.
Ten upriamil pozornost spat na svoju pracu.

Doktor Kosi pozrel na svoj skalpel a zarezal nim do Trojuholnika ADB. Trojuholnik ADB mal tuhy korienok. Jeho
strana AD bola dlha 12 cm. Avs$ak ani to trojuholniku nepomohlo. Ké$i nim viedol dva rezy ako na obrazku, ¢im ho
rozdelil na trojicu Trojuholnikov. Trojuholniky ACB a ECD boli pravouhlé, rovnoramenné a obsah Trojuholnika
EDB bol 9 cm?. Aky bol obsah trojuholnika ABD?

2.2 Kreslime Mnoziny Skvostné (x < 0) kategéria alfa

Grafik Peter Senov bol medzitym na svojej pravidelnej navsteve u kolegu z Geometrie. Ajkedkrajina sa pod vladou
Al-Gebry zmenila, na rozhovore dvoch umelcov to nebolo badat. Petrov priatel Feuer Sebastian mal ako vzdy
velmi podnetné otazky.

kms@kms . sk 1 https://www.kms.sk/


kms@kms.sk
mailto:kms@kms.sk
https://www.kms.sk/

Zadania 2. kola zimnej Casti — 4. november 2024 @@@

,Pozri, Peter, je vSeobecne zname, Ze ked mas v rovine rozsypanu mnozinu ¢isel {1,2, ..., 30}, tak jej podmnoZina
je peknd, ak sa v nej nenachadza ziadne Cislo zaroven s jeho trojnasobkom. V ¢om je vSak ozajstné umenie, je
vediet ndjst najvacsiu peknii podmnozinu. Kolko najviac prvkov mdze mat peknd podmnozina? Kolko roznych
peknych podmnozin s tymto poc¢tom prvkov existuje?”

2.3 Kvoty Musime Splnit (x < 1) kategorie alfa a beta

Petrovi pripadal jeho priatel mimoriadne ustarany, a tak mu nedalo, aby sa nespytal aj na jeho rodinu. Feuer
Sebastian si povzdychol a odpovedal:

, Vies, my Bachovci sme boli veelku znamy rod, a tak sa nds nové opatrenia dotkli o to viac. Moje deti boli pridelené
do tovarne na epsilony, ja celé dni driem na nekone¢nom poli. Skoro sa ani nevidame, domov nas nepustia, kym
nesplnime kvoty.

No a tie kvoty su strasné, kazdy den musia moje deti vyprodukovat aspon n = p’g* epsilonov, kde p, g st na-
vzajom rdzne prvocisla a r,s su nezaporné celé Cisla. Vie$ si predstavit, kolko potom existuje delitelov ¢isla n?
neprevysujucich n a zaroven nedeliacich n? Ja nie, ale rad by som to vedel.“ Zistite to pre Sebastiana.

2.4 Kruznice Muzstvo Skonvertuji (x < 2) kategorie alfa a beta

Kym sa Peter Senov vracal znepokojeny domov, aby zvestoval novinky o diani v krajine Geometrie, v Al-Gebre ¢a-
kal kral Kardano Abel Gauss Horner na predvedenie novej armady. Ukazky sa ujal In Te, ktory od doktora Késiho
odpozoroval pouzivanie novej zbrane - kruznicovej inverzie. Ta umoznovala pomocou jednoduchého zariadenia
zinvertovat [ubovolného obyvatela Geometrie, ¢im drzitel zariadenia ziskal tplnti moc nad svojim cielom.

Testované zariadenie vyzeralo ako kruznica k so stredom v bode A, cez ktory prechadzala kruznica I so stredom Y.
Priese¢niky tychto kruznic boli oznacené ako B a C, pricom platilo, Ze bod Y lezal na usecke BC. Na polpriamke
opacnej k AY bol urceny zlovestny bod X taky, ze |AX] = 2|AY].

1. Dokazte, ze bod X lezal vonku z kruznice k.

2. Z bodu X vychadzali doty¢nice ku kruznici k. Body dotyku boli oznac¢ené D, T, pricom T sa nachadzalo
v rovnakej polrovine danej priamkou AY ako bod B. Nakoniec dokézte, ze CBTD je §tvorec.

2.5 Kratke Medzinarodné Stretnutie (x < 6) kategorie alfa a beta

Kombistanci boli §okovani a znechuteni rozpravanim Petra Senova. Rozhodli sa teda vyslat delegaciu za kralom
Kardanom Abelom Gaussom Hornerom, aby mu zvestovala ich obavy. V trénnej sale Al-Gebry vsak cakalo dalsie
neprijemné prekvapenie. Pocas rozpravania delegécie si kral nieco Sepkal so svojim vezirom. Nakoniec rozpra-
vanie ukoncil nestvisiacou otazkou.

»Existuja také redlne ¢isla x, y, z, ze
1 1 1 .
+ + =07

(x=y)(x+y) (-2)+2) (z2-x)(z+x)
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2.6 Kombistanci Mapuju Situaciu kategorie alfa a beta

Delegacia Kombistanu sa vratila domov zaskocend. Ved nemala byt Al-Gebra hlasom mudrosti? Mali sa zachovat
ako hrdinovia, nie pachat takéto ohavnosti. V Kombistane sa zhodli, Ze je nutné zakrocit. Nez vSak ¢okolvek
vykonaji, musia zhromazdit dokazy, aby sa vyhli undhlenym rozhodnutiam a predisli dal$iemu medzindrodnému
konfliktu.

Kombistanci mali mapu byvalej Krajiny Geometrie. T4 vyzerala ako $tvorc¢ekova siet n x n, pricom v prvom riadku
chybali dve prostredné policka. ZvysSok stvorcekovej siete chceli pokryt fotkami, ktoré by odhalovali, ¢o sa na
danom uzemi deje. Fotku si vieme predstavit ako domino 2 x 1, resp. 1 x 2 §tvorceky. Kolko z tychto domin moze
byt obratenych vodorovne? Néjdite vSetky moznosti pre

1. n=6,
2. n=2024.
2.7 Kord Mita Sklada kategérie alfa a beta

Toho vecera v tmavom kute hradu v hlavhom meste Al-Gebry sa chystala Mita Li na dal$iu tajnu pracicku. Kvoli
kontrolam po ceste si nemohla zobrat zbran vcelku, no Mita bola skusena a vedela, ako si zbran zmontovat.
Ak vsetko klapne, Al-Gebra bude rano potrebovat nového vladcu.

Ako rukovit Mitinej zbrane slizi &islo r a ostrie md tvar ¢isla 0. Mita si samozrejme nezabudla svoj skrutkovac
a kladivko. Pomocou skrutkovac¢a dokaze z dvoch kladnych celych ¢isel a a b zhotovit dvojicu ¢isel ab, ba, ktorou
nahradi p6vodnu dvojicu ¢isel. Ked na ¢isla a, b pouzije kladivko, tak ich zmeni na ¢islaa + b a |a - b.

Mita vie, Ze kral Horner disponuje $titom, cez ktory preniknu iba zbrane, ktorych rucka r aj ostrie o su delitelné
¢islom 9. Ur¢te vietky dvojice kladnych celych &isel (x, y), z ktorych dokdze Mita zmajstrovat takuto zbran.

Pozndamka: Znacenim ab rozumieme celé Cislo zloZené z cifier kladného celého a, za ktorymi sii napisané cifry klad-
ného celého cisla b.

2.8 Kontrolujeme Miesto Smrti kategorie alfa a beta

Kral zomrel. S tym by sa obyvatelia Al-Gebry dokazali vysporiadat, avsak Kardano Abel Gauss Horner bol za-
vrazdeny. To Iudi mimoriadne poburilo. Hned, ako sa to dozvedel vezir In Te, povolal vysetrovaci tim. Ten
sa s najmodernej$im vybavenim pustil do prace. Vysetrovatelia zbierali vzorky, zaznamenavali dokazy, analyzo-
vali stopy a hlavne prezerali miesto ¢inu.

Miesto ¢inu vyzeralo ako réznostranny ostrouhly trojuholnik ABC. Opisanu kruznicu trojuholnika ozna¢me k.
Kral lezal v strede K jeho vpisanej kruznice. Body D, E, F st body dotyku vpisanej kruznice postupne so stranami
BC, AC, AB. Dalej oznaéme postupne P, Q priese¢niky k s priamkami BK, CK, a priese¢nik priamok PE a QF
ako L. Dokazte, Ze stred kruznice k lezi na priamke KL.

2.9 Kral Menezuje Spravodlivost kategoria beta

Korunovdciu vezira zakon¢ili slavnostné zvolania:

»Nech zije kral In Te! Kral In Te! Kral In Te!*
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Novy vladca Al-Gebry sa chystal na prihovor, ked do siene vpadli vysetrovatelia, aby oznamili novinky. Pocuvali
ich vSetci dvorania aj zastupcovia okolitych krajin. Hlavny vysetrovatel povedal:

»Po dosadeni vsetkych neznamych sme dosli k zaveru, ze vlajka Kombistanu, na ktorej bol kral Karddano Abel
Gauss Horner napichnuty, znaci jediné. Vrazdu si objednal prave Kombistan.

Vsetci boli zhrozeni, len In Te zachoval chladnt hlavu. Zavolal si zdstupcov Tedrie Cisel a Matematickej Tu-
dovo-demokratickej Analyzy a poziadal ich krajiny o pomoc pri odvete za tento hrozny ¢&in. Delegét Tedrie Cisel
okamzite bezal k telefénu, aby ziskal informacie z domova.

,Hald, existuju este nejaké jednotky, ktoré by sme mohli vyslat na pomoc nasim hrdinom z Al-Gebry?*
,Cakajte na linke, ¢oskoro to zistime.*

Ndjdite vSetky kladné celé ¢isla n, pre ktoré existuje n navzajom rdéznych prirodzenych cisel takych, ze najvacsi
spolo¢ny delitel kazdych dvoch z nich je rovny absolutnej hodnote ich rozdielu.

2.10 Koordinujeme MnoZstvo Svalnacov kategoria beta

A tak Al-Gebra, Teéria Cisel a Matematickd Ludovo-demokratickd Analyza vyhlasili vojnu Kombistanu. Vojnu
bolo treba nutne vyhrat, preto sa kral In Te rozhodol vyuzit aj vojakov z Geometrie. Aj ked ich bude sam ovladat,
treba pre nich este ndjst tie spravne funkcie.

Najdite vietky funkcie £ R* — R* také, ze pre kazdu dvojicu kladnych realnych ¢isel x, y plati
fx) = flx +y) + flx + 2f(y)).

https://www.kms.sk/ 4 kms@kms. sk


https://www.kms.sk/
mailto:kms@kms.sk

	Zadania 2. kola zimnej časti
	2.1 Kóši Mučí Skalpelom
	2.2 Kreslíme Množiny Skvostné
	2.3 Kvóty Musíme Splniť
	2.4 Kružnice Mužstvo Skonvertujú
	2.5 Krátke Medzinárodné Stretnutie
	2.6 Kombistanci Mapujú Situáciu
	2.7 Kord Mita Skladá
	2.8 Kontrolujeme Miesto Smrti
	2.9 Kráľ Menežuje Spravodlivosť
	2.10 Koordinujeme Množstvo Svalnáčov


