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Zadania 3. kola zimnej Casti
Termin odoslania 2. december 2024 (pre zahranicie 29. november 2024)

V pripade otdzok k zadaniam nas nevahajte kontaktovat na kms@kns. sk.

3.1 Kralov Mo6zZeme Striedat (x < 0) kategéria alfa
»,Nemusim ti sndd pripominat, kto ta dostal na trén, povedal Velky Dif Ka. ,,Kombistan pripadne Matematickej
analyze tak, ako som to naplanoval.”

»Na trén som sa dostal predovsetkym ja,” odvetil In Te. ,,Hornera som mohol upratat aj saim, len som si nechcel
$pinit ruky.*

,To na povodnej dohode ni¢ nemeni, len si si spravil svoju pracu, tak v tom laskavo pokracuj.*

,Kombistan pripadne Al-Gebre a bodka. Vladnut tam budem ja a bodka,“ vyhlasil In Te a opustil sien.

Velky Dif Ka poznal Iudi, ktori robia problémy, a vedel, Ze ich treba nahradit niekym poslusnejsim. Inak by jeho
vplyv nesiahal ani po hranice Matematickej ludovo-demokratickej analyzy. Rozhodol sa, ze to In Temu spocita.

Kazdé z ¢isel x1, x5, ..., x, sa rovna 0, 1 alebo —2. Velky Dif Ka vie, ze plati
Xp +Xp+ -+ X, =5,
2 2 _
X+ x5+ e+ xE =19,

Urcte vSetky mozné hodnoty stuctu

5 5 5
XX+ X

3.2 Kruzky Mojich Spolubojovnikov (x < 0) kategria alfa

Vsetky 4 spriatelené arméady - Al-Gebra, Geometria, Matematickd Analyza a Teoria Cisel - po tspesnom tazeni
narazili na obranu hlavného mesta Kombistanu. Zrazu bolo vietkym jasné, na ¢o prefikani Kombistanci delili
L-ka. Mury boli nepreniknutelné. Bez ohladu na pocet vyslanych vojakov, vzdy narazili na L-ko, na prekonanie
ktorého potrebovali vojakov viac. General Kartezian si povedal, Ze to nema zmysel a Ze potrebuju nekonecné
mnozstvo posil z Matematickej Ludovo-demokratickej Analyzy. Tak na ne teraz v tabore ¢akaju.

Kartezianovi pripadalo zvlastne, Ze vojaci Geometrie stale drzia pravidelné formacie. Nikdy ich neopustaju, ne-
spia, nerozpravaju sa so spolubojovnikmi...

Kazda formacia vojakov Geometrie pozostavala z k do seba vloZenych pravidelnych #n-uholnikov zdielajucich jeden
vrchol, kde k a n st kladné celé ¢isla a n > 3. Kazdy vojak zhora vyzeral ako prazdny kruzok. Vacsina vojakov
mali po dve ruky, no zopar anomalnych malo az tri. Tymito rukami pochytali inych vojakov, ¢o pri pohlade zhora
vyzeralo ako ¢iary. Napriklad na obrazku 2.1 mézeme vidiet 6 pravidelnych 4-uholnikov na obrazku 2.2 mdzeme
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vidiet 5 pravidelnych 5-uholnikov. V zavislosti od n a k urcte, ¢i je mozné zafarbit vojakov danej formacie dvoma
farbami tak, aby ziadni dvaja vojaci, ktori sa drzia, neboli rovnakej farby'. Zmeni sa situdcia, ak niektory z vojakov
odide, pri¢om pusti tych druhov, ktorych predtym drzal?

Obrazok 2.1: Formdcia pren =4, k=6

Obrazok 2.2: Formdcia pren =5,k =5

3.3 Kosiho Mentalny Stav (x < 1) kategérie alfa a beta

Medzitym prepadal doktor Kési vo svojom laboratériu depresiam. Vonku zuri vojna a geometricki otroci st
isto prave teraz vyuzivani na boj. Ako to mohol dopustit? Ziadna bytost by nemala byt okradnutd o svoju
volu...Rozmyglal, ako zabranit pokusom na dal$ich nevinnych tvoroch, ked si zrazu uvedomil, ze pévodcom zla
nie je on, ale In Te. Ale ako ho zastavit a nenapachat pri tom viac zla?

Stav K63iho/Svarcovej mysle vieme reprezentovat prirodzenym &islom n, pricom &asti jeho duse don prispievaji
prvocislami p a g. Najdite vietky Cisla n také, Ze pre ne existuju prvocisla p, g, pre ktoré je Ké6siho/Svarcova mysel
rozhodnuta, teda splia rovnicu n? = p? + pq + g*. Nezabudnite ukazat, Ze pre ostatné n ziadne vhodné prvocisla
neexistuju.

"Vojaci sa drzia len v pripade, 7e medzi nimi na ¢iare nestoji dalii vojak.
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3.4 Kde Mam Straze? (x < 2) kategérie alfa a beta

Mita Li sa chystala na svoju druhu pracicku v priebehu niekolkych dni. Opét mala zasahovat v palaci Al-Gebry,
opat mala svoj ¢in hodit na Kombistan, a opit bol cielom kral. Vyc¢kala na vhodnu prilezitost, ked bol In Te sam
v miestnosti, necujne sa zanho prikradla a rozohnala sa vlajkou Kombistanu.

Pén Svarc tiez vedel, ze v komnate ma byt kral In Te sém. Hned, ako sa pred nim otvorili dvere, zurivo sa vrhol na
prvu postavu, ktort zbadal.

In Temu este hodnu chvilu trvalo, kym sa zorientoval v situdcii. Nevedel sa odputat od svojich troch myslienok,
reprezentovanych redlnymi ¢islami x, y, z, ktoré mu celé popoludnie vrtali v hlave. Tieto myslienky mali zdhadnu
vlastnost: ak lubovolné ¢islo z trojice pri¢itame k sucinu zvy$nych dvoch, tak vzdy sa dostaneme k rovnakému
vysledku, a to k ¢islu 2. Néjdite vetky trojice (x, y,z) s touto vlastnostou a ukazte, ze ziadne dal$ie nie su.

3.5 Komplikacie Myslienky Stvorili (x < 6) kategorie alfa a beta

Ked sa In Te zorientoval v situdcii, v hlave sa mu ocitli tri iplne nové myslienky:
1. Pan Svarc mi prave zachranil Zivot.
2. Ten zakerny Velky Dif Ka, vsak ja mu ukazem.
3. Kaslat na Kombistan, vojsko Geometrov poslem na Matematickd Analyzu.
A hned zacal spriadat plany.

Plany krala In Teho vyzerali ako $tvorec ABCD. Na strane AB si smelo vybral bod P, na strane BC bod M, na strane
CD bod L, a nakoniec na strane DA bod K tak, ze |AK]| = |AP| = |DL| = |CM|. Dokéite, Ze | <« LMC| = | < PKM]|.

3.6 Kon Mapou Skace kategorie alfa a beta

Akonéhle sa v Teérii Cisel dozvedeli, Ze vrazdy v Al-Gebre zosnovala Matematickd Ludovo-demokratickd Ana-
lyza, tak s Kombistanom uzavreli mier. Na mierové rokovania Kombistanci doniesli mapu, na ktorej Teérii Cisel
predostreli polutovaniahodné podmienky, ktoré panuju v krajine Geometrie.

Mapa, ktort priniesli Kombistanci, je tvorend tabulkou (m+2) x (n+2) poli¢ok pre kladné celé &isla m, n. V lavom
dolnom policku stoji geometricky kon, v pravom hornom policku stoji geometricka pasa. Vsetky ostatné okrajové
policka tabulky horia algebraickym ohnom, takze sa na ne neda stupit. Geometricky kon potrebuje geometricku
stravu, preto sa potrebuje dostat na geometricku pasu, moze sa vSak pritom hybat len ako jazdec v $achu. Urcte
vsetky m, n, pre ktoré sa vie geometricky kon dostat na geometricku pasu.

3.7 Konecny Mur Sierpinskeho kategorie alfa a beta

In Te sa po neuspesnom atentate na svoju osobu rozhodol vziat pomstu do vlastnych rik. So zariadenim kruzni-
covej inverzie mal pod palcom ovladanie Geometrov. V jeho rukach sa stali rozhodujiicim prvkom bojov proti
Matematickej Analyze. Spolu s vojskom Al-Gebry sa Geometri dostali az k bajnemu Paldcu nekonec¢na, no tu za-
¢ala kruznicova inverzia haprovat. In Te si zavolal jedného z generalov Al-Gebry, samotného hrdinu Karteziana,
a poslal ho aj so zariadenim za doktorom Ko6sim, aby ho opravil. Pred In Tem stala posledna prekazka.
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Velmajster Sierpinski svoj trojuholnik ABC, chraniaci vstup do Palaca nekonecna, este stdle nedokoncil. Nevadi,
aspon pren plati |AB| = |AC|. Oznaéme D stred strany BC a E kolmy priemet D na AB. Dalej, nech M je stred
usecky DE. Dokazte, ze priamky AM a CE st na seba kolmé.

3.8 Konanie Musime Strestat kategorie alfa a beta

Udychany Kartezidan dobehol ku Késimu, ktorému svedomie nedovolovalo uZzivat si vyhody ziskané zachranou In
Teho. Kartezian Késimu podal ovladac, ale skor ako stacil ¢okolvek povedat, v Késim vzplanul spravodlivy hnev
na tento diabolsky vynalez, $maril ho o zem a rozmlatil na marne zlomky najblizsim kladivom.

Kartezidn povedal: ,,Co to robite? Takto nepomstime vrazdu Kardana Abela Gaussa Hornera! Kral vravel, Ze
ovladac je klucovy a len vy ho dokazete opravit. Teraz je nadobro zniceny...*

» Ten pristroj zotrocuje nevinnych Geometrov! Ovlada ich mysle! To vietko In Te...On ma nutil tato zvratenost
vytvorit...“

Zakony matematiky su ¢islované kladnymi celymi ¢islami. Kartezidn hned zacal ur¢ovat mnoziny zakonov, ktoré
In Te tymto ovlada¢om porusil. Mnozinu kladnych celych ¢isel M nazveme mnozinou porusenych zdkonov, ak ob-
sahuje aspon dva prvky a pre kazdé dva prvky x > y z mnoziny M plati, ze aj ¢islo

2

)
xX=)y

je prvok mnoziny M. Najdite v§etky mnoziny porusenych zakonov.

3.9 Kruty Model Spravodlivosti kategoria beta

Medzitym sa na bojisku ukdzala prevaha a sila vojska Al-Gebry, a tak doslo k dobytiu Matematickej Ludovo-
-demokratickej Analyzy aj bez pomoci Geometrov. In Te sa rozhodol necakat na ovladac a rovno sa zacal mstit
vodcom nepriatela na cele s Velkym Dif Kom. Popravy boli v plnom prude, ked sa vratil Kartezian a mohutnym
hlasom zvolal:

»Zatykam Vas, kral In Te, v mene ludu Al-Gebry, za zlo¢iny proti matematike.
In Teho tento zvrat zaskocil natolko, ze sa nebranil. To umoznilo udalostiam nabrat rychly spad.

Kazda z n > 4 udalosti mala priradené redlne ¢islo uy, u,, ..., u,. Navyse boli nejaké realne ¢isla navyse, a to u,.,
ktoré bolo rovnaké ako u; a u,,,, ktoré sa rovnalo u,. Predpokladajme, Ze existuje spad, ¢o je redlne ¢islo s > 0
také, ze pre kazdé i€ {1,2,...,n} plati

2 _
Uy =S+ Ui 1Uipo.

Dokazte, ze aspon 2 z ¢isel uy, uy, ..., u, priradenych udalostiam su zaporné.

3.10 Krasny Matematicky Svet kategoria beta

O par mesiacov na to bol opit grafik Peter Senov na navsteve u svojho dobrého priatela Feuera Sebastiana Bacha.
Bach prave nieco maloval pred domom, zvnutra bolo citit dobré jedlo a pocut radostné vykriky deti. Priatelia
sa pozdravili a Peter si hned v§imol, Ze Feuer Sebastian je v dobrej nalade.
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, Vies, od toho sudu s tym kralom Al-Gebry, tym In Tentom, ¢i ako sa volal...Vela sa toho zmenilo k lepsiemu.
Kombistan si viimol nase utrapy a spolu s Teériou Cisel apelovali u nového krala za zlep3enie nasich podmienok.
A on ich vypocul! Musim povedat, ze kral Kartezian sa mi paci viac ako ti predchadzajici. Umoznil navrat Pyty
Gorovej, zrusil otrocenie na nekonec¢nych poliach, a tak sa mozem opét venovat umeniu. Pozri, na ¢om teraz
robim..."

Zakladom veldiela Feuera Sebastiana Bacha bol roznostranny trojuholnik ABC. Ozna¢me b os uhla ABC a ¢
os uhla ACB. Priamka b pretina stranu AC v bode B; a kruznicu opisanu trojuholniku v bode B, # B. Analogicky
priamka c pretina stranu AB v bode C; a opisanu kruznicu v bode C, # C. Oznac¢me I priese¢nik priamok b, ¢
a bod ] zas priese¢nik priamky B; C, s priamkou B,C,. Dokaézte, Ze body I a J st navzdjom rozne a priamka nimi
prechddzajuca je rovnobeznd s priamkou BC.

A tak bol v matematike opit raz mier a poriadok.
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