v Kore$ponden¢ny matematicky semindr
7 . XLVII. ro¢nik, 2025/2026 @ @ @
Trojsten

KMS, EMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava

RieSenia 1. kola letnej Casti

1.1 Kocka Mojich Spolupovstalcov

Zadanie.

~Mamo, tato, ja uz nechcem byt nevolnik!“ povedal Jurko odhodlane svojim rodicom. ,OK,“ odpovedal jeho otec
a odviedol ho do tabora povstaleckych vojsk Frantiska Rikociho, kedze vojenskd sluzba bol jediny spésob ako sa oslo-
bodit.

Jurkovi sa vycvik pdcil, kedze pocas neho mohol s ostatnymi povstalcami hrat kocky. Presnejsie kocku, lebo mali len
jednu. Na jej stendch je napisanych 6 po sebe idiicich prirodzenych cisel. Na obrdazku vidime 3 z nich. Vieme, Ze sicty
¢isel na protilahlych strandch sii rovnaké. Comu sa moZe rovnat siicet vetkych Cisel?

o

Rie$enie. opravuje Maryna (maryna.horodenchuk@trojsten.sk)

KedZe podla zadania ma byt na kocke 6 po sebe iducich prirodzenych ¢isel, budeme na nej mat ¢isla 12 a 13. Tym
padom uz pozname 5 ¢isel na kocke: 11,12,13, 14, 15. Posledné ¢islo teda moze byt bud 10, alebo 16.

Zostava nam pouzit druhtt podmienku zo zadania, Ze sucty na protilahlych stendch st rovnaké. To ale vlastne
znamena, Ze najmensie ¢islo bude oproti najvicsiemu, druhé najmensie oproti druhému najvacsiemu a tretie naj-
mensie oproti tretiemu najvacsiemu. Teda ak nasu $esticu tvoria ¢isla 10, 11,12,13, 14, 15, tak 10 bude oproti 15.
Zaroven ale 11 ma byt oproti 14, ¢o ale nie je mozné (ako vidime z obrazka).

Posledna moznost ktort ostava overit su ¢isla 11,12, 13, 14,15, 16. Lahko si rozmyslime, zZe tato problematicka
nebude. Oproti 11 bude ¢islo 16. Na spodnej stene oproti 14 bude 13. No a nakoniec proti 15 bude ¢islo 12.

Celkovy stcet vsetkych ¢isel teda moze bytiba 11 + 12 + 13 + 14 + 15 + 16 = 81.

1.2 Koniec Masivneho Sprisahania

Zadanie.

Jurkovi sa do bojov v skutocnosti vobec nechcelo a pri pohlade na krv sa mu robilo mdlo. Takze, ked pocas bitky pri
Trencine povstalci vyuZili svoju prevahu troch ku jednému na panicky utek, s radostou sa k svojim druhom pridal.
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Frantisek sa po tomto netispechu musel pordtat s dezertérmi. Rdtajte aj vy! Ndjdite vsetky trojice redlnych Ccisel
(x,¥,2), spliiajiicich nasledovné rovnice:

x+2y=4,

2xy — 372 = 4.

Riesenie. opravuju Denys (denys.andrukhovskyi@trojsten.sk) a Bohdan (bohdan.bankov@trojsten.sk)

Mame dost zaujimavu sustavu rovnic. Kym druha rovnica je nieco relativne zlozité, prva rovnica je len linearna
rovnica, kde st len dve premenné. Co ak skusime vyjadrit napriklad y pomocou x?

xX+2y=4,
yoioa
2
Skusme to dosadit do druhej rovnice.
2xy — 37" = 4,

4_
Zx(Tx) -3z22=x(4-x) -3 =4.

Vidime, Ze n4$ vyraz je nejaky vyraz od x minus 3z2. Cislo 32 je ale vzdy kladné, takZe oplati sa nejak analyzovat,
¢i modze ten vyraz od x nadobudat dostatocne velké hodnoty, a ak dno, tak ako.

Ukazeme tri rozne sposoby, akymi sa da tato analyzu uskutocnit.

Sposob 1: upravit vyrazy na Stvorce

Skasme upravit nasu rovnicu tak, aby 2% bolo na jednej strane, a vyraz od x na inej
x(4-x)-322=4
4x - x* — 4 =37

—x* +4x -4 =32

KedZe z? je nezaporné ¢islo, tak aj —x? + 4x — 4 musi byt nezdporne. Nerovnost —x* + 4x — 4 > 0 vyrie§ime bud

standardnym sposobom, alebo uvedomenim si, ze —x> + 4x —4 = —(x> = 2-2 - x + 22) = —(x — 2)?. Teda mame

nerovnost —(x — 2)% > 0, ekvivalentne (x — 2)? < 0. Ale (x —2)? > 0 ako druhd mocnina celého ¢isla. Takze

(x-2)2=0,ax = 2. Zrejme potom 322 = —(x — 2)? = 0, teda z = 0. Hodnotu y ndjdeme dosadenim do prve;j
4-2

rovnice: y = 5¥ = £2 = 1.

Tento spdsob pouziva jeden zo zakladnych trikov v algebre, kde upravime vyraz tak, aby obsahoval stvorce.

Sposob 2: diskriminant

Co, ak sa pozrieme na rovnicu x(4 — x) — 32> = 4 ako na kvadratickd rovnicu od x, a z by sme uvazovali len
ako nejakd neznamu konstantu, takzvany parameter? Zapiseme tato rovnicu v tvare, v ktorom kvadratické rovnice
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@@@ Riesenia 1. kola letnej Casti

obycajne rieSime.

x(4-x)-32" =4,

—x* +4x+ (-4-32%) = 0.

No dobre. Vsimneme si, Ze v tomto pripade konstanty a, b, ¢ v rovnosti ax? + bx + ¢ = 0 mdme: a = -1, b = 4,
c=(4-2%).

Pozname asi tak jeden univerzalny sposob rieSenia kvadratickych rovnic, a to pomocou diskriminantu. Zratajme

ho:

D=0 -4ac=4>-4(-1)(-4-2°)

=16 +4(-4-2%)
=16 - 16 — 42
= —42%.

Vieme, Ze rieSenia rovnice existuju prave vtedy, ked je diskriminant nezdporny. Takze —4z* > 0, z ¢oho dostaneme,
ze nutne musi platit z = 0.

Ked z = 0, tak aj D = -4z = 0. Dosadime to do znameho vzorca a zratame x:

—b+\/D -4+0 -4
X = = = =

= =—=2
2a 2(-1) -2

Takze, x = 2, a hodnotu y ndjdeme rovnako dosadenim do rovnice y = £~

Sposob 3: maximum kvadratickej funkcie

Pozrieme sa na vyraz od x zvldst. PrepiSeme x(4 — x) = 4x — x> = (-1)x? + 4x + 0. KedZe koeficient pri x
je zaporny, parabola smeruje nadol, takze tato funkcia ma prave jedno maximum. Hodnotu x v tomto pripade
vieme vypoditat: pre parabolu f(x) = ax? + bx + ¢ sa maximum alebo minimum nadobuda v bode x = ;—i’. V nasom
pripade a = —1,b = 4, takZze maximum je v bode x = 2(__41) = =2 = 2. Spotitame, ze hodnota vyrazu pre x = 2 je

2(4-2) = 4.

Takze, vieme Ze plati x(4 — x) < 4. Spojime teraz tuto nerovnost s rovnostou 4 = x(4 — x) — 322.

4=x(4-x)-372<4-32

Nerovnost 4 < 4 — 3z? Jahko vyrieSime, kedZe je ekvivalentna s nerovnostou 0 < —3z2, alebo 0 > z? (vSimnite
si, Ze ked vydelime obidve ¢asti nerovnosti ¢islom -3, tak znak nerovnosti sa oto¢i, kedze -3 je zaporné ¢islo).
Nerovnost 0 > z?> md len rieSenie z = 0, kedZe druhd mocnina realneho ¢isla je vidy nezaporna, a pre nenulové
redlne ¢isla dokonca kladna.
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Takze, z = 0. Cislo x ndjdeme bud spitnym dosadenim z do rovnice x(4 — x) — 32> = 4 a vyrie$enim kvadratickej
rovnice, alebo uvedomenim toho, Ze pre x # 2 vyraz x(4 — x) by bol ostro mensi ako 4, a v tom pripade by malo
platit 4 < 4 — 3z, a potom by platilo z* < 0, ¢o je zrejme spor.

Takze x = 2. Hodnotu y by sme potom nasli dosadenim do rovnosti y = % = 2 = 1.

Teda jedinou vyhovujucou trojicou ¢isel (x, y, z) je trojica (2,1,0).

Zaver

Pri kazdom sposobe rie$enia sme nasli préve jednu trojicu, a to (x, y,z) = (2,1,0).

1.3 Kadejakého Mafiana Strazim

Zadanie.

Jurko sa bdl odplaty Frantiska Rdkociho, a tak sa po navrate domov nechal naverbovat do druhej armddy, tentoraz
cisdrskej, ktord ich pri Trencine tak lahko rozohnala. Ti mu v boji az tak nedoverovali, a tak ho nechali straZit viziiov
na Bytcianskom zamku. S nimi Jurko vZdy vychddzal zadobre a skamardtil sa aj s istym zbojnikom Uhorcéikom.

Na zemi je kriedou napisané cislo 2026. Jurko a Uhorcik sa hrajii hru. Postupne sa striedajii v tahoch, pricom zacina
Jurko. Hrdc, ktory je na tahu, vyberie taky kladny delitel d ¢isla N aktudlne zapisaného na zemi, aby bolo Cislo
N - (2d - 1) kladné. Pévodné &islo N ndsledne zmaze a nahradi ¢islom N — (2d — 1). Prehrdva hrd¢, ktory na zem
napise cislo 1. Kto vie zarucene vyhrat?

Riesenie. opravuju BaskaN (barbora.novosadova@trojsten.sk) a Kubko (jakub.poljovka@trojsten.sk)

Vsimnime si, ako sa pri hre meni parita ¢isla N: ten, kto je na tahu, od¢ituje vzdy neparne ¢islo 2d — 1. Od¢itava-
nie neparneho ¢isla meni paritu, teda ak na zaciatku tahu je napisané parne ¢islo, to ¢o napisem, bude neparne,
a naopak.

Jurko zacina, pri¢om na zemi je parne ¢islo. Teda on napi$e na zem neparne ¢islo, nasledne Uhor¢ik napise parne,
a tak sa budu striedat, az kym niekto nenapise 1 — ten niekto bude zjavne Jurko, kedZe 1 je neparne. Uhor¢ik je
teda zaruceny vitaz.

Este poznamenajme, Ze pokial N > 1, vidy viem urobit tah. M6Zem totiZ volitd = 1, kedze 1 |[NaN-(2-1-1) =
N-1>0preN> 1. Pre N =1 uz tah robit nepotrebujem, kedze hra¢ predo mnou prehral.

1.4 Kamarat Mi Sfikol

Zadanie.

Jurkovi sa jeho nového kamardta zavse uliitostilo, a tak mu poradil ako z hradu utiect. Pred nadriadenymi sa ndsledne
poctivo pontikol, Ze pdjde vizna nahdnat do okolitych lesov. Odvtedy ho uz viac nevideli.

V trojuholniku LES zvolime bod X na strane LS tak, aby |SX| = 2|XL|. Podobne zvolime bod Y na strane LE tak, aby
|EY| = 2|YL|. Bod Z zvolime tak, aby LYZX bol rovnobeznik a LZ tvorilo uhlopriecku tohto rovnobeznika.

a) V akom pomere deli priamka EX usecku LZ?
b) V akom pomere deli priamka SY tisecku LZ?
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@@@ Riesenia 1. kola letnej Casti

¢) Dokazte, ze priamky LZ, EX a SY sa pretinaju v jednom bode.

RieSenie. opravuju Filip (filip.kotoc@trojsten.sk) a Nate (nina.petlanova@trojsten.sk)

Na zaciatok si nakreslime ilustracny obrazok zadania, do ktorého si hned vyznacime aj zopar pomocnych bodov:

Modrymibodmi mame vyznaceny trojuholnik LES, v obrazku st aj body X, Y, Z zo zadania. Priese¢nik tsec¢iek EX
a LZ sinazvime O, dalej si ozna¢me bod H, ktory lezi presne v strede tisecky XS. Teraz si mézeme pridat bod T, tak
aby $tvoruholnik LETS bol rovnobeznik a LT bola jeho uhlopriecka, priese¢nik uhlopriecok rovnobeznika LETS
si ozna¢ime ako G. Vieme, ze uhlopriecky v rovnobezniku sa navzajom rozpoluju, takze bod G lezi v strede usecky
SE a zéroven v strede isecky LT. Zaroven si mdzeme v$imnut, Ze rovnobeznik LETS vieme dostat rovnolahlostou,
z rovnobeznika LYZX so stredom v bode L a koeficientom k = 3, kedze oba body Y a aj X lezia v § Giseciek LEa LS.

Vdaka tomu si mézeme trochu zjednodusit nase riesenie, a to tak, Ze nebudeme skimat, v akej ¢asti uhlopriecky
LZ sa nachadza bod O, no namiesto toho budeme skimat v akej casti tsecky LG sa nachadza bod O. Mame teda
novy zjednoduseny obrazok:

Vyznacime si vSetky rovnaké vzdialenosti pismenami a a b. Ked si v tomto novom obrazku spojime body H a G,
tak nam vznikne stredna priecka trojuholniku XES. Z toho vieme, ze ak by sme spravili rovnolahlost malého
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trojuholnika HGS so stredom v bode S a koeficientom k = 2, dostali by sme pévodny trojuholnik XES. Ak by sme
vSak tuto rovnolahlost dali s koeficientom k = 3, tak by sme dostali novy trojuholnik, kde by sa S zobrazilo samé
na seba, bod H by sa zobrazil na bod L a bod G by sa zobrazil do nového bodu G'.

Vieme, 7e vzdialenost bodov |[EG’| = b, pretoze z rovnolahlosti |SG'| = 3|SG|. Ked si teraz vyznacime trojuholnik
LG'G, tak vidime, Ze bod E je v strede strany G’G, zaroven vidime, Ze isecka OE je rovnobeznd s LG’, potom je ale
usecka OE strednd priecka trojuholnika LG’G a teda bod O lezi v strede usecky LG.

Analogickym postupom by sme mohli zistit, Ze priesecnik tseciek SY a LZ tiez lezi v strede tsec¢ky LG a teda, ze
tento priese¢nik je totozny s bodom O. Vid obrdzok. CBTD

Pokracujeme ale eSte, pretoze potrebujeme uz len dopocitat pomer, v ktorom bod O deli usecku LZ. Vieme, ze
bod O lezi v strede usecky LG, a ze bod G lezi v strede Gsecky LT, takze potom plati 4/LO| = |[LT|. Zaroven sme
si vyssie povedali, ze velky rovnobeznik LETS vznikol rovnolahlostou malého rovnobeznika LYZX s koeficientom
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k = 3, takZe plati: 3|LZ| = |LT|. Potom ked spojime tieto 2 rovnice dostaneme

4L0| = 3|LZ|
3

ILO| = 2|LZ]
4
1

0z = -|LZ]
4

A teda pomer v ktorom deli bod O tusecku LZ je 3 : 1.

1.5 Kradnutie - Moj Svet

Zadanie.

V lese Jurko lahko nasiel svojho kamardta a ochotne sa stal ¢lenom jeho zbojnickej druziny. Spolu ozbijali mnoho
zdmoznych kupcov a Slachticov. Jedného dra si Uhorcik uvedomil, Ze uz md dost nasetrené vo svojom déchodkovom
sporent, a tak sa rozhodol, Ze ukonci svoju aktivnu kariéru. Zbojnici si tak museli spomedzi seba vybrat nového
kapitina.

Kapitanom musi byt niekto, kto dokdze v kazdom rocnom obdobi ndjst vhodny lup. Zbojnici si teda spomedzi seba

zvolia toho, kto ndjde vietky celé ¢isla m, n také, Ze "= aj =1 sij celé ¢isla. Ndjdite ich aj vy!

RieSenie. opravuje MiSo M. (michal.molnar@trojsten.sk)

Nez sa vrhneme do samotného riesenia, v§imnime si, Ze 2m — 1 aj 2n — 1 st neparne ¢isla (od ndsobku 2 sme
od¢itali 1). Ich delitele teda budu nutne neparne ¢isla, takze aby mali oba zlomky celoc¢iselnt hodnotu, aj m a n
musia byt neparne. Pripomenme si tiez fakt, ze m, n mozu byt podla zadania aj kladné aj zaporné.

Za¢neme $pecidlnym pripadom, ked |m| = |n], t. j. m = £n. Dosadenim do druhého zlomku zistime, Ze n musi byt
delitefom vyrazu 2n — 1. Kedze n isto deli 2n, musi delit aj rozdiel tychto dvoch ¢isel, ktorym je ¢islo 1. Plati tak
n = =1 a tym padom aj m = *1, hoci znamienka mo6zu mat rozne. Lahko si vSimneme, Ze vSetky $tyri moznosti
vyhovuju, delime totiZ ¢islom +1. Prvé rieSenia tak st (m,n) = (1,1), (1,-1), (-1,1) a (-1,-1).

Bez nasgho $pecidlneho pripadu vieme povedat, ze jedno z ¢isel m, n bude mat via¢siu absolutnu hodnotu. Bez ujmy

na vSeobecnosti, nech plati |m| > |n|. RieSenia, kde je ,,vdc¢sie“ n dostaneme jednoducho vymenenim hodnét.

2n-1
m

Pozrime sa teraz blizsie na zlomok
obmedzit. Plati

. KedZe n je v absolutnej hodnote mensie, hodnotu zlomku vieme pekne

2n-1|<2|n|+1 < 2m| + 1.

KedZze m, n su celé ¢isla vieme vyvodit dokonca [2n — 1| < 2|m|. Pre cely zlomok tak dostaneme odhad

2n—1‘ 2n—-1| 2|m|
= <
m

Na zaciatku sme zistili, Ze Citatel aj menovatel musia byt neparne. Podiel dvoch neparnych ¢isel musi vyjst opét
nepérny, takze jedine -1 = +1, ¢o mézeme upravit na m = £(2n - 1).

Ked uz mame vyjadrent jednu neznamu voci druhej, moézeme dosadit do druhého zlomku a dopocitat sa k vy-
sledkom. Podla znamienka mame dva pripady.
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Pripad m = 2n — 1: V tomto pripade dostavame

20n-1)-1_4n-3 _, 3
n on n

Lahko vidime, Ze n musi byt +1 alebo +3. Druhy zlomok sme zabezpecili tym, ze m = 2n — 1, takze vyhovuju
vetky $tyri rieSenia (m,n) = (1,1), (-3,-1), (5,3), (=7,-3). Riesenie (1,1) nesplia podmienku |m| > |n|, nasli
sme ho v8ak uz na zaciatku a vieme, Ze vyhovuje.

Pripad m = —(2n — 1): V druhom pripade dostdvame

2@n-1) -1 An+l 1

n n n

Lahko vidime, ze n je +1, takze rie$enia si dve: (m,n) = (=1,1) a (3,-1). Opét sme nadli aj rieSenie (-1, 1), ktoré

nesplna |m| > |n|, ale ktoré sme tiez mali aj predtym.

Zostava nam uz len pridat ,otocené* rieSenia, kde |m| < |n|, a zistime, Ze vSetky mozné hodnoty (m, n) si:

(1,1), (1,-1), (-1,1), (-1,-1), (-3,-1), (5,3), (-7,-3), (-1,-3), (3,5), (-3,-7), (3,-1), (-1,3).

1.6 Kapitan Mocny Silny

Zadanie.

Kedze sa Jurko ukdzal ako najlepsi patrac, zverili prave jemu kapitanstvo aj s kapitanskou valaskou. Td bola vskutku
velkd a nepraktickd, tak necudo, Ze sa o 1iu pri ceste lesom potkol a spadol tvarou priamo do tinia. V fiom videl tizasny
zdzrak - povabnu Ziariacu dievcinu, ktord mu ponuikla akykolvek dar, ktory si zaZeld. Jurko vedel, ako si zbojnici
ctia um a prefikanost, a tak bez vdhania odpovedal: ,Silu!*

Presved(te sa, Ze Jurkova sila nie je mensia ako doteraz. Nech a, b, ¢ sii kladné redlne cisla také, Ze ab + bc + ca = 1.
Dokazte, zZe plati

1 1 1 ab bc ca
+ + >V3+ + + .
a+b b+c c+a a+b b+c c+a
Riesenie. opravuje Petr (petr.velycko@trojsten.sk)

Nejdiive za¢neme tim, ze provedeme nékolik uprav nerovnosti, kterou se snazime dokazat.

1 1 1 ab bc ca
+ + >3+ + + ;
a+b b+c c+a a+b b+c c+a

l-ab 1-b 1-
c, acz\/g;

+
a+b b+c a+c

b

ac+bc ab+ac ab+bc
+ + z\/§
a+b b+c a+c

a+b+c> \/5
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Mezi druhou a tfeti nerovnosti jsme tfikrat vyuzili predpokladu ab+bc+ac = 1. Déle si uvédomime, ze a+b+c > 0,
a tedy umocnéni nerovnosti na druhou je ekvivalentni tprava, mizeme tedy psat

(a+b+c)* >3
a* +b* +c +2(ab + bec+ac) > 3;
A+ >
a’ +b* + > ab + ac + be;
2a* + 2b* + 2¢* - 2ab — 2ac - 2bc > 0
a* —2ab+b* + b* = 2bc+ c* + > - 2ac+a* > 0;
(a-b)*+(b-c)*+(a-c)*>0.

Dostali jsme nerovnost, kterd evidentné plati (druhé mocniny realnych ¢isel jsou vzdy nezaporné) a jelikoz vsechny
upravy, které jsme provedli, jsou ekvivalentni, mizeme nerovnost ze zadani povazovat za dokazanou.

1.7 Kolko Mame Striebra?

Zadanie.

Ked' Jurkovi druhovia nasli svojho kapitina podriemkdvat v kricku, ndaramne sa potesili. Potrebovali si totiZ rozdelit
lup, no nevedeli, ako to spravit spravodlivo. Jurka teda zobudili a on prisiel s idedlnym planom.

Lup si rozlozili do trdvy do tvaru rovnostranného trojuholnika. Majii ho rozdelit na n > 2 mensich navzdjom zhod-
nych trojuholnikov (t. j. maju zhodné uhly, dlzky strdn a obsah) tak, aby tieto trojuholniky neboli rovnostranné.
Urcte najmentsie n, pre ktoré sa to nedd.

Rie$enie. opravuje Ifo (michal.ilkovic@trojsten.sk)

Najprv ukdzeme konstrukciu pren =2an = 3:

Teraz dokazeme, ze nevieme rozdelit rovnostranny trojuholnik na $tyri zhodné nerovnostranné trojuholniky.
Rovnostranny trojuholnik budeme znacit A a dlzku jeho strany ozna¢me a. VSimnime si, Ze vnutri kazdej strany
A (bez koncovych bodov) sa musi nachddzat aspon jeden vrchol nejakého zo $tyroch zhodnych trojuholnikov.

kms@kms . sk 9 https://www.kms.sk/


mailto:michal.ilkovic@trojsten.sk
mailto:kms@kms.sk
https://www.kms.sk/

Riesenia 1. kola letnej casti @@@

Inak by celd strana A musela byt totozna so stranou jedného zo zhodnych trojuholnikov a teda by kazdy zo $ty-
roch zhodnych trojuholnikov musel mat jednu stranu dlzky a. Existuju len tri spojnice dvoch bodov v A dlzky a
a to jeho tri strany, pri¢om tieto strany nemdzu byt stranami dvoch zhodnych trojuholnikov naraz. Mame $tyri
zhodné trojuholniky, takze nemé6zu mat dizku strany a.

Teraz spocitame uhly trojuholnikov dvomi réznymi sposobmi. Kedze mame $tyri zhodné trojuholniky, sucet
vSetkych ich uhlov bude 4 - 180°. Zaroven ale vieme spocitat vsetky uhly, ktoré su pri vrcholoch A, ¢o je 3 - 60°
avrcholoch na stranach A, ¢o je vacsie rovné 3-180°, pretoze vieme, ze na kazdej strane mame aspon jeden vrchol
a kazdy vrchol prispieva prave 180°. To je dokopy védcsie rovné 4-180°. Takze vieme, Ze na kazdej strane A je prave
jeden vrchol a vnutri A nie je ziaden vrchol zhodnych trojuholnikov, lebo by bol stcet uhlov spocitany druhym
sposobom viac nez 4 - 180. Teraz si uvedomime, Ze kazdy vrchol A je vrcholom aspon jedného zo zhodnych
trojuholnikov a kazdy zo zhodnych trojuholnikov ma vrchol v najviac jednom z vrcholov A (lebo nemdze mat
stranu dlzky a). Z toho vyplyva, Ze médme iba dve moznosti, ako rozdelit A. V prvej moznosti kazdy vrchol A
je vrcholom prave jedného zhodného trojuholnika a v druhej moznosti je jeden vrchol A vrcholom prave dvoch
trojuholnikov:

V prvom pripade plati, Ze stredny trojuholnik musi byt rovnostranny, lebo pri zhodnych trojuholnikoch je oproti
zhodnej strane zhodny uhol. Takisto v druhom pripade, ale uhol pri vrchole A s dvomi trojuholnikmi je mensi
ako 60°, takze pre n = 4 konstrukcia neexistuje, ako sme chceli ukdzat.

1.8 Knaz Marne Superi

Zadanie.

O knazoch sa hovori, Ze Zijii bohaty duchovny Zivot. Preto sa Jurko so svojou druZinou rozhodli, Ze jedného oliipia.
Ten sa vsak nechcel nechat olupit a branil sa silou mocou. Kedze Jurko nerdd ludom ublizoval, rozhodol sa, Ze ho
priviazu k nedalekému beténovému prazcu, kym budii v jeho kapse hladat nejaké vzdcnosti.

Nech o(n) oznacuje siicet delitelov ¢isla n (vrdtane n) a d(n) oznacuje pocet delitelov isla n. Ndjdite vietky vzdcnosti,
teda kladné celé cisla n spliiajiice o(d(n)) = n.

Rie$enie. opravuje Krivo$ (jakub.krivosik@trojsten.sk)

Takyto typ tloh sa Casto riesi tak, ze ukazeme, Ze niektora zo stran bude vicsia ako druhd od nejakého n a vsetky
hodnoty mensie ako n skontrolujeme ru¢ne. TakZe rie$enie za¢neme tym, Ze si odhadneme funkcie a(n) a d(n).
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Za¢neme odhadom o(n), v ktorom bude klti¢ovou myslienkou fakt, Ze delitele n "chodia v paroch’, teda Ze ak d
je delitelom 7, potom aj 4 je delitelom 7. Delitele velkosti nanajvys \/n sa ndm budu parovat s delitelmi velkosti
aspoti \/n. Teda mozeme odhadnut o(n) zhora ako

g n\ ¥ Vg n+ Yy n+ ‘/_ n(~/n+ n[log,(n
a<n>gz(i+7):;,-+ﬂ7 f(f 1) s \F(f D, 1 f({ D nll g22< )]

i=1

M

b

pricom [log, \/n| sme dostali tak, ze sme ¢leny poskupinkovali do skupiniek velkosti 1 2,4,8, ... akazdu skupinku
sme odhadli zhora jednic¢kou. Skupinky boli 1;2 + 1 <2-2 =1;2+1+2+1<4.1=1,.... Pocet skupiniek je

log, (1)
[logz (\/E)] - [%]
Teraz prisiel rad na odhad d(n). Popdrovanim ako vyssie vieme jednoducho dostat odhad d(n) < 2+/n.

Nasli sme dva odhady pre nase funkcie, oba odhady st rastice funkcie, teda odhad velkosti zlozenej funkcie
o(d(n)) dostédvame ako zlozenie odhadov, teda:

1, x++/x + x[log,(x) ]
ol o(d(n)) < 5

pri¢om x = 2./ a lavé rovnost je zo zadania. Po predeleni x a prenasobeni 2 dostdvame
L <1+ ! +1 ()]<1+1+(1 +1)
—x<1+—+|[log,(x —+ (log,x+1).
2 VX 82 3 &

Vsimnime si, ze pre x = 13 je lavd strana rovna 6 + 1/2 a pravd 6 + 1/3, ¢iZe prava strana je mensia. Zaroven,
zvacSenim x o 1 sa lava strana zvacsi o 1/2 a prava strana o menej ako 1/2. Totiz,

1 1
log,(x+ 1) —log,(x) = log, (%) = log, (1 + ;) ,

¢oje pre 1+ 1/x < \/2 = x > 3 zrejme mensie ako log, /2 = 1/2. Vyhovovat teda mézu len x < 13. KedZe uz
vieme, ze 13 > x = 2y/n > d(n), ostdva ndm presetrit pripady d(n) < 12. To urobime tak, Ze pre stanovené d(n)
spocitame o(d(n)). Ak by toto bolo rovné n, tak d(o(d(n)) by malo byt rovnaké ako d(n).

d(n) 12 10 | 11| 12
o(d(n)) 12 15|13 [ 18 | 12| 28
dio(dm))) (123246 4] 4] 2]6]|6]6

w
A~
il
(=)
~
o)
No)

w
'
N
o)
o]

Finalne dostaneme, Ze jediné vyhovujice nsun € {1,3,4,12}.

Lepsi odhad d(n).

Nech n = p{'p5*...p* je prvociselny rozklad n, potom d(n) = (a; +1)(ay +1)---(ax + 1), kedze pre kazdé prvocislo
pi mame «; + 1 moznosti na exponent, v ktorom moze byt v delitelovi n. Teraz dostavame:

d(n)2 +1)2

(@+1)* 9 4_
U a <3377
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kde sme odhad dosiahli z faktu, ze (x;—xl)z pre p > 5 je vzdy ako mensie 1 a pre p = 2 a p = 3 dosahuji maximum
s exponentami 2 a 1. Upravenim dostdvame odhad d(n) < \/3n. Pre takyto odhad by sme na konci museli ru¢ne

preskusat len 7 moznosti namiesto 12.

1.9 Klofli Ma Strukovinami

Zadanie. Jurkovo vycinianie uz dlhsie lezalo v Zaludku mocnej ruke zdkona, ktord ho nie a nie uchopit. Ked sa vsak
k Zanddrom dostala historka o potknuti sa na valaske, zosnovali pldn. Doviezli vsetok hrach z Uhorska a rozsypali
ho po celej Terchovej, dufajiic, Ze sa zbojnik na aspon jednom zrnku potkne. A tak sa nakoniec aj stalo...

Trojica Zanddrov rozostavend v rohoch trojuholnika ABC tplne obkliicila Jurka ], ktory lezal niekde vo vnutri tohto
trojuholnika. Priamky AJ a BC, B] a AC, CJ a AB sa pretinajii postupne v bodoch A’, B', C'. Ak ABC mad obsah 1,
aky najvicsi obsah méze mat trojuholnik A'B'C'?

Rie$enie. opravuje Mati (matus.zelko@trojsten.sk)

Moznych pristupov je viacero, vzorové rieSenie vychadza z rieSenia od Alexa Markusa. Ak si zvolime J ako tazisko,
tak je lahké ukazat, ze obsah Sy/p ¢ = 1/4.

Teraz ukdzeme, Ze ide o najvicsi mozny obsah. Oznaéme dlzky stran BA’,CB/,AC',A’C,B'A a C'B postupne
ako a,b, ¢, x,y a z. Potom z Cevovej vety' plynie, Ze 7 - f -2 = 1. Ozna¢me K = xyz = abc. Napriklad nasledovne

ABC je tvoreny stredmi stran. Jeho strany st strednymi prieckami, takze to je podobny trojuholnik s koeficientom
podobnosti 3, takZe jeho obsah je ;.

2 > v SC/BA’ _ az
Chceme dokazat, ze S = ()

Ratajme
SABA’ a- va/2 a

Supc  (a+x)-val2 ) (a+x)

1ht‘cps ://prase.cz/library/CevovaAMenealovaVetaAZ/CevovaAMenealovaVetaAZ. pdf
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Oznac¢me postupne D a E pity vySok z bodov A a C' na stranu BC. Trojuholniky C'BE a ABD su podobné, preto

|C'E] _ 2 v
|AD| T c+2? avsak

SC’BA’ _ |C’E| _ z
SABA’ |AD| (C+Z>.

Vynasobenim dvoch ziskanych rovnosti dostavame hladany vyraz. Pre ostatné strany dostavame

S _ SC’BA' _ az

BT e (a+x)(c+z)

S _ Sarcw _ bx

ATCE SABC - (b+y)(a+x)’
N

SB’AC’ = pac A

Sac (c+z)(b+y)

KedZe plati Supc = 1 — Sprac — Scrpar — Sarcp, tak ndm stadi ukazat, ze Spac + Scrpar + Sarcy > f;. Po dosadeni
chceme aby platilo
cy az bx

3
(c+2)(bry)  (@+x)(ct2) (b+y)(a+x) 4

Prenasobenim a ekvivalentnymi upravami postupne dostdavame
4abz + 4ayz + 4bcx + 4bxz + dacy + 4cxy > 3(a+x)(b+y)(c + 2),

abz + ayz + bex + bxz + acy + cxy > 3abc + 3xyz = 6K.

Avsak pre lavu stranu z AG-nerovnosti plynie

abz + ayz + bex + bxz + acy + cxy > 63/a3b3c3x%y32% = 6V KK = 6K.
Tym sme dokazali, ze Spc < 1/4.

1.10 Kruty Mestsky Sud

Zadanie.

Ked zandadri Jurka chytili, priviedli ho pred sud. Tam ho obvinili z vytrznictva, paserdctva, zbojnicenia, vedenia
zlocineckej skupiny a navyse z pokusu o vraZdu, kde obzaloba tvrdila, Ze zbojnicka druZina pod Jurkovym vedenim
hodila kniaza do hlbokej studne.

Jurkove vypovede boli umiestnené do tabulky nxn. V kazdom policku bola prave jedna vypoved, pricom kazda z nich
je oznacend bud ako pravdivd, alebo ako nepravdivd. Nad mriezkou a nalavo od nej stoja Obhajca a Zalobca. Ti
vykondvajii kontroly vypovede. Jedna kontrola zalina tak, Ze Obhajca si vyberie lubovolny stlpec a Zalobca lubovolny
riadok tabulky. Ndsledne nimi subezne policko po policku prejdii, Obhajca zhora dole a Zalobca zlava doprava. Ked
obidvaja naraz skontrolujii cely riadok, resp. stlpec, kontrola konli. Vieme, Ze bez ohladu na to, aky riadok a stipec
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by si na zaciatku kontroly vybrali, naraz by na polickach oznacenych ako nepravdivé stili v prdve jednom momente.
Pre aké n existuje také vyplnenie tabulky?

Rie$enie. opravuje Dzavo (adam.dzavoronok@trojsten.sk)

Podla Risa Dudeka. Namiesto tabulky s vypovedami pracujme s maticou A, ktora ma ako prvky ¢isla 0 a 1. Ne-
zvycajne, 0 zodpoveda pravej vypovedi a 1 nepravdivej. Podmienku zo zadania teda mozeme vyjadrit ako

Z Ai,mAm,j = 1

Iny spdsob, ako sa na toto mozeme pozriet, je ze A> musi byt matica, ktora obsahuje iba jednotky (ale to nevyuzi-
jeme). Z predchadzajucej rovnosti, vybratia konstanty pred stcet a vymeny sictovych premennych mame

Z Ab,j = Z Ab,j Z Ai,aAa,b = ZAi,uAa,bAb,j = Z Ai,a ZAa,bAb,j = Z Ai,a-
b b a a,b a b a

Teda

Z Ah,j = Z Ai,a-
b a

Viimnime si ale, Ze lava strana tejto rovnice je sucet j-teho stlpca a pravé strana je stcet i-teho riadku. Hodnoty
i,j mozu byt lubovolné, teda vidime, ze vSetky riadky aj stlpce musia mat rovnaky stucet. Nech je to x, teda sucet
celej tabulky je xn. Potom

n=xY Aim= Aim > Anj= > AjmAnj=y 1=n
im i,m j ij,m i,j
Odtial x = \/n.
Avsak x musi byt celé ¢islo, takze n musi byt Stvorec.

Teraz ukdzeme konstrukciu pre pripad, ked # je dokonaly $tvorec. Nech n = w?. Tabulku velkosti n x n rozdelime
na w? mensich $tvorcov velkosti w x w. Mozeme si ju teda predstavit ako w x w tabulku, ktorej prvkami su $tvorce
velkosti w x w.

Pre vietky $tvorce nachddzajtice sa v i-tom stlpci tejto velkej tabulky vyplnime ich i-ty riadok jednotkami a vSetky
ostatné policka nechame nulové.

Ukézeme, 7e tato tabulka splia pozadovanu vlastnost. Ak vyberieme fubovolny riadok celej tabulky, nachadza
sa v flom presne jeden suvisly usek jednotiek dizky w. Na druhej strane, v kazdom stlpci sa jednotky objavuju
pravidelne kazdych w riadkow.

Preto pre lubovolne zvoleny riadok a Iubovolny stlpec existuje prave jedna pozicia, kde sa jednotky ,,stretnu‘
Z toho vyplyva, zZe sucet 3., A;nA; je vidy rovny 1, ako sme chceli.

Priklad konstrukcie pre w = 3:

https://www.kms.sk/ 14 kms@kms. sk


mailto:adam.dzavoronok@trojsten.sk
https://www.kms.sk/
mailto:kms@kms.sk

Riesenia 1. kola letnej casti

®O®

1 1100000 O]
00011

1 000

1

000 O0O0O01

1110000O00O0

00011

1 000

1

000 O0O0TO01

111000O0°O00O0

00011

00
1

1

000 O0O0O01

https://www.kms.sk/

15

kms@kms . sk


mailto:kms@kms.sk
https://www.kms.sk/

	Riešenia 1. kola letnej časti
	1.1 Kocka Mojich Spolupovstalcov
	1.2 Koniec Masívneho Sprisahania
	1.3 Kadejakého Mafiána Strážim
	1.4 Kamarát Mi Sfúkol
	1.5 Kradnutie – Môj Svet
	1.6 Kapitán Mocný Silný
	1.7 Koľko Máme Striebra?
	1.8 Kňaz Márne Súperí
	Lepší odhad d(n).

	1.9 Klofli Ma Strukovinami
	1.10 Krutý Mestský Súd


