Kore$ponden¢ny matematicky semindr

. XLVIL. ro¢nik, 2025/2026 @@
Tro]sfen

KMS, OATC KAGDM FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava

Mili $tudenti, ucitelia a ostatni matematicki nadsenci!

Dostavate do rik tvodny letak letnej casti 47. ro¢nika Korespondencného Matematického Seminara (KMS). Tato
sutaz organizovand ob¢ianskym zdruzenim Trojsten na pode Fakulty matematiky, fyziky a informatiky Univerzity
Komenského v Bratislave (FMFI UK) je pre stredoskolakov jedine¢nou prilezitostou na zdokonalenie svojich ma-
tematickych schopnosti a logického myslenia. Zruc¢nosti a sktisenosti ziskané pri rieSeni tohto semindra, pripadne
pri ucasti na zaverecnom sustredeni, si velmi cennou devizou aj pri rieSeni Matematickej olympiady (MO).

Mladsim a zacinajucim $tudentom st urcené nizsie levely, pre starsich a skusenejsich mame aj levely vyssie. Kazdy
moze, samozrejme, v ramci svojich moznosti, riesit viacero levelov. Podrobnejsie informacie o jednotlivych leve-
loch najdete v pravidlach. Pre tych, ktori maju vyssie ambicie a chceli by uspiet na celostatnom kole MO katego-
rie A, je ur¢eny seminar iKS (Medzinarodny kore$ponden¢ny seminar), ktory organizuju veduci KMS v spolupraci
s ¢eskymi kolegami z Matematického koresponden¢niho seminare. Tento seminar ma velmi $pecificky ciel, kto-
rym je priprava studentov na CK MO-A a aj na Medzinarodni matematickd olympiadu. Bliz$ie informacie o nom
ndjdete na stranke www. iksko.org.

Ak mate akékolvek otazky alebo pripomienky, smelo nas kontaktujte e-mailom na adrese kns@kns . sk.

Vela tspechov a radosti z rieSenia vam Zelaju
vasi organizdtori

Pravidla

Vseobecné informacie o koreSponden¢nom matematickom seminari

Sutaz sa sklada z dvoch nezavislych casti - zimnej a letnej. Kazda z nich prebieha v ramci $kolského polroka. Na
konci kazdej casti budu najispesnejsi riesitelia pozvani na zaverecné sustredenie. Kazda cast pozostava z troch
kol uloh. Zadania jednotlivych kol ndjdes na stranke https://kms.sk/ulohy/ vZidy aspon tri tyzdne pred terminom
odovzdania daného kola. Ulohy 1 az 8 budt obodované poctom bodov od 0 po 7, tloha 9 poétom bodov od 0
po 8 a uloha 10 po¢tom bodov od 0 po 10. Body sa udeluju aj za ¢iastkové ¢i neuplné rieSenia. Za kazdé kolo
sa rieSitelovi do poradia zapocita 5 tloh s najva¢sim bodovym ziskom.

Levely

Kazdy riesitel KMS ma priradeny level - ¢islo z rozmedzia 1 az 5. Tento level ovplyviuje to, ktoré ulohy sa riesi-
telovi zapocitavaju do vysledného poradia. Presnejsie, riesitelovi sa do vysledného poradia zapocitava 5 najlepsie
vyrie$enych tloh jeho levelu. Najnizsia tloha, ktora sa pocita do vysledkovej listiny levelu L, je tloha s ¢islom L.
Do vysledkovych listin prvych troch levelov sa zapocitavaju tlohy az po ¢islo 8, do vysledkovych listin zvy$nych
dvoch levelov sa zapocitavaju aj tlohy 9 a 10. Okrem vysledkovej listiny svojho levelu budes aj vo vysledkovych
listinach vsetkych vyssich levelov, z ktorych si vyriesil aspon jednu tlohu.
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Kazdy ziak, ktory zacne riesit KMS, zacina na leveli 1. Riesitelom, ktori uz KMS riesili pred zmenou pravidiel,
sa koeficient, ktory by im prislichal tento semester, na level prepocita podla nasledovnej tabulky:

Koeficient | 0 | 1 | 2 | 3az4 | 5aviac
Level 11213 4 5

Level riesitela sa nikdy neznizuje, v priebehu jednej casti sa level nemeni, a na zaciatku kazdej Casti sa moze
zvysit dvoma spdsobmi:

o Aksariesitel pocas predoslej ¢asti zucastnil sustredenia, na ktoré bol pozvany ako riesitel's levelom L, zvysi
samulevel na L + 1.

o Ak riesitel v predoslej Casti ziskal vo vysledkovej listine levelu L asponi 80% maximalneho poc¢tu bodov (t.
j. 84 bodov pre levely 1 az 3 a 93 bodov pre level 4), stipne mu level na L + 1.

Vynimkou je level 5, z ktorého sa uz vyssie postupit neda.

Priklady vypoctu levelov

Pre lepsie pochopenie fungovania levelov uvdadzame nasledovné dva priklady.

Gabriela je $ikovna prvacka. Kedze KMS predtym neriesila, zacala s levelom 1 a hned v zimnej Casti sa jej podarilo
v leveli 1 ziskat viac ako 84 bodov. Ked teda zacala letna cast, Gabriela mala uz level 2. Gabriela i$la dokonca aj
na zimné sustredenie. Na sustredenie bola ale pozvana z Casti, v ktorej mala este len level 1, a preto sa jej level uz
viac nezvysil.

V letnej Casti sa jej darilo trocha menej. Ziskala viac ako 36 bodov - teda dost na to, aby mohla byt pozvana na
sustredenie (viac niZ$ie), no na 84 to uz nedotiahla. Zucastnila sa tiez letného ststredenia (na ktoré bola pozvana
z letnej Casti, ktoru riesila s levelom 2). To znamena, Ze jej level sa zvysil na 3, a teda zimnu ¢ast mohla riesit tlohy
¢islo 3 az 8.

Risko zacal riesit zimnu ¢ast KMS ako tretiak s levelom 1. Ziskal sice aspon 36 bodov, no tieZ to na 84 nestacilo.
Nasledne bol pozvany na zimné sustredenie, no nemohol sa ho zucastnit.

Pred nasledujicou letnou c¢astou sa mu preto level nezvysil, a teda pocas letnej casti bol Risko stale na leveli 1.
V tejto Casti sa mu darilo viac, vyhral level 1 (s 90 bodmi), bol na trefom mieste levelu 2 (s 86 bodmi) a v leveli
3 skoncil na 15. mieste (so 75 bodmi). V lete sa mu opét nepodarilo zucastnit sustredenia. Ked sa ako $tvrtak
pustil do zimnej ¢asti, s prekvapenim zistil, Ze je na leveli 3. Level mu stupol vdaka tomu, Ze v predchadzajuicej
Casti ziskal aspon 84 bodov v leveli 2.

Pozyvanie na sustredenia

Po kazdej casti, zimnej aj letnej, sa uskuto¢ni aspon jedno ststredenie pre najuspesnejsich riesitelov vietkych leve-
lov. Z kazdého z levelov bude aspon 10 najlepsich riesitelov pozvanych na niektoré z nich, nasledne budu riesitelia
pozyvani proporéne podla poctu riesitelov v jednotlivych leveloch. V ramci jednej Casti je mozné ztcastnit sa naj-
viac jedného sustredenia. V pripade, Ze sa v niektorej z ¢asti uskuto¢ni viacero sustredeni, vyhradzujeme si pravo
s prihliadnutim hlavne na ro¢nik tspesného riesitela pozvat ho na sustredenie inych levelov.
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Na sustredenie mdzZe byt pozvany len riesitel, ktory vo vysledkovej listine niektorého z levelov ziskal aspon
36 bodov - ¢ize aspon 34% plného poctu bodov v najniz§om z levelov. Vyhradzujeme si pravo v pripade opod-
statnenych okolnosti od tejto podmienky upustit pri prvoriesiteloch.

Pokyny pre riesitelov
« Ulohy rie$ samostatne.

« Riesenie kazdej ulohy riadne zdovodni. V pripade, ze v Casti ¢i celom rieseni pouziva§ odbornu litera-
turu, uved jej nazov, autora, vydavatelstvo, rok vydania a stranu, pripadne odkaz na internetovu stranku,
ak si ¢erpal z internetu. Samozrejme, aj v tomto pripade zasli kompletné rieSenie. Riesenie musi byt ex-
plicitné (pochopitelné samo o sebe bez dalsich zdrojov) a musi byt skontrolovatelné (v rozumnom case)
ru¢ne opravovatelom (napriklad rieSenia vyuzivajuce vypoctovu techniku obvykle ru¢ne skontrolovatelné
nie su).

» Odporucame Ti pozriet stranku Ako riesit tlohy v KMS na adrese www.kns. sk/ako_riesit/, kde najdes nie-
kolko uzito¢nych rad.

« Riedenia posielaj elektronicky do terminu odoslania kola. RieSenia odoslané po termine odoslania spdso-
buju znac¢né organizacné problémy, vyhradzujeme si preto pravo udelit za ne nula bodov.

« RieSenie kazdej tlohy pi$ na samostatny papier formatu A4. Ku kazdej tlohe uved svoje meno, triedu, $kolu
a adresu! Vitané st okrem rieseni v slovencine aj rie$enia v anglictine, ¢estine a riesenia pisané v TgXu.
Z organiza¢nych dévodov nebudu opravované riesenia pisané v inych jazykoch.

« Na nasej stranke www.kns.sk/tenplate si moze$ stiahnut a vytlacit predlohy pre rieSenia.

Y Y

« Riesenia pi$ ¢itatelne. Ak nebudeme schopni precitat ¢ast tvojho riesenia, vyhradzujeme si pravo neudelit
ti za ta ¢ast body. Moze§ zvazit pisanie rieSenia na pocitaci.
» Nedodrzanie tychto pravidiel bude viest k postihu.

» Opravené, obodované a okomentované rieSenia najdes po prihlaseni pod zadanim ulohy na nasej stranke.

« Po termine kola moze§ na nasej stranke najst navody, prip. aj videonavody, ktoré ti pomdzu (nesutazne)
doriesit ulohy, s ktorymi si mal/-a problém. Nasledne tam zverejnime aj vzorové riesenia.

« Pokial mas dojem, Ze tvoje rieSenie bolo nespravne obodované, posli ¢o najskor staznost na e-mailovu ad-
resu kms@kms . sk.

« Ak ti nie je v zadaniach ¢okolvek jasné alebo mas akékolvek pochybnosti, netreba sa bat spytat sa nas.
Idedlny sposob je zaslanie e-mailu na kms@kns. sk.

Elektronické posielanie rieseni

Odovzdavanie rieseni prebieha v elektronickej podobe na nasej stranke. Pre elektronické posielanie rieseni platia
nasledovné pravidla:

o Pred prvym odovzdavanim je potrebné na nasej stranke vyplnit vsetky potrebné tdaje (pozri si navod na
https://kms.sk/eriesenia).
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« Termin na odovzdanie je vzdy v den terminu odoslania kola o 23:59. Po tomto case uz elektronické posie-
lanie nie je mozné.

o Akceptované su iba riesenia vo formate PDF pisané na pocitaci, pripadne naskenované, pre kazda ulohu
jeden subor. Priich tvorbe odporuc¢ame pouzit TgX alebo export do formatu PDF z inych aplikacii. Mo6zes
pritom vyuzit predlohy, ktoré najde$ na nasej stranke www. kms . sk/template. Ak posielas oskenované riesenie,
daj si pozor, ¢i nie je prili$ tmavé a ¢i je Citatelné.

» Nezabudni v hlavicke rieSenia uviest svoje meno, triedu, $kolu a adresu!

Prijatie na FMFI UK bez prijimaciek

Ak ucastnik ziska v niektorej ¢asti (zimnej, letnej) a lubovolnej kategérii KMS asponi 65% celkového poctu bodov,
a hlasi sa na §tudijny program, ktorého profilovym predmetov je matematika, bude prijaty.

Ba ¢o viac, ak dosiahne excelentné vysledky a dostane za to Dekansky list, v pripade, Ze pride $tudovat na FMFI
UK, ¢akd nanho motiva¢né stipendium vo vyske priblizne 300 eur.
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Zadania 1. kola letnej Casti
Termin odoslania 23. februar 2026 (pre zahranicie )
V pripade otazok k zadaniam nas nevahajte kontaktovat na kms@kns. sk.

1.1 Kocka Mojich Spolupovstalcov level L1, max. 7 bodov

»,Mamo, tato, ja uz nechcem byt nevolnik!“ povedal Jurko odhodlane svojim rodicom. ,,OK,“ odpovedal jeho
otec a odviedol ho do tabora povstaleckych vojsk Frantiska Réakociho, kedZze vojenska sluzba bol jediny spdsob
ako sa oslobodit.

Jurkovi sa vycvik pacil, kedze poc¢as neho mohol s ostatnymi povstalcami hrat kocky. Presnejsie kocku, lebo mali
len jednu. Na jej stenach je napisanych 6 po sebe idiicich prirodzenych ¢isel. Na obrazku vidime 3 z nich. Vieme,
7e sucty &isel na protilahlych stranch st rovnaké. Comu sa moze rovnat sucet vietkych &isel?

o

1.2 Koniec Masivneho Sprisahania levely L1 az L2, max. 7 bodov

Jurkovi sa do bojov v skutoc¢nosti vobec nechcelo a pri pohlade na krv sa mu robilo mdlo. Takze, ked pocas bitky
pri Trencine povstalci vyuzili svoju prevahu troch ku jednému na panicky ttek, s radostou sa k svojim druhom

pridal.
Franti$ek sa po tomto netspechu musel poratat s dezertérmi. Ratajte aj vy! Najdite vSetky trojice redlnych cisel
(x, y,z), splnajucich nasledovné rovnice:

x+2y=4,
2xy - 372 = 4.

1.3 Kadejakého Mafiana Strazim levely L1 az L3, max. 7 bodov

Jurko sa bal odplaty Frantiska Rakociho, a tak sa po navrate domov nechal naverbovat do druhej armady, ten-
toraz cisarskej, ktora ich pri Trencine tak lahko rozohnala. Ti mu v boji az tak neddverovali, a tak ho nechali
strazit vaznov na Byt¢ianskom zdmku. S nimi Jurko vzdy vychadzal zadobre a skamaritil sa aj s istym zbojnikom
Uhor¢ikom.

Na zemi je kriedou napisané ¢islo 2026. Jurko a Uhor¢ik sa hraju hru. Postupne sa striedaju v tahoch, pricom
zacina Jurko. Hrac, ktory je na tahu, vyberie taky kladny delitel d ¢isla N aktualne zapisaného na zemi, aby bolo
Cislo N - (2d - 1) kladné. Povodné ¢islo N nasledne zmaze a nahradi ¢islom N — (2d — 1). Prehréava hrég, ktory
na zem napise ¢islo 1. Kto vie zarucene vyhrat?
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1.4 Kamarat Mi Sfakol levely L1 az L4, max. 7 bodov

Jurkovi sa jeho nového kamarata zavse ulutostilo, a tak mu poradil ako z hradu utiect. Pred nadriadenymi sa na-
sledne poctivo pontkol, Ze pdjde viazina nahanat do okolitych lesov. Odvtedy ho uz viac nevideli.

V trojuholniku LES zvolime bod X na strane LS tak, aby [SX| = 2|XL|. Podobne zvolime bod Y na strane LE tak,
aby |[EY| = 2|YL|. Bod Z zvolime tak, aby LYZX bol rovnobeznik a LZ tvorilo uhlopriecku tohto rovnobeznika.

a) V akom pomere deli priamka EX usecku LZ?
b) V akom pomere deli priamka SY tsecku LZ?
c) Dokazte, ze priamky LZ, EX a SY sa pretinaju v jednom bode.

1.5 Kradnutie - Moj Svet levely L1 az L5, max. 7 bodov

V lese Jurko lahko nasiel svojho kamardta a ochotne sa stal ¢lenom jeho zbojnickej druziny. Spolu ozbijali mnoho
zamoznych kupcov a §lachticov. Jedného dna si Uhor¢ik uvedomil, Ze uz ma dost nasetrené vo svojom dochod-
kovom sporeni, a tak sa rozhodol, Ze ukon¢i svoju aktivnu kariéru. Zbojnici si tak museli spomedzi seba vybrat
nového kapitana.

Kapitanom musi byt niekto, kto dokdze v kazdom ro¢nom obdobi najst vhodny lup. Zbojnici si teda spomedzi

seba zvolia toho, kto najde vietky celé ¢isla m, n také, ze =1 aj =1 s celé &isla. Najdite ich aj vy!

1.6 Kapitan Mocny Silny levely L1 az L5, max. 7 bodov

KedZe sa Jurko ukazal ako najlepsi patrac, zverili prave jemu kapitanstvo aj s kapitanskou valaskou. Ta bola vskutku
velka a neprakticka, tak nec¢udo, Ze sa o nu pri ceste lesom potkol a spadol tvarou priamo do trnia. V fiom vi-
del uzasny zazrak — pdvabnu Ziariacu diev¢inu, ktora mu ponukla akykolvek dar, ktory si zazela. Jurko vedel,
ako si zbojnici ctia um a prefikanost, a tak bez vahania odpovedal: ,,Silu!*

Presvedcte sa, ze Jurkova sila nie je mensia ako doteraz. Nech g, b, ¢ su kladné redlne ¢isla také, ze ab + bc + ca = 1.
Dokazte, ze plati
1 1 1 ab bc ca

+ >V3+ + + .
a+b b+c c+a a+b b+c c+a

1.7 Kolko Mame Striebra? levely L1 az L5, max. 7 bodov

Ked Jurkovi druhovia nasli svojho kapitana podriemkavat v kricku, nairamne sa potesili. Potrebovali si totiz roz-
delit lup, no nevedeli, ako to spravit spravodlivo. Jurka teda zobudili a on prisiel s idedlnym planom.

Lup si rozlozili do travy do tvaru rovnostranného trojuholnika. Majt ho rozdelit na # > 2 mensich navzajom zhod-
nych trojuholnikov (t. j. maji zhodné uhly, dlzky strdn a obsah) tak, aby tieto trojuholniky neboli rovnostranné.
Urcte najmensie n, pre ktoré sa to neda.
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1.8 Knaz Marne Superi levely L1 az L5, max. 7 bodov

O knazoch sa hovori, Ze Ziju bohaty duchovny Zivot. Preto sa Jurko so svojou druzinou rozhodli, Ze jedného olupia.
Ten sa vSak nechcel nechat olupit a branil sa silou mocou. Kedze Jurko nerad ludom ublizoval, rozhodol sa, Ze ho
priviazu k nedalekému beténovému prazcu, kym buda v jeho kapse hladat nejaké vzacnosti.

Nech o(n) oznaduje sucet delitelov ¢isla n (vratane n) a d(n) oznacuje pocet delitelov &isla n. Najdite vetky
vzacnosti, teda kladné celé ¢&isla n splhajuce o(d(n)) = n.

1.9 Klofli Ma Strukovinami levely L4 az L5, max. 8 bodov

Jurkovo vy¢inanie uz dlhsie lezalo v zalidku mocnej ruke zédkona, ktora ho nie a nie uchopit. Ked sa vsak k zan-
darom dostala historka o potknuti sa na valaske, zosnovali plan. Doviezli vSetok hrach z Uhorska a rozsypali ho
po celej Terchovej, dafajuc, ze sa zbojnik na aspon jednom zrnku potkne. A tak sa nakoniec aj stalo...

Trojica zandarov rozostavend v rohoch trojuholnika ABC uplne obklucila Jurka J, ktory lezal niekde vo vnutri
tohto trojuholnika. Priamky AJ a BC, BJ a AC, C] a AB sa pretinaju postupne v bodoch A’, B/, C'. Ak ABC ma
obsah 1, aky najvacsi obsah moze mat trojuholnik A’B'C’?

1.10 Kruty Mestsky Sud levely L4 az L5, max. 10 bodov

Ked Zandari Jurka chytili, priviedli ho pred sid. Tam ho obvinili z vytrznictva, paseractva, zbojnicenia, vedenia
zlo¢ineckej skupiny a navyse z pokusu o vrazdu, kde obzaloba tvrdila, Ze zbojnicka druzina pod Jurkovym vedenim
hodila knaza do hlbokej studne.

Jurkove vypovede boli umiestnené do tabulky n x n. V kazdom policku bola prave jedna vypoved, pricom kazda
znich je oznagend bud ako pravdiva, alebo ako nepravdivé. Nad mriezkou a nalavo od nej stoja Obhajca a Zalobca.
Ti vykonéavaju kontroly vypovede. Jedna kontrola zacina tak, ze Obhajca si vyberie [ubovolny stipec a Zalobca
Tubovolny riadok tabulky. N4sledne nimi stibezne poli¢ko po policku prejdi, Obhajca zhora dole a Zalobca zlava
doprava. Ked obidvaja naraz skontrolujt cely riadok, resp. stlpec, kontrola kon¢i. Vieme, ze bez ohladu na to, aky
riadok a stlpec by si na za¢iatku kontroly vybrali, naraz by na poli¢kach oznacenych ako nepravdivé stéli v prave
jednom momente. Pre aké n existuje také vyplnenie tabulky?
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