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RieSenia 2. kola letnej Casti

2.1 Kondare Mocné Seka

Zadanie.

Drevoruba¢ Papek je velmi vaZenym a respektovanym oblanom. Zabezpecluje totiZ pre kmern prisun vSemoZnych
ako by sa mohlo zdat. Kazdy papek je inak hruby, takZe aj papek, ktorym ho vieme rozdelit, musi mat spravnu
hribku. S prilis malymi papekmi je zase prdca namdhava a tipornd, oblas do papeku ticie aj cely den. Teraz Celi
tazkému problému:

Papek ma 9 roznych papekov s hriibkami postupne 1,2, ...,9 palcov. Potrebuje ich rozdelit na dve kopy, v jednej bude
5 papekov, v druhej budii 4. V oboch kopdch ndsledne spocita siicin hriibok papekov (v kazdej kope zvldst). Kolkymi
spésobmi vie papeky rozdelit tak, aby bol jeden zo sii¢inov ndsobkom zvysného?

Riesenie. opravuje Maryna (maryna.horodenchuk@trojsten.sk)

Snazime sa z cifier 1, ..., 9 zostavit 2 ¢isla tak, Ze jedno deli druhé. KedZe nemame parny pocet kazdého prvocisla
v prvociselnych rozkladoch, tak tieto 2 ¢isla nebudu rovnaké a teda jedno bude vicsie. Najprv si uvedomme, ze
¢isla 5 a 7 nutne budd v tom vacsom disle, inak by ho to mensie nedelilo.

Dalej si vsimnime, Ze mdme v prvoéiselnych rozkladoch edte k dispozicii 4-krét cifru 3 a 7-krat cifru 2. V tom
vacSom cisle bude aspon 2-krat cifra 3 a aspon 4-krat cifra 2. Ak by kopa papekov zodpovedajuca vacsiemu cislu
mala velkost 4 papeky, tak zial uz nejde doplnit. Skutoc¢ne, ostavali by 2 papeky, spomenme si, ze prvé dva maja
dizky 5 a 7 palcov. Aby sme mali vo vi¢som ¢isle 4 dvojky tak v iom musi byt osmicka a este ddke parne ¢islo. To
nam da maximalne jednu cifru 3, ktora sa schova do ¢isla 6. To nestaci.

Vicsiemu cislu prislicha teda kopa na ktorej je 5 papekov. Rychlo si uvedomme, Ze ¢islo 1 musi byt na kope s 4
papekmi, inak sa dostavame do situacie ako v minulom odseku. Dalej, ak by ¢islo 8, ktoré obsahuje 3 dvojky, bolo
na kope s men$im poctom papekov, tak uz vsetky ostatné parne ¢isla musia byt na tej vacsej kope, kedze na vicsej
kope potrebujeme aspon 4 dvojky. Problém je, Ze sa v prvociselnom rozklade ostatnych parnych ¢isel nachadza
iba jedna trojka, to nie je dost. Aktudlne sme v stave

c-l-a-ay-a3=7-5-8-b; by,

kde ¢ je vhodné prirodzené ¢islo. Pozrime sa na ¢islo 9. Ak je vlavo, tak vlavo st uz dve trojky. Vetky ostatné
¢isla ktoré maju v prvociselnom rozklade trojku musia byt vpravo. To nas privadza k platnému rieSeniu1-9-2-
417-5-8-3-6.
Ostava konfiguracia

c-l-a-ay-a3=7-5-8-9-b,.
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Vpravo mame iba 3 dvojky potrebujeme tam teda pridat lubovolné parne ¢islo, Tie ostavaju 3, pricom kazdé vedie
k platnému rieSeniu. Dokopy mame 4 spdsoby ako podla zadania rozdelit palice.

2.2 Kazdého Mamuta Strieskaja

Zadanie.

Nadcelnik Trieska pripravuje svoj kmen na velky lov na mamuty. Vymyslel na to novu stratégiu: kazdy clen kmeria
si zoberie palicu a trieska mamuta, az kym ho neulovi. Predvierom vyslal styroch prieskumnikov, aby zistili, kolko
mamutov sa po okoli potuluje - prieskumnici sa ale rozdelili a je mozné, Ze niektorych mamutov videli viaceri.

Mnozinu mamutov, ktorych videl prvy prieskumnik, oznacme M, a ich pocet bol m,. Podobne videl druhy pries-
kumnik mnozZinu mamutov M, s poctom mamutov m,, treti prieskumnik videl M s poctom mj; a $tvrty videl M,
s poctom my. Zdroveri vieme, Ze prvy a treti prieskumnik nevideli Ziadneho rovnakého mamuta. Rovnako ani druhy
a stvrty prieskumnik nevideli Ziadneho rovnakého mamuta. To vieme napisat aj symbolicky nasledovne

M, nM; =M, nM, =g@.
Pocet vietkych mamutov, ktoré boli videné, si oznacme s. Alternativne s = M, UM, uM; UM,|. Dokdzte, Ze potom
plati
my + my + ms + my < 2.
V akych pripadoch méze nastat rovnost?
Rie$enie. opravuju Noro (norbert.bielik@trojsten.sk) a Kubko (jakub.poljovka@trojsten.sk)

Ulohu vyriesime tak, ze spo¢itame, kolko zhliadnuti nejakého mamuta nejakym prieskumnikom nastalo, resp.
mohlo nastat. Presnejsie, spoc¢itame pocet dvojic (prieskumnik, mamut) takych, ze dany prieskumnik videl da-
ného mamuta. Uvidime, Ze presne tento pocet vyjadruje lava strana nerovnosti v zadani. Urobime to dvomi
spdsobmi - z toho pochddza aj ndzov metddy - pocitanie dvoma spdsobmi.

Najprv spocitame pocet zhliadnuti tak, ze vezmeme pocty zhliadnuti jednotlivymi prieskumnikmi. Prvy ich videl
my, druhy m, atd. Dostaneme teda pocet zhliadnuti z = m; + m, + mz + my.

Teraz sa na to pozrime cez mamuty. Vezmime si konkrétneho mamuta, ktory bol videny. Kolko prieskumnikov ho
mobhlo vidiet? Spomedzi prieskumnikov 1 a 3 ho mohol vidiet najviac jeden (bud jeden, alebo Ziadny). Nemohli
ho vidiet obidvaja, pretoze vieme, Ze prvy a treti prieskumnik nevideli Ziadneho rovnakého mamuta. Podobne
spomedzi prieskumnikov 2 a 4 ho mohol vidiet najviac jeden. Dokopy teda tohto mamuta mohli vidiet najviac
dvaja prieskumnici (najviac jeden spomedzi 1 a 3, najviac jeden spomedzi 2 a 4).

Kazdého spomedzi s mamutov teda videli najviac dvaja prieskumnici, ¢ize pocet zhliadnuti je dokopy najviac 2s,
t.j. z< 2s.

Uz nam staci iba porovnat ziskané poznatky o pocte zhliadnuti mamutov prieskumnikmi:
m+my+ms+my=2<2s

a sme hotovi.
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2.3 Krajinu Moju Spaluje

Zadanie.

Briketa nemd dobry tyzden. Uz trikradt sa pokusila nadizajnovat ohnisko, na ktorom by mohla opiect mamutie mdso
pre cely kmef, ale palice po jeho okraji jej vZdy po chvili zacali horiet. Od nich sa samozrejme chytil cely les, a tak
sa opdt museli (relativne narychlo) prestahovat. Keby len existoval nejaky iny materidl... Nuz, zbytocne snivat, radsej
sa pusti do dalsieho prototypu.

Novy dizajn ohniska pozostdva z kruZnice so stredom S, na ktorej lezi bod X. Tetiva AB tejto kruznice pretina polomer
SX v bode Y + S. Dokdzte, Ze |AB| > 2|XY).

Riesenie. opravuje Matka (martina.ganova@trojsten.sk)

Tato tloha sa dala riesit mnohymi r6znymi spdsobmi od vyuzitia stredovych a obvodovych uhlov cez trojuhol-
nikovd nerovnost az po vyuzitie toho, Ze polomer je najkratsia vzdialenost medzi stredom a bodom na obvode
kruhu. V zaujme udrzania tohto vzoraku citatelnej dlzky, som vybrala dva z nich.

V prvom rieSeni skisime dokazat nerovnost pre najkrat$iu moznu tetivu AB, ¢im nerovnost musi platit aj pre
vSetky dlhsie tetivy. Najskor musime zistit, kedy je tetiva AB najkratsia za podmienky, ze prechadza nejakym
vybranym bodom Y. Stred tetivy AB si ozna¢ime M a dokreslime si os tetivy, ktorda musi prechadzat stredom
kruznice. Tym padom tusecka MS je kolma na AB.

Kedze M je stred AB, tak |AB| = 2|MA|. Preto ak bude MA mat najkrat$iu moznu dizku, takisto AB bude mat
najkrat$iu moznu dizku. DIzka MA sa da vypocitat pomocou Pytagorovej vety z trojuholnika MAS ako |MA| =
VIASJ]* - [SM]2. KedZe AS je polomer, a teda nevie zmenit dlzku, MA bude najkratsie, ked SM bude najdlhsie.

Teraz ukdZeme, ze |YS| > |SM|. Z pravouhlého trojuholniku MYS, vidime, Ze |YS| > |SM|. Tento trojuholnik mé
ako preponu usecku YS a ako odvesnu SM a prepona pravouhlého trojuholnika je vzdy jeho najdlhSou stranou.
Es$te moze nastat pripad, ze MS bude lezat na XS a trojuholnik MYS tym padom nebude existovat. V takom pripade
M =Y, ateda aj |YS| = |SM|. SM je teda najdlhsia préve vtedy, ked |YS| = |SM]|. Tetiva AB je preto najkratsia, prave
ked XS je kolmé na AB.
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Teraz sa pokusime vyjadrit dizku AB a XY, aby sme ich mohli porovnat. Z pravouhlého trojuholnika YSB vieme
pomocou Pytagorovej vety vyjadrit dizku BY. Polomer kruZnice si ozna¢ime r, tj. |SB| = r. Dizku tsecky YS
si mozeme oznacit d a dlzku |BY] si oznadime x. Z Pytagorovej vety vieme x vyjadrit ako x = /72 — d2. Use¢ka AB
ma dlzku 2x, t,j. |AB| = 21/1% — d2. Teraz skuisime vypocitat dlzku 2|XY], aby sme ich mohli porovnat. Vieme, ze
|XY| = r—d, ateda 2|XY]| = 2(r—d) . Teraz mdzeme skusit dokdzat nerovnost zo zadania (v druhom riadku st obe
strany kladné, kedZe ide o dlzky stran, takze mozeme umocnit na druht):

2/ —d > 2(r—d)
Vit —d > (r-d)

P —d*> (r-d)*
Pod> P - 2rd+ &
0> 2d* - 2rd
0<d(r—d)

Teraz sa pozrieme na to, ¢i posledna nerovnost naozaj plati. Ak by d = 0, tak Y = §, o je ale v spore so zadanim.
A kedze d je dlzka, nemoze byt ziporna, a tak musi platif 0 < d. Zaroven kede bod Y lezi na polomere a X # Y, tak
r > d, z ¢oho vyplyva, ze r — d > 0. Prava strana poslednej nerovnosti ma teda kladna hodnotu a my sme dokazali
tvrdenie zo zadania.
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Iné mozné riesenie bolo dokreslit si kruznicu [ so stredom v bode Y a polomerom |XY]. KedZe dlzka |XY] je kratsia
nez polomer p6évodnej kruznice, kruznica I sa dotyka pévodnej kruznice len v bode X. Dalej si mozeme vsimntt,
7e usecka AB prechadza bodom Y, a teda lezi na priemere kruznice I. Kruznica I ma priemer 2|XY], a preto aj dizka
usecky AB musi byt aspoii 2|XY]|. KedZze kruznica I sa dotyka povodnej kruznice len v bode X, tak usecka AB by
mohla mat dl7ku presne 2|XY], len ak by A lezalo v bode X, ale to by znamenalo, Ze SX by bolo stc¢astou AB, &ize
by sa pretinali po celej dizke a bod Y by bol zhodny s S. Tym pddom musi mat dse¢ka AB viesiu dizku nez 2|XY]
a tym sme dokazali tvrdenie zo zadania.
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2.4 Kuzelny Materidl Skimam

Zadanie.

Parketa utekd po dalsom matkinom nevydarenom experimente lesom. V lese vsetko hori — stromy, kriky, mamuty,
Parketa, aj ostatni utekajiici clenovia kmena (nebojte sa, uz si na to zvykli). Zrazu zakopne o zvldstny predmet...
ktory nehori! Od zvedavosti ho dviha a utekd s nim dalej.

V bezpeci sa potom rozhodne venovat tejto zdhade vietok svoj vedecky um. Predmet md rozmery a, b, c, Co su kladné
redlne cisla, ktoré spliajii rovnost
a+b+c=abc.

Parkete to so zdhadou ohrovzdornosti sice nepomdha, no zistuje, Ze aspori jedno z ¢isel a, b, c musi byt vicsie ako 1Z.
Dokdazte, Ze v tomto md pravdu.

Riesenie. opravuje Michal ITkovi¢ (michal.ilkovic@trojsten.sk)

Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, Ze a > b > ¢ (mdzeme ¢isla lubovolne preznacit, aby to platilo). Potom
vieme odhadnut ich sucin abc = a + b + ¢ > ¢ + ¢ + ¢ = 3¢c. Teraz mozeme vydelit kladnym c. Z toho dostaneme, Ze
ab > 3. Kedze a > b, tak potom a® > ab > 3. KedZe a je kladné, mézeme odmocnit a dostaneme, e a > \/3.

Teraz uz iba stadi ukazat /3 > 1Z. Mozeme umocnit a vynasobit menovatelom a dostaneme 3 - 10% = 300 > 289 =
172, ¢o zrejme plati. Tym sme dokazali, Ze a, ¢o je najvacsie spomedzi troch ¢isel zo zadania, bude stale viacsie

ako 1%, ¢o bolo treba dokazat.
Alternativne rieSenie. KedZe vela z vas ttto ulohu riesilo AG nerovnostou', tak si ukazeme aj alternativne riesenie.

Pre kladné redlne a, b, c plati z AG nerovnosti:

b b 3
4% _axove s Yabe. (4.1)
3 3
Algebraickymi upravami dostaneme:
(abc)s > 3. (4.2)

Teraz predpokladajme spor a, b, ¢ < 1. Potom vieme odhadnut abc:

3_300 289 (17)2:((17)3) 2 (abe) 33, )

Wi

=— > — =\ — -
100 100 10 10

Tym sme ukazali pozadovany spor, ¢im je dokaz ukonceny.

2.5 Kategorie Meriame Silou

Zadanie.

Novinka o Specidlnom oh#iovzdornom materidli sa medzi praludmi Siri rychlostou poZiaru. KedZe tento materidl
si udrzuje stalu hmotnost aj v extrémnych podmienkach, je mozné ho pouzivat na standardizdciu vsetkych aspektov
modernej spolocnosti, vrdtane presnych fyzikdlnych merani. Princip merania je jednoduchy: v jednej ruke drzime

LAG nerovnost, Natalia Cigaéové, Zimné sustredenie alfa 2026

https://www.kms.sk/ 6 kms@kms. sk


mailto:michal.ilkovic@trojsten.sk
https://materialy.kms.sk/
https://www.kms.sk/
mailto:kms@kms.sk

@ @ @ Riesenia 2. kola letnej Casti

predmet s nezndmou hmotnostou, v druhej nejaky pocet kusov daného materidlu. Podla poctu kusov potom predmet
priradime do hmotnostnej kategérie. Materidl teda pomenuju Kategorizacny Nemen, skrdtene Kamer.

Lenze ¢o ak su dva moje Kamene rovnako tazké ako jeden cudzi?

Mdme 13 predmetov s celociselnymi kladnymi hmotnostami. Po odobrati lubovolného z nich vieme zvysné rozdelit
na dve skupiny po Sest predmetov, pricom obe skupiny majii rovnakii celkovii hmotnost. Dokdzte, Ze potom vsetky
predmety musia mat rovnaki hmotnost.

Riesenie. opravuju Nata (natalia.cigasova@trojsten.sk) a Oski (oskar.hritz@trojsten.sk)

Predmety ocislujeme 1 az 13 a ich hmotnosti si oznac¢ime m; az m;s, kde m,; je hmotnost predmetu 1 a tak dale;j.
Stucet hmotnosti predmetov si oznac¢ime M. Pred rie§enim samotnej ulohy si dokdzeme dve pomocné tvrdenia.

Najprv si dokazeme, ze pre akiikolvek trinasticu predmetov, ktora splia zadanie, musia mat véetky m-ka rovnaku
paritu. Zo zadania vieme, Ze pre akékolvek 1 < i < 13 je mozné rozdelit vSetky predmety okrem predmetu i do
dvoch rovnako tazkych skupin (celkovii hmotnost jednej z tychto skupin pre nejaké i si oznac¢ime S;):

M—miZZ'Si. (51)

Hodnota M —m,; je teda parne ¢islo, co znamenad Ze m; ma rovnaku paritu ako M, a preto maju vSetky m-ka rovnaka
paritu.

Dalej si dokdzeme, Ze ak méme nejakd trinasticu predmetov spliiujicu zadanie, tak vieme dostat dalsiu trindsticu
Ny, ..., ny3 splitujicu zadanie nasledujicimi operaciami:

o pricitanie alebo odcitanie prirodzeného ¢isla k od hmotnosti kazdého predmetu, predpokladajuc ze vy-
slednén; >0a

« predelenie hmotnosti prirodzenym ¢islom k, predpokladajtc Ze vsetky hmotnosti su delitelné k.

Aby vysledna trinastica ny, ..., 113 so si¢tom hmotnosti N spliiovala zadanie, musia byt vsetky jej hmotnosti kladné
(¢o obe operacie splnuju) a musia splinat podmienku rozdelenia na dve skupiny $iestich predmetov, teda pre kazdé
1<i<13:

N- n; = 2 Ti. (52)
Pre operaciu pric¢itania dostavame N = M + 13k, n; = m; + k, T; = S; + 6k a dosadenim do (5.2):

M+13k—(mi+k)=2-(8i+6k) — M-m;=2-§,.

To nutne plati z (5.1). Od¢itanie dokdzeme analogicky ku pric¢itaniu. Pre predelenie dostavame N =
T; = % a dosadenim do (5.2):
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Teraz pokrac¢ujeme samotnym riesenim tlohy. Bez ujmy na vSeobecnosti mézeme predpokladat, Ze:

mp <my; <ms <o <myp <My < Mys.
Dokazeme, ze m; = mys, z ¢coho nutne vyplyva, Ze vSetky predmety musia mat rovnakd hmotnost. Dokazujeme
sporom: predpokladajme, Ze existuje aspon jedna trinastica predmetov spliujica zadanie, pre ktora plati m; <
m;3. Dalej zo vetkych takychto trindstic predmetov si vyberieme takd, ktord bude mat najmensiu mozna hodnotu
mis.

Tato trindstica ma nutne m; = 1, ind¢ by sme na nu mohli aplikovat operaciu od¢itania s hodnotou k = m; — 1
a dostali by sme mensie m,;. Vieme, Ze vSetky m-ka maju rovnaku paritu, a spolu s m; = 1 dostavame, Ze vietky
m-ka st neparne. Vytvorime si novu trinasticu n; < --- < n;3 operaciou pricitania 1. Potom n;, = 2 a vSetky n-ka
s parne. Nakoniec si vytvorime poslednu trinasticu /; < --- < [;; operaciu predelenim 2 na parne n-ka.

Dostavame:
niz mpz+1
. = — = . 5.3
3= 5 (5.3)

Trinasticu sme ale vybrali tak, Ze m;; ma najmensiu moznu hodnotu, teda urdcite plati:

iz > mys. (5.4)

Dosadenim (5.4) do (5.3) dostdvame:

m13+1

> mis

misz + 1> 27’1’113

1Y

Dostavame 1 > m;j3, a kedZe to musi byt kladné celé ¢islo, tak nutne m,; = 1. Potom ale m; = my; = 1, ¢o je spor.

2.6 Kvalita Matracu Strasna

Zadanie.

Kazdy moderny praclovek, ktory nechce byt desat rokov za opicami, si okamZite zadovadzi svoj Kamerl... a keby len
jeden, kazdy ich chce ¢o najviac. S Kamennou revoliiciou prichddza aj zmena Zivotného stylu, praludia zacinajii pou-
zZivat Kamenné ndstroje a stahovat sa do priestrannych Kamennych jaskyn. Kondr sa nedavno do jaskyne prestahoval
a nevie si ju vynachvadlit. Len keby ho pri spdnku stdle nieco netlacilo do chrbta...

Plocha jaskyne je tvorend tabulkou 2025 x 2025. V kazdom riadku spi na prave jednom policku praclovek (spi, a teda
sa nehybe). Do jaskyne vsak treba uloZit aj ich Kamene na prdave k policok, kde 2 < k < 2025% — 2. Z fyzikdlnych
viastnosti Kameriov vyplyva, Ze ak je na nejakom policku Kamen, tak nejaky musi byt aj na policku nalavo od neho
(ak policko nalavo existuje). Pre konkrétne usporiadanie praludi sa pozrieme na vsetky rozmiestnenia k kameriov.
Pre kazdé rozmiestnenie sa pozrieme na pocet praludi, ktori spia na policku s kamerfiom. Nech a je najmensi taky
pocet spomedzi rozmiestneni a b je najvicsi. Dokdzte, ze ak a = b, tak v danom usporiadani praludi v jaskyni bud’
kazdy spi s Kameriom, alebo nikto nespi s Kameriom, nezavisle od rozmiestnenia Kameriov.

Rie$enie. opravuje Petr Velycko (petr.velycko@trojsten.sk)
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Oznac¢me p; polohu praclovéka v i-tém fadku a n pocet fadka (tedy n = 2025). Bez Gjmy na obecnosti miizeme
predpokladat, ze posloupnost p; je neklesajici (tedy p; < p, < ...p,).

Pro spor predpokladejme, Ze plati a = b a mame aspon jednoho clovéka, ktery spi s kamenem a aspon jednoho,
ktery na svém policku kimen nema. Do tabulky postupné budeme davat jen minimalni mozny pocet kament tak,
abychom zvladli pokryt co nejvic lidi (tento pocet je hodnota b), ale na b+1 bychom se uz s danym poc¢tem nevysta-
¢ili. Tuto konfiguraci sestrojime nasledovné: prvnich b radka pokryjeme p; kameny kazdy (tedy prestaneme hned
po tom, co zakryjeme c¢lovéka) a zbyde ndm méné nez p;.; kament, abychom nemohli pokryt dalsiho ¢lovéka.
Ukazeme, jak tuto konfiguraci upravit tak, abychom zménili pocet pralidi spicich s kameny, je-li to mozné.

Uvazujme pravé sestrojenou konfiguraci a v ni posledni kamen (nejvic vpravo, oznaceny zelenou barvou) v posled-
nim vyplnéném fadku, na kterém lezi ¢lovék, jedna se tedy o radek b. Kdybychom tento kdmen mohli presunout
do jednoho ze zatim neobsazenych policek vyse (oznac¢enych modfe), mame vyhrano, snizili jsme pocet pralidi
s kameny o jedna, potom nutné plati a < b, coz je spor s predpokladem rovnosti.

% %o
K e
K X
Hr b
b b

Pokud to nejde, pak bud b = 1 nebo p; = 2025 (a tedy i véechna ostatni p; = 2025). Pokud b = 1, tedy vSechny
radky kromé prvni dvou jsou volné, miizeme posledni kamen v prvnim fadku pfesunout do tfetiho fadku (zatim
prazdného), jelikoz vime, ze p; > 1. To plyne z toho, Ze p; > 1, jinak bychom méli jen jeden kamen, a to zakazuje
zadani. Tim jsme nalezli rozestavéni kamenti s mensim poctem kolizi, tedy a < b a mame spor s predpokladem,
ze se tyto dvé hodnoty rovnaji.

V ptipadé p; = 2025, jelikoz v zadani je podminka k < 2025% — 2, mame ve 2025. fadku aspon dvé volna mista,
pricemz ¢lovék je nutné na tom vzdalenéjsim, tedy kimen muazeme presunout tam. Opét jsme nalezli rozestavéni
s mensim poctem kolizi, tedy mame spor.

Celkové jsme tedy ukazali, Ze pokud mame alespon jednoho ¢lovéka, ktery aktualné spi s kamenem a aspon jed-
noho, ktery aktudlné s kamenem nespi, vzdy mizeme zménit pocet kolizi, a tedy nemdize platit a = b. Jedind
moznost tedy zbyva, ze bud s kameny spi vSichni, nebo nikdo, a to je pravé to, co jsme chtéli ukazat.

2.7 Kamen Meni Stratégiu

Zadanie.

Starému Koreriovi sa cely ten hype okolo Kametiov nepdci. Mladi praludia nimi vsetko merajii, namiesto toho, aby
rozmyslali, kolko to skutocne vazi. Vsade sa mu niekto pokiisa nejaké Kamene predat. Vietci ich chcii pouZivat, aj
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ked nevedia poriadne na Co... A Co je tiplne najhorsie: zacal prehrdvat vo svojej obliibenej hre Papier-Noznice - to
sa mu este nikdy nestalo!

Za starych Cias bolo totiz zvolit noZnice vzdy aspon tak vyhodné ako cokolvek iné. O tom sa koniec-koncov mozete
presvedcit aj sami. Dokdzte, Ze pre lubovolné kladné redlne Cisla a, b plati

[a>+b> 2ab _a+b
> .
2 +a+b_ 2 +Vab

Riesenie. opravuje BaskaN (barbora.novosadova@trojsten.sk)

V ktorych pripadoch nastdva rovnost?

Nerovnicu si upravime na nejaky pouzitelnejsi tvar. Najskdr presunieme ¢leny s odmocninami na jednu stranu
a zvysné na druhd stranu:

az+ b? a+b 2ab
2 - Vab> 2 a+b

2412

Lavu stranu rozsirime vyrazom /“5> + v/ab, ¢im odstrdnime odmocniny v Citateli. pravid stranu upravime na

spolo¢ného menovatela; nasledne na oboch stranach vyuzijeme vzorec pre (a — b)*:

‘lzz;bz—ab S (a+b)’ - 4ab

/#ﬁL\/%_ 2(a+Db)

2
Vidime, Ze obe strany mdzeme lahko predelit vyrazom @, pravda, pokial a # b (na tento pripad sa pozrieme

A Av . , e . 242 v,
neskor). Rovnako mdzeme nerovnicu prendsobit vyrazmi (a + b) a (\ / % +V ab), ¢im dostaneme

2

2
a+b+\/E

2

a+b>

KedZe obidve strany st kladné, mozeme umocnit obe strany na druht bez zmeny poctu rieSent:

2 2 2 2
(a+b)22a ;b vab+21/2 ;b Vab.

Upravou prvych dvoch ¢lenov pravej strany na spolo¢ny zlomok si viimneme vzorec pre (a + b)?, takze od¢itame
(a+b)?

*—~ z oboch stran a ndsledne vynasobime dvomi:

ab (a* + b?)

b)? >4
(a+b)* ;
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Opit umocnime na druhd, ¢im kone¢ne odstranime odmocninu:

(a+b)*>8ab(a®+b*).
Roznasobime vsetky ¢leny, presunieme ich na lavt stranu a dostaneme
(a-b)*>0,
¢o plati pre vsetky a, b. KedZe sme vyuzivali iba ekvivalentné upravy, dokazali sme aj povodnu nerovnicu.

Kedy nastava rovnost? V poslednom nastava rovnost ak a = b. Pocet rieSeni rovnice sa mdze menit, ak sa nasobi

(a-b)°
2

alebo deli potencialne nulovym vyrazom. To sa dialo, iba ked sme delili vyrazom
v pripade a = b. Teda toto je jediny pripad, kedy nastava rovnost.

, a ten je nulovy rovnako

Alternativne rieSenie

Vsimnime si, ze jednotlivé ¢leny nerovnosti su postupne kvadraticky, harmonicky, aritmeticky a geometricky
priemer pre 2 premenné.

Pre tych, ktori o tychto priemeroch este nepoculi, véeobecné definicie su takéto (pre n premennych):

1 1
A=—(x+x+--+Xx =—Ex~,
n(l 2 n) ni:l i

1 1 1 n 1°
X1 + X2 + + Xn Zi:l Xi

2
D1 X

1
K=v\/—-(d+x3+--+x2) =
\/1’1 ( 1 2 n) 2
Pre tieto priemery plati tvrdenie, zname ako KAGH nerovnost:
K>A>G>H. (7.1)

Rovnost tu nastava prave vtedy, ked x; =x, = --- = x,,

Oznacme si teda, pre dve premenné v tejto tlohe,

24 p2 2ab +b
K=r/Z27 g% 4-277 G- ab.
2 a+b 2
Vséimnime si, Ze
G2
H=—. 7.2
y (7.2)
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Dalej, kedze nerovnost (7.1) plati pre vietky redlne (v nagom pripade sta¢i kladné) ¢&isla, plati aj pre ¢isla K2, G2.
Zapi$me pre tieto ¢isla “strednt” Cast nerovnice, teda A > G:

2
K+G Wi

2

a2+b?
2

2

(a+b)?
4

+ab
> KG,

> KG,

¢o nam vlastne dava
A% > KG. (7.3)

S vyuzitim nasich oznaceni a dosadenim (7.2) do nerovnice zo zadania dostavame

2
K+G—2A+G.
A

Prendsobime nerovnicu A a nasledne vyuzijeme (7.3):
KA+G* > A’ + AGKA+ G’ 2 KG + AG.
Presunieme ¢leny na lavu stranu, postupne vyjmeme pred zatvorku K — Ga (A — G), az dostavame
KA-KG+G -AG>0,
K(A-G)-G(A-G) >0,
(K-G)(A-G) 0.

Posledné plati vdaka tvrdeniu (7.1).

Kedy nastava rovnost? V poslednom mame rovnost (podla tvrdenia (7.1)), prave ked a = b. Posledna nerovnost
vsak nie je tplne ekvivalentna s povodnou, cestou sme vyuzili (7.3), teda rovnost musi platit aj tu. Tato nerovnost
sme dostali z AG nerovnosti pre K?, G?, teda musi platit K* = G*. Z toho ale vyplyva K = G, a aj tu nam (7.1) da
a = b. Teda ziadne dalsie podmienky nemame.

2.8 Karikatary Musia Skoncit

Zadanie.

Nacelnik Driik je zlostou cely bez seba. Pred chvilou nasiel Kamennii dosku, na ktorej nejaky neprajnik vynasiel
karikatiru — vytesal ndcelnikovu podobizeri s hanlivo disproporénymi éastami tela... ¢o ak to uvidi niekto z cudzieho
kmena? Ako si potom ndjde dalsiu manZzelku? A Co je vytesané v Kameni, to uz tam zostane navzdy. Toto Kamenné
Sialenstvo musi skoncit... Vyhlasuje sa okamZity zdkaz!

Kedze praludia zatial pismo nevynasli, musia sa pri vytesavani zdkazu nejak vyndjst. Vytesajii teda trojuholnik
ABC, v ktorom plati |AB| < |AC|. Nech H je jeho ortocentrum a body P, Q sii priesecniky osi strany BC postupne
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s priamkami AB a AC. Nech M je stred BC a N je stred PQ. Dokdzte, ze priamky HM a AN sa pretinaju na kruzZnici
opisanej trojuholniku ABC.

Rie$enie. opravuje Michal Pecho (michal.pecho@trojsten.sk)

Ozna¢me H' bod stredovo sumerny s bodom H podla bodu M. Dokazeme znamu vlastnost, Ze bod H' lezi na
kruznici opisanej trojuholniku ABC. Ozna¢me D a E postupne pity vysok vedenych z vrcholov C a B. Plati

|«BH'C| = |«BHC| = |« EHD| = 360° — 90° — 90° — | « BAC| = 180° — | « BAC]|.
Plati tak | « BH'C| + | « BAC| = 180°. Z toho vyplyva, ze bod H’ leZi na kruZnici opisanej trojuholniku ABC.
Ukazeme, Ze trojuholniky H'BC a APQ st podobné. Plati
|2 H'BC| = | < HCB| = | « DCB| = 90° - | « DBC| = 90° — | 2« PBM| = | 2 BPM| = | 2 APQ|.
Podobne ukédzeme, Ze plati | « H'CB| = | £ AQP|. Trojuholniky H'BC a APQ st tak podobné podla vety uu.

Viimnime si, Ze H'M je taznicou v trojuholniku H'BC a AN je taznicou v trojuholniku APQ. Z podobnosti tychto
trojuholnikov vyplyva | « MH'B| = | « NAP|.

Ozna¢me T priese¢nik priamok H'M a AM. Plati
|« TH'B| = |« MH'B| = |« NAP| = | « TAB|,

takze $tvoruholnik TBH'A je tetivovy. To spolu s tym, Ze B, H' a A lezia na kruZnici opisanej trojuholniku ABC
dava, ze aj bod T na tejto kruznici lezi.
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2.9 Khalkofébni Majstri Superia

Zadanie.

Kmetiovd rada sa uzniesla, Ze Kamene maju nepriaznivy vplyv na kognitivny vyvoj mladeze - rodicia sa vraj majti
vratit k tradicnej vychove a svoje deti bit po hlave opdt palicami. Kamene prindsaji modernym praludom iba samé
problémy, vravia dalej, mali by sme sa ich zbavit. Dvaja clenovia rady, Palica a Bakula, vymysleli dva genidlne pldany,
ako Kamene nadobro odstranit: Dali by sa vietky zahrabat do zeme alebo nahddzat do mora. LenZe ktory z planov je
genidlnejsi? Ten, ktory ma genidlnejsieho autora, samozrejme — a o tom sa dd rozhodnut jedine siibojom (v logickej
hre).

Suiboj prebieha nasledovne: Mdme graf s n vrcholmi, na zaciatku bez hrdn. Zacina Palica a s Bakulou sa striedaju
v tahoch, pricom hra¢ na tahu spoji dva vrcholy, medzi ktorymi doposial nevedie hrana. Hrdc, ktorého tah vytvori
v grafe cyklus nepdrnej dlzky, prehrdva. V zavislosti od n urcte, kto md vitaznu stratégiu.

Rie$enie. opravuje Dominik Rigasz (dominik.rigasz@trojsten.sk)

Podla Risa Dudeka. Tvrdime, ze Bakula ma vyhernu stratégiu v pripade, Ze n je neparne alebo je n delitelné 4,
v ostatnych pripadoch (¢ize pre n = 2 (mod 4)) md vyhernu stratégiu Palica.

Uvedme najskor trochu grafovej terminoldgie. Graf nazveme bipartitny, ak jeho vrcholy vieme rozdelit do dvoch
disjunktnych mnozin (particii) tak, Ze medzi ziadnymi dvoma vrcholmi z rovnakej particie nevedie hrana. Graf
nazveme kompletny bipartitny, ak je bipartitny, a navy$e medzi kazdymi dvoma vrcholmi z rdznych particii hrana
vedie. V§imnime si teraz niekolko “motiva¢nych” pozorovani:

1. Graf je bipartitny prave vtedy, ak neobsahuje neparny cyklus.

2. Akobaja hraci hraju optimalne (¢ize kym moézu urobit neprehravajuci tah, tak ho urobia), hra skonciv stave,
kde mame kompletny bipartitny graf. Vskutku, graf ostava bipartitny po vSetkych neprehravajtcich tahoch,
aak uz hrac nevie pridat dalsiu hranu bez toho aby vytvoril neparny cyklus, znamena to, Ze graf je kompletny
bipartitny. V§imnime si navyse, Ze ak particie vysledného grafu si A, B, tak potom bolo urobenych |A| - |B|
tahov (pocet hran vysledného grafu), a teda iba z vysledného stavu hry vieme u¢it vitaza — konkrétne z parity
su¢inu |A| - |B| (pre parne hodnoty vyhréva Bakula, pre nepéarne Palica).

Tvrdime, Ze pre neparne n plati, ze vzdy ked je Bakula na tahu, tak vie urobit taky tah, aby nevytvorila neparny
cyklus. Ak by tomu tak nebolo, tak dany graf musi byt pred Bakulinym tahom kompletny bipartitny, nech jeho
particie su A, B. Nakolko sucet |[A| + |B| = n je neparny, tak |A|, |B| musia mat roznu paritu, a teda pocet doteraz
urobenych tahov (pocet hran) |A| - |B| je parny. To je vSak spor s tym, ze Bakula (druhy hra¢) je na tahu. Vidime
tak, Ze pokial este hra neskoncila, tak Bakula vie vzdy urobit neprehravajuci tah. Nakolko hra niekedy skonci,
plynie z toho, ze Bakula ma v tomto pripade vyhernu stratégiu.

Zavedme teraz niekolko novych pojmov (podotknime, Ze nejde o zauzivanu terminologiu). Suvisly bipartitny graf
nazveme vyvdzenym, pokial obe jeho particie maju rovnaka velkost. V§imnime si, Ze pojem je dobre definovany,
nakolko stvisly bipartitny graf ma jednoznacne urcené particie. Komponent suvislosti nejakého grafu nazveme
trividlny, pokial ide o jeden samotny vrchol. Potom lubovolny bipartitny graf nazveme vyvdzZenym, pokial vsetky
jeho netrividlne komponenty st vyvazené. Vémimnie si dve pozorovania:

3. Vyvazeny bipartitny graf na parnom pocte vrcholov ma parny pocet trividlnych komponentov. Naozaj,
plynie to z toho, Ze kazdy netrivialny komponent ma parny pocet vrcholov, lebo je vyvazeny.
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4. Spojenie fubovolnych dvoch vrcholov z dvoch réznych vyvazenych komponentov vytvori jeden novy vyva-
zeny komponent.

Teraz popiSeme vyhernu stratégiu pre Bakulu, ak n = 0 (mod 4), ktord spociva v tom, Ze Bakula chce vzdy po
svojom tahu udrzat graf vyvazeny, az pokym sa nedostane do stavu, zZe graf je po jej tahu K, ,» (kompletny
bipartitny graf, kde particie maju velkosti n/2), kedy Bakula vyhra. Vskutku, indukciou ukazeme, ze toto Bakula
vzdy vie urobit. Na zaciatku je graf vyvazeny. Predpokladajme teraz, ze mame lubovolny vyvazeny graf na n
vrcholoch iny ako K,/ .12, a Palica urobi tah.

Ak po Palicinom tahu je graf stale vyvazeny a nie je suvisly, tak ma aspon dva komponenty. Ak st oba vyvazené,
moze ich Bakula fubovolne spojit, ¢im urcite nevytvori ziaden novy cyklus, a zaroven neporusi vyvazenost grafu.
Ak je jeden z nich trivialny, tak potom urcite existuje este aspon jeden trivialny komponent, a teda Bakula moze
spojit tieto dva trividlne komponenty do jedného vyvazeného komponentu. Ak po Palicinom tahu je graf stale
vyvazeny a aj suvisly, potom particie musia mat velkosti n/2 a n/2, a teda podobne ako v pripade neparneho
n Bakula musi vediet urobit neprehravajuici tah (v opacnom pripade by musel graf mat pred Bakulinym tahom
podobu K,/2,,/2, a teda bolo doposial vykonanych #?/4 tahov, ¢o je vsak parny pocet).

Ostava pripad, ze Palicinym tahom graf prestane byt vyvazeny. To vSak znamend, Ze Palica musela spojit nejaky
vyvazeny komponent s nejakym trivialnym komponentom - ozna¢me dany vrchol v;. Potom v$ak musi existovat
aspon este jeden trivialny komponent — ozna¢me vrchol v nom ako v,. Bakula teraz moze spojit vrcholy v; a v,,
¢im napravi vyvazenost grafu, a navyse nevytvori ziaden novy cyklus.

Vidime tak, Ze Bakula naozaj vie vzdy zabezpecit aby graf ostal vyvazeny, a teda niekedy prideme do stavu, Ze po
Bakulinom tahu graf bude K, ,» (napriklad lebo pocet hran sa zvacsuje), kedy Palica uz nevie urobit tah. Teda
aj v tomto pripade Bakula ma vyhernu stratégiu.

Ostava pripad, kedy n = 2 (mod 4). Tvrdime, Ze v takom pripade ma vyhernu stratégiu Palica. Prvy tah urobi
Palica hocijaky, ¢im dostaneme opét vyvazeny graf na parnom pocte vrcholov. Teraz Palica bude po kazdom
svojom tahu udrziavat graf vyvazenym, presne tak isto ako to v predchadzajucom pripade robila Bakula, az kym
po Palicinom tahu nedostaneme K, ,,, ¢im Bakula prehra. Vsimnime si, Ze v predchadzajucej indukcii sme
si vSade vystacili iba s poznatkom, Ze 7 je parne, okrem pripadu, kedy nam nepriatel vratil savisly vyvazeny graf.
Ak by sa toto stalo teraz Palici, tak tvrdime, Ze opdt existuje tah, ktory vie Palica urobit, z podobnych paritnych
doévodov ako predtym. Ak by tomu tak totiz nebolo, tak po Bakulinom tahu musel byt graf K., .12, a teda pocet
doposial vykonanych tahov je n?/4, teda neparne ¢islo, ¢o je spor s tym, ze na tahu je Palica (prvy hrac).

2.10 Koniec Moderného Sveta

Zadanie.

Nakoniec vitazi plan nahddzat Kamene do mora... lenze praludia nie su dostatocne zbehli vo fyzike, aby poznali
nebezpecenstvo, ktoré tento plan obndsa. Totiz, Ze Kamene majii okrem hmotnosti aj objem. Hladina mora stiipa
a zaplavuje vsetko, Co jej stoji v ceste. Uprostred katastrofy dostdva PIf spasonosny ndpad - stavia z dreva lod a berie
na nu svoju manzelku PItf a pdr zvierat z kazdého druhu... a zvysok pozndte.

Po potope bolo Pltovi s Plfou samym smutno, tak sa rozhodli hladat dalsich prezivsich. Ndjdite vsetky polynémy f
s celo¢iselnymi koeficientami, ktoré pre kazdé nepdrne prvocislo p splniajii f(p) | 2 - 2.

Riesenie. opravuje Jakub Sosovicka (jakub.sosovicka@trojsten.sk)
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RieSenia su f € {1,2,3,6,n,2n,-1,-2,-3,-6,—n,-2n}. Tieto rie§enia overime. Zrejme, ak vyhovuje f, tak vyho-
vuje aj —f, stadi teda overit prvych 6 rieSeni. Podmienka, ktord overujeme je, ¢i plati f(p) | 2(2°~! — 1) pre vetky
prvodisla p > 2. Vyraz napravo je zrejme delitelny dvomi. Modulo 3 je 27! —1 = (-1)?"! =1 = 0. Z Malej
Fermatovej vety je tento vyraz delitelny p. Preto 2p | 2 — 2, aj 6 | 2P — 2, teda rie$enia vyhovuju.

Po tom, ¢o sme tipli rieSenia, vSimneme si, Ze f(p) bude asi delitelné len prvocislami 2,3, p. Preto, nech q | f(p) |
2P — 2 pre nejaké nepérne prvocisla p, . Z Malej Fermatovej vety je 22 = 2¢*k(4-1) (mod q). Zéaroven, ak q | f(p),

tak aj q [ f(p + kq).

Plan utoku je teda takyto. Vieme, ze q | f(p) | 27 — 2, pricom delitelnost q | f(r) zavisi od zvysku r modulo g
a delitelnost g | 2" — 2 zavisi od zvysku r modulo g — 1. Chceli by sme nejak dostat spor, respektive, ze q € {2,3,p}.
Chceme preto néjst nejaké prvodislo r, také, ze r = p (mod q) (aby platilo g | f(r) | 2" — 2) a zéroven, aby r malo
nejaky blby zvy$ok modulo g — 1, teda by neplatilo g | 2" — 2. Ako takéto prvocisla hladat? Podla Dirichletovej
vety existuje pre kazdé nesudelitelné a, b nekone¢ne vela prirodzenych ¢isel n takych, Ze ka + b je prvocislo. Staci
teda nejak mudro zobrat delitelnostné podmienky pre r, ktoré ndm dajua spor a Cinskou zvyskovou vetou z nich
dostat pozadované a, b.

Obe delitelnosti sa menia s periédou g(q — 1). Hladajme teda r v tvare p + mg + kg(q—1). Potom r = p (mod q),
tedagq|f(r)ar=p+m (mod g—1). Potrebujeme dostat g + 2" -2, teda g + 2¢*™ — 2, ¢im dostaneme spor. Avsak
m nemozeme volit uplne lubovolne. Potrebujeme ndjst také prvocislo r = ka + b pouzitim Dirichletovej vety pre
a=q(q-1),b=p+mgq. Tieto &sla musia byt nesudelitelné. Na to musi platit p # g. Potom q + b a stali, aby g — 1
bolo nesudelitelné s p + m. Zvolme preto nejaké pevné m = —1-p (mod g—1). Potom sua = q(q—1),b =p+mq
nestdelitelné za predpokladu p # q. Zdrovei, z podmienky q | 2° — 2 méme 27! =2 = 0 (mod q), teda 1 = 4,
z ¢oho g = 3. Teda pre p # g > 3 dostavame z Dirichletovej vety spor.

Preto je f(p) delitelné iba prvocislami 2,3, p pre p > 2. Zrejme 4 + 27 — 2, teda ani f(p) nie je delitelné 4. Volme p
tvaru 6k — 1 (takych prvocisel je z Dirichletovej vety nekonecne vela). Potom modulo 9 mame 27 = 27! = 5, teda
9 4 2¢ —2. Potom pre prvocisla p = 6k—1, pre ktoré p + f(p) mame |[f(p)| < 6, teda takychto prvocisel moze byt iba
konecne vela, pokial je f nekonstantny (polyném f(n) — ¢ ma najviac deg f koreiiov). Vtedy médme pre nekonecne
vela prvocisel p | f(p), teda p | f(0). Z toho f(0) = 0, teda f(n) = ng(n) pre nejaky celo¢iselny polyném g. O g
plati tieZz podmienka v zadani, teda rovnakou Gvahou je bud konstantny, alebo g(0) = 0. Preto bud n? | f(n), alebo
f(n) = ¢1n, alebo f(n) = ¢,. Prvy pripad sporuje p = 3. Rovnako dosadenim p = 3 mdme v ostatnych pripadoch
1 | 2acy | 6. Vietky také polynomy vyhovuja (ukdzali sme na zaciatku).
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