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Zadania 2. kola letnej Casti

Termin odoslania
V pripade otdzok k zadaniam nas nevahajte kontaktovat na kms@kns. sk.

2.1 Konare Mocné Seka level L1, max. 7 bodov

Drevorubac Papek je velmi vazenym a re$pektovanym ob¢anom. Zabezpecuje totiz pre kmen prisun viemoznych
konarov, palic, driikov a kmenov - teda tych najpokrocilejsich materidlov. Sekanie papekov ale nie je tak jedno-
duché, ako by sa mohlo zdat. Kazdy papek je inak hruby, takze aj papek, ktorym ho vieme rozdelit, musi mat
spravnu hrubku. S prili§ malymi papekmi je zase prdca namahava a upornd, obcas do papeku tl¢ie aj cely den.
Teraz Celi tazkému problému:

Papek ma 9 roznych papekov s hrubkami postupne 1,2, ...,9 palcov. Potrebuje ich rozdelit na dve kopy, v jednej
bude 5 papekov, v druhej budu 4. V oboch kopach nésledne spocita sucin hrubok papekov (v kazdej kope zvlast).
Kolkymi sposobmi vie papeky rozdelit tak, aby bol jeden zo suc¢inov nasobkom zvy$ného?

2.2 Kazdého Mamuta Strieskaju levely L1 az L2, max. 7 bodov

Naécelnik Trieska pripravuje svoj kmen na velky lov na mamuty. Vymyslel na to novu stratégiu: kazdy ¢len kmena
si zoberie palicu a trieska mamuta, az kym ho neulovi. Predv¢erom vyslal $tyroch prieskumnikov, aby zistili, kolko
mamutov sa po okoli potuluje — prieskumnici sa ale rozdelili a je mozné, ze niektorych mamutov videli viaceri.

Mnozinu mamutov, ktorych videl prvy prieskumnik, ozna¢me M, a ich pocet bol m,. Podobne videl druhy pries-
kumnik mnozinu mamutov M, s po¢tom mamutov m,, treti prieskumnik videl Ml; s poc¢tom m; a Stvrty videl M,
s poctom my. Zaroven vieme, Ze prvy a treti prieskumnik nevideli Ziadneho rovnakého mamuta. Rovnako ani
druhy a $tvrty prieskumnik nevideli Ziadneho rovnakého mamuta. To vieme napisat aj symbolicky nasledovne

M10M3:M2ﬁM4:®.
Pocet vSetkych mamutov, ktoré boli videné, si ozna¢me s. Alternativne s = |M; u M, u M3 u Mj|. Dokazte, Ze
potom plati
m1+m2+m3+7’}14325.

V akych pripadoch moze nastat rovnost?

2.3 Krajinu Moju Spaluje levely L1 az L3, max. 7 bodov

Briketa nema dobry tyzden. Uz trikrat sa pokusila nadizajnovat ohnisko, na ktorom by mohla opiect mamutie
maso pre cely kmen, ale palice po jeho okraji jej vzdy po chvili zacali horiet. Od nich sa samozrejme chytil cely
les, a tak sa opét museli (relativne narychlo) prestahovat. Keby len existoval nejaky iny materidl... Nuz, zbyto¢ne
snivat, radsej sa pusti do dalsieho prototypu.
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Novy dizajn ohniska pozostava z kruznice so stredom S, na ktorej lezi bod X. Tetiva AB tejto kruznice pretina
polomer SX v bode Y # S. Dokazte, ze |AB| > 2|XY].

2.4 Kuzelny Material Skimam levely L1 az L4, max. 7 bodov

Parketa uteka po dalSom matkinom nevydarenom experimente lesom. V lese vSetko hori - stromy, kriky, mamuty,
Parketa, aj ostatni utekajuci ¢lenovia kmena (nebojte sa, uz si na to zvykli). Zrazu zakopne o zvlastny predmet...
ktory nehori! Od zvedavosti ho dviha a uteka s nim dalej.

V bezpeci sa potom rozhodne venovat tejto zahade vsetok svoj vedecky um. Predmet ma rozmery a, b, ¢, ¢o st
kladné redlne ¢isla, ktoré splnaju rovnost

a+b+c=abc.

Parkete to so zahadou ohnovzdornosti sice nepoméha, no zistuje, Ze aspon jedno z ¢isel a, b, c musi byt vacsie
ako 1Z. Dokaite, Ze v tomto md pravdu.

2.5 Kategorie Meriame Silou levely L1 az L5, max. 7 bodov

Novinka o $pecidlnom ohnovzdornom materiali sa medzi praludmi $iri rychlostou poziaru. Kedze tento material
si udrzuje stadlu hmotnost aj v extrémnych podmienkach, je mozné ho pouzivat na Standardizaciu vsetkych aspek-
tov modernej spoloc¢nosti, vratane presnych fyzikalnych merani. Princip merania je jednoduchy: v jednej ruke dr-
zime predmet s neznamou hmotnostou, v druhej nejaky pocet kusov daného materialu. Podla poc¢tu kusov potom
predmet priradime do hmotnostnej kategérie. Materidl teda pomenuju Kategorizacny Nemen, skratene Kamen.

Lenze ¢o ak st dva moje Kamene rovnako tazké ako jeden cudzi?

Mame 13 predmetov s celo¢iselnymi kladnymi hmotnostami. Po odobrati IubovoIného z nich vieme zvys$né roz-
delit na dve skupiny po $est predmetov, pricom obe skupiny maju rovnaku celkova hmotnost. Dokazte, Ze potom
vSetky predmety musia mat rovnaku hmotnost.

2.6 Kvalita Matracu Strasna levely L1 az L5, max. 7 bodov

Kazdy moderny praclovek, ktory nechce byt desat rokov za opicami, si okamzite zadovazi svoj Kamen... a keby len
jeden, kazdy ich chce ¢o najviac. S Kamennou revoluciou prichadza aj zmena zivotného stylu, praludia za¢inaja
pouzivat Kamenné ndstroje a stahovat sa do priestrannych Kamennych jaskyn. Konar sa nedavno do jaskyne
prestahoval a nevie si ju vynachvalit. Len keby ho pri spanku stale nieco netlacilo do chrbta...

Plocha jaskyne je tvorena tabulkou 2025 x 2025. V kazdom riadku spi na prave jednom poli¢ku praclovek (spi,
a teda sa nehybe). Do jaskyne v$ak treba uloZit aj ich Kamene na prave k poli¢ok, kde 2 < k < 20252 - 2. Z fyzikal-
nych vlastnosti Kamenov vyplyva, Ze ak je na nejakom policku Kamen, tak nejaky musi byt aj na policku nalavo
od neho (ak policko nalavo existuje). Pre konkrétne usporiadanie praludi sa pozrieme na vSetky rozmiestnenia
k kamenov. Pre kazdé rozmiestnenie sa pozrieme na pocet praludi, ktori spia na policku s kamenom. Nech a je
najmensi taky pocet spomedzi rozmiestneni a b je najvacsi. Dokazte, ze ak a = b, tak v danom usporiadani praludi
v jaskyni bud kazdy spi s Kamenom, alebo nikto nespi s Kamenom, nezavisle od rozmiestnenia Kamenov.
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2.7 Kamen Meni Stratégiu levely L1 az L5, max. 7 bodov

Starému Korenovi sa cely ten hype okolo Kamenov nepaci. Mladi praludia nimi vSetko meraji, namiesto toho, aby
rozmyslali, kolko to skuto¢ne vazi. V§ade sa mu niekto pokusa nejaké Kamene predat. Vsetci ich chct pouzivat,
aj ked nevedia poriadne na ¢o... A ¢o je uplne najhorsie: zacal prehravat vo svojej oblubenej hre Papier-Noznice
- to sa mu este nikdy nestalo!

Za starych ¢ias bolo totiz zvolit noznice vzdy aspon tak vyhodné ako ¢okolvek iné. O tom sa koniec-koncov mozete
presvedcit aj sami. Dokazte, Ze pre lubovolné kladné realne ¢isla a, b plati

2 2
a+b+2ab2a+b+m.
V 2 a+b 2

2.8 Karikatary Musia Skoncit levely L1 az L5, max. 7 bodov

V ktorych pripadoch nastava rovnost?

Naécelnik Druk je zlostou cely bez seba. Pred chvilou nasiel Kamennt dosku, na ktorej nejaky neprajnik vynasiel
karikataru - vytesal nacelnikovu podobizen s hanlivo disproporénymi ¢astami tela... ¢o ak to uvidi niekto z cu-
dzieho kmena? Ako si potom najde dal$iu manzelku? A ¢o je vytesané v Kameni, to uz tam zostane navzdy. Toto
Kamenné Sialenstvo musi skoncit... Vyhlasuje sa okamzity zakaz!

KedZe praludia zatial pismo nevynasli, musia sa pri vytesavani zdkazu nejak vynajst. Vytesaju teda trojuholnik
ABC, v ktorom plati |AB| < |AC|. Nech H je jeho ortocentrum a body P, Q st priese¢niky osi strany BC postupne
s priamkami ABa AC. Nech M je stred BCa N je stred PQ. Dokazte, Ze priamky HM a AN sa pretinaji na kruznici
opisanej trojuholniku ABC.

2.9 Khalkofébni Majstri Stuperia levely L4 az L5, max. 8 bodov

Kmenova rada sa uzniesla, Ze Kamene maju nepriaznivy vplyv na kognitivny vyvoj mladeze - rodicia sa vraj
maju vratit k tradi¢nej vychove a svoje deti bit po hlave opét palicami. Kamene prinasaju modernym praludom
iba samé problémy, vravia dalej, mali by sme sa ich zbavit. Dvaja ¢lenovia rady, Palica a Bakula, vymysleli dva
genidlne plany, ako Kamene nadobro odstranit: Dali by sa vSetky zahrabat do zeme alebo nahadzat do mora.
Lenze ktory z planov je genidlnejsi? Ten, ktory ma genidlnejSieho autora, samozrejme — a o tom sa da rozhodnut
jedine subojom (v logickej hre).

Suboj prebieha nasledovne: Mame graf s n vrcholmi, na zaciatku bez hran. Zacina Palica a s Bakulou sa striedaja
v tahoch, pricom hra¢ na tahu spoji dva vrcholy, medzi ktorymi doposial nevedie hrana. Hrag, ktorého tah vytvori
v grafe cyklus neparnej dlzky, prehrava. V zavislosti od n urcte, kto ma vitaznu stratégiu.

2.10 Koniec Moderného Sveta levely L4 a7z L5, max. 10 bodov

Nakoniec vitazi plan nahadzat Kamene do mora... lenze praludia nie si dostato¢ne zbehli vo fyzike, aby poznali
nebezpecenstvo, ktoré tento plan obnasa. Totiz, Zze Kamene maju okrem hmotnosti aj objem. Hladina mora stupa
a zaplavuje vsetko, o jej stoji v ceste. Uprostred katastrofy dostava Plt spasonosny napad - stavia z dreva lod
a berie na nu svoju manzelku PIt a par zvierat z kazdého druhu... a zvy$ok poznate.
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Po potope bolo Pltovi s Plfou samym smutno, tak sa rozhodli hladat dalsich prezivsich. Najdite vSetky polynémy
f's celo¢iselnymi koeficientami, ktoré pre kazdé neparne prvocislo p splhaju f(p) | 2 - 2.
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