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RieSenia 3. kola letnej Casti

3.1 Kralov Majestatny Sik

Zadanie.

Stojim. Stojim a po mojom boku sii moji bratia, pripraveni poloZit Zivot proti cudzincom odetym v bielej zbroji, ja
vSak pripraveny nie som. Desivy zdstup s vytiahnutymi cepelami, muir, o ktory sa rozbijii nase siky. Nie, na to mysliet
nesmiem. Stojim tak ako moji bratia aj nepriatelia. A% na jedného. Sialenec. Ruti sa priamo oproti mne a jeho krivy
pohlad mi trasie kolenami, ale ja stdle stojim.

Bojovy $ik &islo 916238457 dnes poctili svojou pritomnostou aj krdl's krdlovnou, ktori stoja za nasim hrdinom. Sik
916238457 si vybrali preto, lebo je prikladom 9-ciferného Cisla, ktoré obsahuje kazdi cifru od 1 po 9 prave raz,
a navyse md vlastnost, ze kazdd z cifier od 1 po 5 sa v tiom vyskytuje vo vzostupnom poradi, no cifry od 1 po 6 uz
vzostupne zoradené nie sii. Kolko takychto Cisel existuje?

Riesenie. opravuje Mi$o M. (michal.molnar@trojsten.sk)

Hladané devitciferné ¢islo mozeme poskladat tak, Ze za¢neme s ¢islom s menej ciframi, medzi ktoré budeme
postupne pridavat chybajuce cifry. Takéto rieSenie sa moze riadne skomplikovat, ak rozne umiestnenia jednej
cifry daju rézne pocty moznosti pri umiestneni dalsieho. Napriklad vloZenie 1 na zaciatok 89 da tri moznosti,
kam vlozit cifru 2 (1289, 1829, 1892), ale vloZenie na koniec da len jednu (8912). Preto za¢neme s ciframi, na
ktoré mame najviac podmienok.

Cifry 1,2, 3,4,5 musia byt zoradené vzostupne, preto za¢neme s 5-cifernym ¢islom 12345. Tu mame len jednu
moznost. Cifru 6 teraz nemozeme pridat na koniec ¢isla, lebo sme porusili druht podmienku zo zadania. Mame
tak 5 moznych miest, kam ju dat. Pre zvysné cifry (7,8,9) uz Ziadne obmedzenie nemame. Takze 7 mozeme
umiestnit pred lubovolnu zo 6 umiestnenych cifier alebo tplne na koniec ¢isla, ¢o je 7 moznosti. Pre cifru 8 mame
analogicky 8 moznosti a pre cifru 9 zas 9 moznosti. Dokopy tak mdzeme ziskat jednoz 5-7-8-9 = 2520 ¢isel.

Iné rieSenie.
Ulohu vyriesime tak, ze zistime pocet &isel, ktoré spliiaju prvit podmienku (1 — 5 st zoradené vzostupne), a od

neho od¢itame pocet Cisel, ktoré sice prvii podmienku splnaju, ale druht (1 - 6 nie st zoradené vzostupne) uZ nie.
V tejto ulohe to bude jednoduché, lebo kazdé ¢islo, ktoré porusuje druht podmienku, zaroven splna ta prvu.

Zacnime teda pocitanim ¢isel, v ktorych su cifry 1 -5 zoradené vzostupne. Na devét pozicii v naSom ¢isle budeme
ukladat postupne cifry od 9 nizsie. Ak by sme zacinali od 1, r6zne umiestnenie by ndm opit dalo rézne pocty
moznosti pre cifru 2.

Cifru 9 mozeme umiestnit na 9 miest, cifru 8 na 8 zvysnych, 7 na 7, a 6 na 6. Na zvysnych 5 miest musime vlozit
cifry 1 az 5. Pri nich v§ak mame predpisané jediné mozné poradie. Dokopy tak dostavame 9-8-7 - 6 = 3024 cisel,
v ktorych su cifry 1 az 5 zoradené spravne.
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Rovnakym postupom uréime pocet ¢isel, v ktorych st cifry 1 — 6 zoradené vzostupne, ¢o bud ¢&isla, ktoré spliiaji
prvii ale nespliaju druht podmienku. Tentoraz mozeme volne umiestnitlen cifry 9,8,7 ato 9-8-7 = 504 spdsobmi.
Toto od¢itame od vietkych ¢isel splhajicich prvi podmienku a dostaneme 3024 — 504 = 2520 ¢isel, ktoré spliaja
obe podmienky zadania.

3.2 Kraca Muz Sam

Zadanie.

»Vpred! ozval sa krdlov rozkaz. Obzriem sa so strachom v ociach, kralovi vsak hladim priamo do prisnej tvdre.
Nedd sa inak. Rozbehnem sa, priamo do ndruce tomu Sialencovi. On tam vsak stoji a ¢akd. Je to pasca? Spomalim,
zastavim, nespuistam ho z oci. Stit zdvihnem medzi nds.

Stit ndsho hrdinu md tvar trojuholnika ABC, v ktorom je taZnica BM dvakrdt kratsia nez strana BC. Vieme, Ze
| < ABM| = 20°. Urcte velkost uhla < ABC.

Rie$enie. opravuje Kubo Poljovka (jakub.poljovka@trojsten.sk)

Nazvime stred strany AB ako S. KedZe MS je stredna priecka, tiez bude dvakrat kratsia nez strana BC. Zo zadania
vieme, Ze aj taznica BM je dvakrat kratsia ako BC. Preto strany BM a MS st rovnako dlhé. Uhol BSM ma preto
velkost 20°. Zo stctu uhlov v trojuholniku SBM je velkost uhla BMS rovna 140°. Nakoniec vyuzijeme poznatok,
ze stredna priecka MS je rovnobeznd so stranou BC, a preto st uhly SMB a MBC striedavé. Uhol MBC ma 140°,
preto | < ABC| = 160°.

3.3 Klasicka Moderna Stratégia

Zadanie.

Chvilu len tak stojime. Ja zazerdm na neho, on na mna. Zrazu na pravom okraji zorného pola zaznamendm pohyb.
Nieco biele sa blizi k ndm. Podpora. Treti muz do bitky. Podvedome sa mi roztriasli kolend. S namahou som ich
ovlddol, no méjmu sokovi sa uz na tvar vkradol uiskrn. Majii presilu.

Na bojisku je n vojakov, kazdy z nich ma na uniforme iné prirodzené ¢islo od 1 po n. Ndjdite vsetky hodnoty n, pre
ktoré mozno vojakov rozdelit do dvoch vojsk tak, Ze v kazdom vojsku bude rovnaky sticet cisel na ich uniformdch.

Riesenie. opravuje Matka (martina.ganova@trojsten.sk)
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Aby sme ¢isla od 1 po n vedeli rozdelit na dve skupiny s rovnakym stuctom cisel musi byt sucet ¢isel od 1 po n

‘ Iy v/ . < e 1 v . v
parny. Sucet cisel od 1 po n vieme zistit ako @ Takze vieme, Ze:

@:Zk (keZ")
n(n+1) =4k

KedZe na n + 1 su po sebe iduce ¢isla, jedno z nich je urcite parne a jedno neparne. Aby ich sucin bol delitelny 4,
jedno z nich musi byt delitelné 4, ¢ize n bude tvaru bud n = 4k alebo n = 4k — 1. Teraz potrebujeme zistit, ¢i pre
vSetky takéto cisla vzdy existuje moznost rozdelit ich na dve skupiny s rovnaky suctom.

Ak n = 4k, tak vieme z radu po sebe iducich ¢isel vytvorit dvojice s rovnakym stuctom n + 1 tak, ze sparujeme 1
an,2an—1,atd. Napr. pre n = 4 by sme dostali 1 +4 = 5a2 + 3 = 5. KedZe ¢isel je dokopy 7 a n je delitelné 4
vieme, Ze tychto dvojic bude parny pocet a polovicu z nich vieme teda umiestnit do jednej skupiny a polovicu do
druhej. Pre vsetky n = 4k teda existuje mozné rozdelenie.

Ak n = 4k -1, tak si moZeme predstavit, Ze sa snazime do dvoch skupin rozdelit ¢isla 0 az n. Opét z nich vytvorime
dvojice s rovnakym suctom #, t. j. sparujeme 0 a n, 1 a n — 1, atd. Takychto dvojic bude parny pocet, kedze cisel je
dokopy n+ 1 an+1 jedelitelné 4. Napr. pre n = 3 by sme dostali 0+ 3 = 3 a 1 +2 = 3. Opit vieme polovicu dvojic
dat do jednej skupiny a polovicu do druhej, 0 pritom modzeme odignorovat. Pre vSetky n = 4k — 1 teda existuje
mozné rozdelenie.

Ak bude pocet vojakov bud'n = 4k alebo n = 4k — 1, tak ich vieme rozdelit na dve skupiny s rovnakym suctom.
Vietky mozné hodnoty » teda su: 3,4,7,8,11,12, ...

3.4 Kazdého Mudi Strach

Zadanie.

Stoja tam dvaja. Preco netitocia? Radia sa? Bol by som radsej, keby uz bolo po vsetkom, toto cakanie ma akurdt muci.
Mozno cakaju, Ze uteciem bez boja, no nohy ma neposlichajii. Nedokdzem spravit krok ani vzad, ani vbok. Instinkt
mi radi vrhnit sa vpred, no stdle st dvaja... Nieco Cierne sa mihne na nalestenom nepriatelskom Stite. Risknem
pohlad za seba. Podpora! Zdchrana! Preco viak nejde blizsie? NemoZe sa bdt viac ako ja.

Styria vojaci stoja vo formdcii, dvaja na dvoch, kto z koho. Na helmdch sa im lesknii celé (nie nutne kladné) cisla
a, b, c,d. Situdcia je zatial vyrovnand: a + b + ¢ + d = 0. Dokdzte, Ze aspori jedno z Cisiel |ab — cd), |ac — bd|, |ad — bc|
nie je sucin prave troch prvocisel.

Riesenie. opravuju Alic (alica.cimrakova@trojsten.sk) a Mata$ (matus.jonastik@trojsten.sk)

Na dokazanie toho, ze aspoii jedno z ¢isiel |ab — cd|, |ac — bd), |ad — bc| nie je suéin prave troch prvoéisel pouzijeme
dokaz sporom. Pozrieme sa teda na situdciu, ak by vSetky tri ¢isla boli si¢inom prave troch prvocisel a nasledne
dokazeme, ze takato situdcia nemoze nastat.
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V prvom rade vyuzijeme rovnicu zo zadania a + b + ¢ + d = 0, z ktorej si vyjadrime a, ¢o nasledne dosadime do
zapisov troch Cisel.

a+b+c+d=0
a=—-(b+c+d)
lab—cd|=|-b(b+c+d)—cd|=|-(b*+bc+bd+cd)|=|- (b+d)(b+c)|
Nakolko pri absolutnej hodnote plati, Ze | — x| = |x|, vieme si na$ vyraz zapisat nasledovne:
[(b+d)(b+c)| (4.1)
Analogicky si vieme upravit aj |ac — bd)|, |ad — bc|, z ktorych postupne dostaneme nasledovné vyrazy:
|(c+b)(c+d)| (4.2)
|(d+Db)(d+c) (4.3)

Tymto sme si kazdé ¢islo napisali ako sucin dvoch zatvoriek. Nakolko pouzivame dokaz sporom, podme sa pozriet
na to, ako spravit zo vSetkych troch ¢isel suciny troch prvocisel.

Kazdé celé ¢islo (takze aj sucty v zatvorkach) ma v prvociselnom rozklade aspon jedno prvocislo, alebo je rovné +1,
alebo je rovné 0. Avsak ak by nejaka zo zatvoriek bola rovna nule, celé ¢islo by bolo rovné nule. V tomto pripade
neplati, Ze je si¢inom prave troch prvocisel a mame spor. Preto mame iba dve moznosti, ako z nasich ¢isel spravit
suciny troch prvocisel. Prvy je, ze jedna zatvorka bude suc¢inom prave dvoch prvocisel a druha zatvorka bude
rovna prvocislu. Druhy je, Ze jedna zatvorka bude rovna +1 a druhd bude sti¢cinom prave troch prvocisel. Najprv
si rozoberme prva moznost.

Bez ujmy na veobecnosti si vezmime ¢islo (4.1): (b + d)(b + ¢) a znova, bez ujmy na vSeobecnosti bude (b + d)
su¢inom dvoch prvoéisel p a g, a (b + ¢) bude rovné prvocislu r. Toto ndm ovplyvnuje &islo (4.3), kedZe aj to je
delitelné (b + d) a tym padom md v prvociselnom rozklade prvocisla p a g. Aby platilo, ze aj &islo (4.3) je si¢inom
préve troch prvocisel, (d + ¢) bude rovné prvocislu s. Teraz si vieme prepisat &islo (4.2) ako stcin prvocisel r * s.
Tu nam nastava spor, nakolko ¢islo (4.2) je su¢inom len dvoch prvocisel.

Teraz si rozoberme druhtt moZnost. Bez ujmy na v§eobecnosti si znova vezmime ¢islo (4.1): (b+d)(b+c¢) aznova,
bez ujmy na vSeobecnosti bude (b + d) siinom troch prvoéisel p, g a ra (b + ¢) bude rovné ¢&islu +1. Toto ndm
znova ovplyviiuje ¢islo (4.3), kedze aj to je delitelné (b + d) a tym padom ma v prvociselnom rozklade prvocisla
P> g ar. Aby platilo, Ze aj ¢islo (4.3) je sti¢inom prave troch prvocisel, (d + ¢) bude rovné &islu 1. Teraz si taktiez
vieme prepisat ¢islo (4.2) ako st¢in ¢isel 1 - (£1). Tu ndm nastéva spor, nakolko ¢islo (4.2) je rovné 1 a nie je
suc¢inom troch prvocisel.

Nakolko sme vo vietkych moznostiach prisli k sporu, dokazali sme, Ze aspon jedno ¢islo vzidy nebude sti¢inom
prave troch prvocisel.

Iné rieSenia: V tomto vzorovom rieSeni sme vam ukazali riesenie, ktoré je najmenej naro¢né, avsak aj najmenej
elegantné. Uloha sa dala vyriesit krat$ie a mozno aj krajsie a my Vam pér rieSeni chceme ukdzat.

Jednou moznostou bolo ¢isla (4.1), (4.2) a (4.3) navzdjom vynasobit a uvedomit si, ze ich suc¢in ((b + ¢)(b +
d)(c + d))? by mal byt sii¢inom 9 prvocisel, aby platil predpoklad, Ze kazdé z ¢isel (4.1), (4.2) a (4.3) je si¢inom
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3 prvocisel. KedZe tento sucin je ale aj druhou mocninou prirodzeného ¢isla, dostavame spor, nakolko druha
mocnina prirodzeného ¢isla musi byt sic¢inom parneho poctu prvocisel.

Druhou moznostou by bolo oznalit si premennymi x, y, z pocty, kolkych prvocisel su zatvorky (b+c), (b+d), (c+d)
su¢inmi. Potom musi platit nasledovna ststava rovnic, aby platil predpoklad, ze kazdé z ¢isel (4.1), (4.2) a (4.3) je
su¢inom 3 prvocisel:

x+y=3
y+z=3
x+z=3

Pomerne jednoducho vieme prist na to, Ze jedinym rieSenim tejto ststavy rovnic, je ak x = y = z = 1, 5. Nakolko
ziadne ¢islo nemoze byt suc¢inom 1,5 prvocisel, dostavame spor.

3.5 Klusaju Mojim Smerom

Zadanie.

S podporou za chrbtom po pravici sa necitim o nic istejsie, ale aspori to odrddza supera od utoku. Nepriatel viak
neplanuje vyckavat. Trubky, po nich rachot. V dialke pohyb mohutnych tiel. Jazda. Zatial sa len prestiva a netitoct,
no i tak mi je mdlo.

Medzi kazdymi dvoma tidermi kopyt ubehne nejaky casovy tisek o dizke danej kladnymi redlnymi islami a,, a,, as, ...

Tie tvoria postupnost takil, Ze a; = 1 a a2, + a,.1 = a,. UkdZte, Ze potom pre kazdé kladné celé n plati

a, 2>

S |

Riesenie. opravuje Petr Velycko (petr.velycko@trojsten.sk)
Dokazovat budeme indukci. V pfipadé n = 1 snadnym vypoctem dostavame

1 1
a = 1>—-=-.
1 n
Tim je baze indukce hotova.
Dile predpokladejme, Ze pro n = k > 1 tvrzeni plati. Odvodime, Ze plati i pro n = k + 1. Pomoci rekurentniho
vztahu ze zadani mizeme psat
5 w1
Ay T Ake1 = Ak 2

2
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Tuto nerovnost se budeme ekvivalentnimi tpravami snazit dostat do tvaru, ktery ndm umozni néco fict o dy.;.

1
ak+1(ak+1 + 1) 2 E,

1
—F <k,
ak+1(ak+1 + 1)
1 1
- — <k,
A1 g 1
1 1
<k+ ——.
Ajt1 Age1 + 1

1
Ajy1+1

Zde si musime v§imnout toho, Ze < 1 (jmenovatel je alespon jedna), proto pravou stranu muzeme shora

odhadnout vyrazem

! <k+ _r <k+1
Ake+1 Ape1 + 1
Posledni krok je jiz ¢tenafi jisté povédomy, umocnime nerovnost na —1 (vSechna ¢isla jsou kladna, tedy uprava je
ekvivalentni), dostavame kyZenou nerovnost
G > 1
k+1 = k+ 1

coz je presné to, co jsme chtéli dokazat.

3.6 Konecne Masirujeme Spolu

Zadanie.

Kopyta dunia. Uz v$ak nie som vo svojom strachu sam. Prisiel. Rovnako rozklepany ako ja. Hodim na neho sticitny
pohlad. Trasie sa, o¢i upreté na Sik pred nami. Na moment sa nase pohlady stretnii. Jeho oci sii plné ziifalého strachu.
Tusime, ze sa blizi nds osud. Srdce mi buisi, vetko vnimam spomalene, cas sa viecie.

Aj hrdinov kolega md stit v tvare trojuholnika ABC, v ktorom |AB| < |AC|. V tomto je vSak vpisand kruznica, ktord
sa dotyka strany AB a strany BC postupne v bodoch D a E. Nech I je stred vpisanej kruznice trojuholnika ABC a P je
priesecnik priamok Al a DE. Dokdzte, Ze priamky AP a PC sti na seba kolmé.

Riesenie. opravuje Mati (matus.zelko@trojsten.sk)

Stred vpisanej kruznice lezi na osi uhlov. Tie si tiez zazna¢me do obrazku. Najprv si uvedomme, ze $tvoruholnik
DBEI je tetivovy, uhly <IDB aj < IEB su oba pravé, kedZe ide o body dotyku ku vpisanej kruznici. Ozna¢me si uhol
privrchole Bako 2. Z obvodovych uhlov v §tvoruholniku DBEI dostavame, ze | < IDE| = fateda|< ADE| = $+90°.
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Oznac¢me si uhol pri strane A ako 2a a pri strane C ako 2y. Potom zo stctu uhlov v trojuholniku ABC vidime,
tea+p+y="1" Dalej |<APD| = 180° — a — f — 90° = y. Vdaka vete uu teraz vidime, Ze trojuholniky AIC
a ADP su podobné, takze pomer medzi prislichajicimi stranami je rovnaky a plati, Ze % = %. Na ten isty
pomer sa da pozriet aj z pohladu trojuholnikov ADI a APC. Pri nich vdaka vete sus vyplyva, zZe st tiez podobné
(obcas sa hovori, Ze podobnost chodi po dvoch). Nakoniec uhol pri vrchole D je pravy, takze aj uhol pri vrchole P

je pravy, ¢o sme chceli dokazat.

3.7 Kolegu Mojho Smrt

Zadanie.

BliZi sa k nam prvy jazdec. Zrazu je kén vo vzduchu. Na tiom jazdec v mohutnom brneni zviera kopiju. Neviem,
kedy pristal, neviem, kedy bodol, no kopija zrazu prechddza mojim spolubojovnikom. Vsade je krv. Ani nekrical...

Pokial na ¢loveka bezi kon alebo lubovolné iné stvornohé zviera, tak najlepsia stratégia je uhniit sa mu. To vedia aj
Spanielski toreadori. Vedia, ze byk sa v jednom tahu posunie v jednom smere (zvisle alebo vodorovne) o 1 policko
a v kolmom smere o 2 alebo 3 policka. Ohrozuje teda policka ako na obrdzku. Najviac kolko bykov mozno umiestnit
na Sachovnicu 8 x 8 tak, aby sa Ziadne dva neohrozovali?
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Riesenie. opravuje Mi$o M. (michal.molnar@trojsten.sk)

V tulohach s otazkou ,,najviac kolko®, potrebujeme vzdy ukazat, Ze nasu hodnotu vieme dosiahnut, a zaroven
vysvetlit, preco sa neda dosiahnut viac. V rieSeni by nam teda stacili dva obrazky - rozostavenie bykov a rozdelenie
$achovnice do zo6n, v ktorych v kazdej modze byt len nejaky obmedzeny pocet figuirok.! KedZze takéto riesenie
spravidla vedie k otdzkam typu ,,Ako som mal/-a na toto prist?“ budeme vo vzoraku trocha obsirnejsi. Struc¢né
rieSenie (ktoré samo o sebe postacuje na plny pocet bodov) si mozete precitat na konci.

Ako som mal/-a na toto prist?

Zacnime tym, Ze si v§imneme, Ze figirka byka je vlastne rozsirenim figurky jazdca z obyc¢ajného sachu. Kym jazdec
skace o 1 + 2 policka, byk ma navySe moznost skocit aj o 1 + 3 policka. O jazdcovi je zndme, Ze pri skoku meni
farbu policka, na ktorom stoji. T.j. pri beznom ofarbeni sachovnice ho jeho tah zavedie bud z ¢ierneho policka
na biele, alebo z bieleho na ¢ierne. Urcite tak vieme umiestnit na Sachovnicu 32 jazdcov, napr. na biele policka.
Ohrozovat sa nebudu, lebo kazdy z nich vie skocit len na ¢ierne policko.

Pri bykovi v$ak o tato moznost prichadzame kvoli skoku o 1 + 3 policka. Oplati sa nam teda viac zamysliet nad
tym, aké platia pre jazdca obmedzenia, a ¢o sa stane, ked k nim pridame toto obmedzenie navyse.

KedZe jazdcov vieme umiestnit na vsetky biele policka, ¢im ohrozime vsetky cierne policka, je pre nas vyhodné
vytvorit dvojice, vzdy biele a ¢ierne policko, ktoré sa navzdjom jazdcom ohrozuji. KedZe kazdé policko bude
mat svoj ,,zakdzany par®, mame istotu, Ze pri kazdom umiestnenom jazdcovi zaroven skrtneme jedno prazdne
policko. Neumiestnime teda viac ako 64 : 2 = 32 jazdcov. Samozrejme, jazdci ohrozuji aj policka mimo danej
dvojice, takze toto nam este nezarucuje, Ze tych 32 jazdcov umiestnit dokazeme - dostavame len hornu hranicu.
Preto sa v takychto ulohdach zvykne vyhovujice rozmiestnenie skonstruovat zvlast.

' A samozrejme nejaky kratky popis, ktory ndm povie, preco je ten pocet obmedzeny zrovna takto.
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Ako nam to pomdze s bykmi? KedZe byci ohrozuju vietky policka, ¢o aj jazdci (a nejaké navyse), tak tento odhad na
32 figurok plati aj pre nich. Experimentalne vsak prideme na to, Ze sa k tejto hranici dostat nevieme. Potrebujeme
teda nejak vyuzit tie skoky o 1 + 3 policka, ktoré byka od jazdca odlisuju, aby sme zvacsili ¢ierno-biele dvojice na
nejaké vacsie ,,zony" navzajom sa ohrozujucich poli¢ok.

Doévod, preco jazdec nemdze mat takuto zonu vacsiu ako 2 policka, spociva v tom, Ze uz v kazdej trojici policok
musia mat (aspon) dve z nich rovnakau farbu. Jazdec teda nedokaze z jedného takéhoto policka ohrozit to druhé.
Bykovym tahom 1 + 3 to v8ak ide. Sta¢i nam teda k tejto dvojici najst to tretie policko opac¢nej farby (vid obrazok
vlavo), z ktorého by ich jazdec dokdzal ohrozit. Pri hladani si vSak v§imneme, Ze takéto policka st hned dve (vid
obrazok vpravo), a navyse su od seba navzajom vzdialené o 1 + 3 policka, takze sa medzi nimi dokaze presunut
byk.

Nasli sme teda 4-poli¢kovi zénu, do ktorej ked umiestnime byka na lubovolné policko, mame istotu, Ze ohrozi cely
zvy$ok zony. Takato zéna ma vsak pomerne neprakticky tvar. Do Sachovnice sa ich nezmesti64 : 4 = 16, alelen 12,
zvy$né policka tak budeme musiet rozdelit na 8 zakdzanych dvojic tak, ako sme to urobili u jazdca. Jedno takéto
delenie je na obrazku nizsie, vpravo. Zaroven do kazdej z 20 zon vieme umiestnit byka tak, aby sa neohrozovali
(obrazok nizsie, vlavo), takze hladané maximum je skuto¢ne 20.

Vysledné rieSenie

7 |18|17] 8
811019 |7

3 419|7]8]|10
4 3 |10(12(11] 9
5 6 |11]9 [10]12
6 |16 15| 5 |12|20 |19 |11
15|56 |[16|19]11[12]20

Na obrazku vlavo vidime 20 bykov na $achovnici 8 x 8, ktory sa navzajom neohrozuji. Na obrazku vpravo vidime
$achovnicu rozdelent na 20 zdn, policka kazdej zony st oznacené jednym ¢islom od 1 po 20. Zaroven si mozeme
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v§imnut, ze kazda zéna od 1 po 12 obsahuje po 4 policka a md tvar bud ako zéna 1 (modrd) alebo preklopeny
(napr. zona 2, Cervena).

Vsimnime si, Ze ked umiestnime byka do jednej takejto zony (1 —12), bude ohrozovat vsetky ostatné policka v nej.
Dve z nich budu od byka vzdialené 1 + 2 policka, posledné policko zény bude vzdialené 1 + 3 policka. Podobne je
to aj so zénami 13 — 20. Tie obsahuju len dvojicu policok, ktoré st od seba vzdialené 1 + 2 policka, takze ak byka
umiestnime na jedno z nich, to druhé bude musiet zostat prazdne. Dokopy tak moze byt v kazdej z 20 z6n najviac
1 byk, takze na $achovnicu sa zmesti spolu najviac 20 bykov.

3.8 Kde Mam Skrysu?

Zadanie.

Chcem ujst, tuzim byt prec, no nemézem, nohy mdm ako prikované. Uz ma takmer obklicili... Utekat pred jazdcom
na koni nemd zmysel, posily neddjdu véas. Mdam vsak cakat na nepriatelov uder?

Vhodné riesenie nemusi vZdy existovat. Rozhodnite, (i existuje nekonecne vela nesudelitelnych dvojic kladnych celych
Cisel m, n, pre ktoré md rovnica (x + m)? = nx prdve 3 rozne celociselné riesenia pre x.

Riesenie. opravuje M&M (marek. murin@trojsten.sk)

Pri rieSeni je vhodné sa zamysliet, ¢i nevieme nahodou previest kubickd rovnicu na ina kubickd rovnicu, ktora
ma rovnaké vlastnosti, ale je o nejaky kisok jednoduchsia na analyzovanie. Polozme

y=x+m, teda x=y-m.
Rovnicu prepiSeme na
(y=m+m)’ =n(y-m)
y —ny+nm=0.

Ta md nadalej tri rozne celociselné korene, nech st to y, y,, y;. KedZze pri y* je nulovy koeficient, podla Vietovych
vztahov plati

J41 +y2 +y3 = 0, teda V3 = _()’1 +y2).

Z Vietovych vztahov dalej dostaneme

n=—(yn+yys+y) =yi+yn+y;  a nm=-yyys=yia(n + ).
Teda

"= Y12 (n +)’2)2_ (8.1)
N+
Pri analyze takychto celodiselnych vyrazov je vhodné vynat spolo¢ného delitela. Teraz nech d = ged(y1,y,), teda
y1 = du, y, = dv, kde gcd(u,v) = 1. Potom sa z (8.1) stane
uv(u+v)

u uv +v
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Ukazeme, Ze menovatel (8.2) musi delit d pretoze s uv(u + v) je nesudelitelny.

Lemma 8.1. Nech u, v st nesudelitelné ¢isla potom plati

ged(u? + uv+ vV, uv(u+v)) = L.

Doékaz: KedZe u a v st nestudelitelné zjavne plati:

gcd(u2 +uv+ vz,u) =1 a gcd(u2 +uv+ vz,v) =1

Preto staci ukazat, ze aj

ged(u? +uv+v4, (u+v)) = L.

Nech p je prvocislo deliace u + v, potom u = —v (mod p). Potom

2+u*=u* (mod p).

WHruw+v=ur-u

KedZze p | u? tak aj p | ua spolus p | u + v vzplyva, ze p | v, ¢o je spors nesudelitelnostou u, v. O

Podla Lemmy 8.1. je zlomok v (8.2) celé &islo prave vtedy ked, u? + uv + v? | d. Nech teda d = k(u? + uv +v?),
potom

m=kuv(u+v), n=d(u+uv+v’) =KW +uv+v')>°.

KedZe k deli aj m aj n ale tie st nesudelitelné zo zadania tak musi k = 1. Dostavame teda

m=uv(u+v), n=(u*+uv+v*)>.

Je potrebné ukazat, Ze m a n teraz tvoria nekonec¢ne vela roznych dvojic vzhladom na nesudelitelné u a v. Staci
napriklad zafixovat u = 1 a dostaneme

m=v(1+v), n=(1+v+*)>.

Pri¢om obe ¢isla zjavne nadobudaji nekonecne vela hodnoét vzhladom na v.

Nakoniec este priamym dosadenim overime, zZe ¢isla

X, =, Xy =V, x3=—(u+v)®>  resp.

= u(u? +uv+2), =y +uv+v?),  ys=—(u+v) (U +uv+r?)

st rie$eniami rovnice (x + m)? = nx, resp. y* — ny + nm = 0.

pre koren x; = v plati (¢ + uv(u+v))3 = (u? + uv + v?)3u3,
pre koren x, = v? plati (v* + uv(u +v))3 = (12 + uv +v?)33,
pre koreti x3 = —(u +v)3 plati (—(u+v)* + uv(u+v))? = (> + uv +v?)> - —(u +v)3,

pre koren y; = u(u? + uv +v?) plati
(u(u?+uv+v2))3 = (2 +uv+v? ) Pu(u? +uv+v?) + (2 +uv+v? ) uv(u+v) = w3 —u(w?+uv+v?) +uv(u+v) = 0,

pre korenl y, = v(u? + uv + v?) plati
V(2 +uv+12) ) = (2 +uv+ v )3 v(2 +uv+v?) + (2 +uv+v?Puv(u+v) = v —v(w +uv+v?) +uv(u+v) = 0,
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o prekoren y; = —(u +v)(u? + uv + v?) plati
(~(u+v) (P +uv+1?))P = (P +uv+ 23 (=(u+v) (2 +uv+v2)) + (2 +uv+v?Puv(u+v) = —(u+v))> +
(W +uv+v?)+uv=0.

Korene st navzajom rozne, takze hotovo.

Bodovanie ulohy
(B1) Za najdenie nejakého spravneho rieSenia .......... .. .. i (1p)

(B2) Za overenie, ze najdené n, m, x;, x, a x3 v zavislosti od ¢isel u a v st rieSenim pdvodnej rovnice. Totiz je
dolezité po sebe skontrolovat rieSenie. ......... ... (1p)

(B3) Za overenie, Ze rieSenia X1, X3 @ X3 SUTOZIE. ..ttt ittt ettt ettt (1p)

(B4) Zazdodvodnenie, Ze existuje nekonecne vela roznych dvojic m a n. Za zhodnotenie, Ze ich je nekonec¢no ale
bez zmienky o roznosti body neboli udelené. Je to preto, Ze m, n v zavislosti od u a v by mohli byt cyklické
alebo konstantné alebo inak ohraniCené. . ...ttt (1p)

(B5) Za ukézanie, ze ¢islaman sdnesadelitelné. . ...ttt (3p)

3.9 Krvila¢ne Mecom Sekam

Zadanie.

Nemdm inti mozZnost, len vrhnut sa vpred. Sikmo medzi toho Sialenca a jazdca, priamo na druhého prichodzieho.
Nepozerdm mu do tvdre, len sa zaZeniem mecom. Nemdm inii mozZnost. Budto skond on, alebo ja. Nddej mi vliala
do zil silu, prekvapenie oslabilo stipera. Potkyna sa a ja naposledy sekdm.

Kazdy vojak si musi plnit svoju funkciu. Ndjdite vietky funkcie f N — N také, Ze pre vsetky kladné celé ¢isla m, n
plati f*(n) + f(mn) = f(m)f(n), kde f*(n) definujeme ako f*(n) = f(f(---f(n)---)).
—

m-krdt

Rie$enie. opravuju Denys (denys.andrukhovskyi@trojsten.sk) a Dominik (dominik.rigasz@trojsten.sk)

Ako kazdu funkcionalku, za¢neme dosadzovanim konkrétnych hodnot. Za prvé skisime za (m, n) dosadit (1,1):

f(1) +f(1) = ADAT).

Kedze fje véade nenulov4, tak z predchddzajicej rovnice f(1) = 2.

Teraz skdsime za (m, n) dosadit (m, 1):

f1(1) +f(m) = fim)f(1).
Kedze vieme, ze f(1) = 2, prepiseme to ako:
f1(@) =f(m). (9.1)

Ak by sme aplikovali f na predchadzajicu rovnost, dostaneme:

) = £ (1)) = f(f(m).
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Ale podla 9.1 mame aj f"*1(1) = f(m + 1). Spolu s predchadzajicou rovnicou, dostaneme:

fm+1) = f(f(m)). (9.2)

Teraz prichadzaji do uvahy dve moznosti. Ak fje injektivna, tak z 9.2 mame m + 1 = f(m). KedZe upravy neboli
ekvivalentné, treba este overit rieSenie. VSimneme si, Ze v tomto pripade opakovanym pouzitim 9.1 dostaneme

fr(n) =f(f*(1)) =f*(1) = m + n, a dosadime do zadania:
f(n) + fimn) = f(m)f(n),

m+n+(mn+1)=(m+1)(n+1),

mn+m+n+1l=mn+m+n+1.

Sedi. Teraz najdeme vietky neinjektivne riesenia. Ak fje neinjektivna, tak existuju také kladné celé a, b, ze a < b,
afla) = f(b).

Potom f(f(a)) = f(f(b)). Spolu s 9.2 dostaneme f(a + 1) = f(b + 1). VSeobecne, nech k > 0 je kladné celé, podla
9.2 potom dostaneme:

fla+k)=f(1) =f(F(1) = f(fa)) = (b)) =f(f (1) =f**(1) = f(b + k).

Takze, funkcia f je od istého bodu periodickd s periddou b — a. Konkrétne teda pre vietky x > a plati f(x) =
f(x+ (b-a)). Véiimneme si, ze tento fakt ndm umozni hovorit o maximalnej hodnote funkcie f. To plati, kedZe
obor hodnot funkcie fje mnozina {f(1),f(2),...,f(a),...,f(b)}, ¢o je kone¢nd mnozina, a kone¢na podmnozina
¢isel ma vzdy maximum.

Takze, nech M je maximum funkcie f, ktory funkcia nadobida v r, teda f(r) = M. Dosadime do zadania za (m, n)
dvojicu (r,r):

2M 2 f (r) + f(rr) = f(r)f(r) = M?,
kedze M > f(r),M > f(rr), lebo M je maximum. S predchddzajicej nerovnosti dostaneme 2 > M (kedZe M je
kladné).

Na dokoncenie riesenia si treba rozmysliet, ¢i moze f nadobudat hodnotu 1 (iné nemoze, lebo M < 2). Ak by
existovalo s také, Ze f(s) = 1, tak dosadenim (s,s) do zadania dostaneme f(s) + f(s?) = f(s)f(s) = 1, ¢o je spor,
kedZe 1 nemdze byt suctom dvoch kladnych celych ¢isel.

TakZe f nenadobtida hodnotu 1, ale zdroven maximalna hodnota f je nanajvys 2. TakZe, f(n) = 2. Overime toto
rieSenie:

f(n) + flmn) = f(m)f(n),
242=2.2,

4=4.

TakZze sme nadli véetky mozné rieSenia: f(n) =n+1af(n) = 2.
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3.10 Kralovna Ma Skolila

Zadanie.

Prave som zabil ¢loveka. Po prvy raz. Pomaly mi dochddza vaha mojho cinu, stiperi zatial prekvapene stoja. Preco
nic¢ nerobia? NezasliZi si moj ¢in nejaky trest? Niekto sa ku mne spredu blizi, no nez zdvihnem zrak, moju hrud
preklaje mec. Klesam na zem, moj zrak sa dviha len stazka. Predo mnou je majestdtna Zena v Ziariacich Satdch.
Svetlo, ktoré ju obklopuje, zastiera postupne celé moje zorné pole. Jej stit je to posledné, co v Zivote vidim.

Kralovnin $tit ma tvar rovnoramenného trojuholnika ABC so zdkladriou BC. KruZnicu opisanti trojuholniku ABC
nazveme k. Nech bod D lezi na vyske na stranu BC a p je rovnobezka s BC prechddzajiica bodom A. Priamka BD
sa pretina s p v bode E. Nech I je druhy priesecnik priamky CE s k a ] je druhy priesecnik CD s k. Dokdzte, Ze p, os AB
a I] sa pretinajui v jednom bode.

Riesenie. opravuje Michal ITkovi¢ (michal.ilkovic@trojsten.sk)

Nech O je stred kruznice opisanej AABC, N stred strany BC a M stred strany AB. V prvej ¢asti dokazu najprv
dokreslime pomocny bod /', ¢o je obraz J v stredovej simernosti podla A. Naskedne ukazeme, ze J'AEI je tetivovy
$tvoruholnik, aby sme dokazali, Ze MOIJ je tetivovy $tvoruholnik. V druhej casti ukazeme, ze priamky IJ, os AB
a doty¢nica k v bode B st chorddly’ troch dvojic kruznic (kruznica opisand AABC, kruznica opisana BNOM
kruznica opisand ). Dalej vyuzijeme zndmu vlastnost chordal, Ze sa pretinaju v potenénom strede, ¢o ndm dokéze
ulohu.

20 chordalach a mocnosti bodu ku kruZnici sa moézete doditat viac napriklad tu: https://materialy.kms.sk/pdfs/power-of-a-point.
pdf
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Nech priamka CD pretne priamku p v bode E'. Zo symetrie plati |AE| = |AE'| a teda E, E’ su stredovo simerné
podla A. Zobrazime si v stredovej sumernosti J podla A. Dokazeme, ze tento bod J' lezi na kruznici opisanej
AEAI Kedze J' je obraz Ja E je obraz E' v stredovej sumernosti podla A, tak su zhodné AEJ’A A E'JA. Tym padom
pre uhly plati | <EJ'A| = | < E'JA|. Kedze E', ], C lezia na jednej priamke, tak plati | < E'JA| = 180° — | < AJC|. Dalej
z tetivovosti AJCI plati | < AJC| = 180°—| < AIC| = | < AIE|. TakZe sme dokazali |< AJ'E| = 180°—| < AIE| ateda AIE]'
je tetivovy $tvoruholnik. Teraz ukdZeme, ze AJJ'I a A BAI sd $pirdlovito podobné. Z tetivovosti AJBI plati | < AJI| =
| < ABI|. Dalej plati z rovnobeznosti p || BC, Ze | < AEI| = |< AEC| = 180° — |< ECB| = 180° — | <ICB]|. Pri¢om sme
vyuzivali fakt, ze E, I, C lezi na priamke. Dalej iba znovu prenesieme po kruznici | < BCI| = 180° — | < BAI|. Takze
z toho vyplyva, ze | < BAI| = |< AEI| = |<AJ'l| = |<]JJ']|. Pri¢om predposledna rovnost plynie z tetivovosti AIEJ’
a posledna z kolinearity JAJ'. Takze podla vety uu dostavame $piralovita podobnost AJJ'I ~ ABAI Zo $piralovitej
podobnosti pre stredy A (strany JJ) a M (strany AB) vyplyva |<J'Al| = | < AMI]|.

Dalej ukdzeme | < JMA| = |<J'Al|. | < JMA| = 180°—| < JMB|. Zo $piralovitej podobnosti zdroven vyplyva | < BIM| =
|<JIA|] = |<BIJ| = |<MIA|. Takze podla vety uu st podobné trojuholniky ABIJ] ~ AMIA. Pre pomery ich
stran plati:

IMA| _ |B]] B _ 1Bl _ i

= = ==

ALl |1l [MA[ - |BM]  |A]
Z tetivovosti AJBI vyplyva | < JBA| = | <JIA|. Takze podla vety sus st podobné trojuholniky AJMB ~ AJAI Takze
pre uhly |<JMA| = 180° - |<JMB| = 180° - |<JAI| = |<J'Al|. Navyse plati aj |<JMA| = |<J'All = |<JCI].
Pripomenme, Ze N je pdta vysky z A a O je stred k. Teraz uz vieme lahko ukazat tetivovost JMOI. Vsimnime si,
ze z vety o obvodovom a stredovom uhle plati | < JOI| = 2| < JCI|. Takze |<JMI| = |<JMA| + |<AMI| = 2| <JCI| =
| <JOI| a teda je JMOI tetivovy.

(10.1)

Teraz prejdeme do druhej casti rieSenia. V rovnolahlosti so stredom B a koeficientom 1/2 je k zobrazené na kruz-
nicu opisani BNOM (ozna¢me k’). Tieto dve kruznice zdielaji doty¢nicu v bode B. Ozna¢me X priese¢nik do-
ty¢nic v bode B a A (priamky p). Trividlne plati, Ze os BA prechddza X. Bod X ma rovnakd mocnost ku k a k.
Zaroven ma rovnaku mocnost ku kruznici kK’ a kruznici opisanej MOIJ, lebo lezi na ich chordale MO. Takze X je
potenc¢ny stred (ma rovnaku mocnost ku vSetkym trom kruzniciam). A teda lezi aj na chordéle kruznice opisanej
MOIJ a k, ¢o je priamka I], ¢o sme mali dokazat.
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