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Trojsten

KMS, OATC KAGDM FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava

RieSenia 1. kola zimnej Casti

1.1 Kuzlo Metrického Systému

Zadanie. Pdn kral sa prave vracal z poucnej prehliadky krdlovského hodindrstva, z ktorej si odniesol informdciu,
kolko je hodin. Vraj 5 882 353 496 a stdle pribudaju dalsie. Okrem toho si odniesol aj najnovsi model vyuzivajiici
metricky systém.

Kral'sa cudoval, ako fungujii tieto hodiny. Podla nich md jeden soldrny deni 10 hodin a kazda hodina mad 100 minuit.
Kralove hodiny teda napriklad tesne pred polnocou ukazujii 9:99, o polnoci ukazujii 0: 00 a o 3:00 ndsho standard-
ného casu ukazujii 1: 25. Aky ¢as ukazuju krdlove hodiny o 6:36 ndsho casu?

RieSenie. opravuju Nata (natalia.cigasova@trojsten.sk) a Vil€o (viliam.geffert@trojsten.sk)

Hodiny a minuty na kréalovych hodinach budeme volat metrické. Ozna¢me si metricka hodinu ako h,, a metricka
minutu ako min,, Kedze deii ma rovnaku dlzku, skiisme si ur¢it, kolko ,,nasich“ hodin méa metrick4 hodina, resp.
minuta. Jedna metricka hodina ma 100 mintt a jeden metricky dent ma 10 hodin. Z toho vyplyva, Ze

1 den =24 h = 1440 min = 10 h,,, = 1000 min,,,,

1,44 min = 1 min,,,

1 min =

min,,,.

b

Mozeme si teda vSimnut, Ze jedna metricka mindta je 1,44 nasich minut. Dodato¢ne si mozeme este overit, Ze to
skutocne plati. KedZe vieme, ze o 3: 00 nasho casu je 1: 25 metrického casu, plati

. 180 . ) .
3h =180 min = 24 min,, = 125 min,, = 1 h,, 25 min,,.

)

Nas prevod teda skuto¢ne sedi. Vieme teda vypocitat, aky bude teda metricky cas, ak je 6: 36 nasho casu:

396
6 h 36 min = 6 - 60 min + 36 min = 396 min = Taa min,, = 275 min,, = 2 h,, 75 min,,.

b

Kralove hodinky budu ukazovat 2: 75.

1.2 Krajina Mizne Svizne

Zadanie. Na hrade ¢akalo krdla nemilé prekvapenie. Jeho dcéru prdve priviedlo 9 odvaznych zdchrancov, z ktorych
kazdému mal dat podla prava bud princeznii, alebo polovicu krdlovstva. Princeznd sa viak nechcela vydavat a tak
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hrozilo, Ze sa jeho krdlovstvo scvrkne na =i5. Rozhorceny krdl sa teda spytoval svojej dcéry, ako mohla Cosi také

dopustit. Ta odpovedala prosto: ,,Prepdcte, otecko, nechala som sa uniest.”

Kralovi ostala nemild povinnost rozdelit medzi 9 zdchrancov svoje krdlovstvo. Traja zdchrancovia cheeli po jednej
rieke, traja po jednej liike a traja po jednej hore a kral skutocne rozdal tri rieky, tri luky a tri hory, tak, Ze kaZdy
zdchranca dostal rieku, liiku alebo horu. Avsak kral' bol mimoriadne nestastny, takzZe iba presne jednému zdchrancovi
dal, ¢o chcel. Kolkymi spésobmi to mohol urobit? Samotné rieky boli nerozlisitelné od seba, tak ako liiky a hory.

Riesenie. opravuju Mata (martina.mlada@trojsten.sk) a Michal S. (michal.stanik@trojsten.sk)
Pri prvom pohlade na ulohu vidime, zZe ide o kombinatoriku. Potrebujeme len vhodne spocitat vietky moznosti.

Kedze je uloha symetricka, mozeme uvazovat, ze prvy zachranca dostal to, ¢o chcel. Na konci musime pocet
moznosti prendsobit 9, aby sme zapocitali moznosti, kde uspokojeny zachranca je iny. Ozna¢me zachrancov z; az
z9 tak, Ze prvi traja (z; — z3) cheeli rieku, z, — z liku a z; — zo horu. Povedzme, Ze prvy dostal rieku, ako chcel,
potom ostatni dostali jeden z dvoch typov tizemia, ktoré nechceli. Ozna¢me si rieku ako 7, luku ako / a horu ako h.
Moznosti, ¢o mohli jednotlivi zdchrancovia dostat, m6Zeme poznacit do nasledovnej tabulky:

21 V) 23 24 Zs5 Z6 Z7 Z3 29
r{l/h|{l/h|rih|r/h|rvih|r/l|r/l|r]l

Zachrancovia 2 — 3 mohli dostat: luku a luku, horu a horu alebo luku a horu (v nejakom poradi).

V pripade, Ze dostali luku a luku, zachrancovia 4 — 6 dostali 3 hory (pretoze nikto iny uz hory ziskat nemohol),
zachrancovia 7 — 9 dostali 2 rieky a 1 luku, ktoré mohli dostat 3 spdsobmi, podla toho kto dostal luku. Tieto
moznosti vyzeraju teda nasledovne:

Z1 | 22 | %23 | 24 | Z5 | Z¢ | Z7 | 28 | Z9
r{ 1|1 | h|h|h|ILl|r|Tr
r|l |1 | h|h|h]|T r
r| 1|1 | h|h|h|7r |71 ]|l

V pripade, zZe dostali horu a horu, zachrancovia 7-9 dostali 3 luky (podobne ako vyssie), zachrancovia 4 -6 dostali
2 rieky a 1 horu, ktoré mohli dostat znovu 3 sposobmi (rovnako ako vyssie).

V pripade, Ze dostali liku a horu, ostali 2 rieky, 2 luky a 2 hory. Luku a horu mohli zachrancovia 2 — 3 dostat
dvoma sposobmi. VSetky zvysné hory dostali zachrancovia 4 — 6, pripadla im aj jedna rieka. Zachrancovia 7 — 9
dostali 2 luky a 1 rieku. Zachrancovia 4 — 6 mohli dostat casti kralovstva tromi spdsobmi, tak ako aj zachrancovia
7 — 9. Tieto moznosti sa daji lubovolne kombinovat, ¢im ziskame 2 - 3 - 3 = 18 spdsobov.

S¢itanim pocétov moznosti z jednotlivych pripadov dostaneme 3 + 3 + 18 = 24 a na zaver prendasobime 9, aby sme
zahrnuli moznosti, kde je uspokojeny iny zachranca: 24 -9 = 216, ¢o je celkovy pocet moznosti.

1.3 Kral Musi Schudnuat

Zadanie. Pdn krdl sa pri tejto udalosti tak napajedil, az mu nezostalo nic iné ako ist za kralovskym doktorom. Ten
ho pozorne pociival a napokon povedal: |, Vasa vysost, Vy sa neustdle staZujete. Mali by ste sa viac starat o svoju
vihu.*
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@@ Riesenia 1. kola zimnej Casti

Od ndvstevy lekdra krdalovu vahu pravidelne Cisti p sluhov a udrzuje ju q idrzbdrov. Pritom p, q sti prvocisla také, Ze
22 + p? + ¢? je tiez prvocislo. Ndjdite vietky dvojice prvocisel p, q.

Rie$enie. opravujui Denys (denys.andrukhovskyi@trojsten.sk) a Bohdan (bohdan.bankov@trojsten.sk)
ZapiSme si vyraz 2% + p* + q* = 4 + p* + g*. Uloha sa nas pyta, kedy je 4 + p? + ¢g* prvocislo.

Prvé, ¢o si mdzeme v§imnut, je, ze nase prvocislo nie je aplne malé. 4 + p? + g* > 4, kedZe p, g st prvodisla, a teda
kladné celé ¢isla. Z toho nam vyplyva napriklad, ze 4 + p* + ¢* nie je 2 alebo 3. Naco by nam to bolo?

Ak 4+p?+¢? nie je 2, tak nemoze byt delitelné ¢islom 2 — inak by to nebolo prvocislo. Ale kedy modze byt 4+p?+g>
nepdrne? Spomenieme si, Ze

« sucet parneho a parneho ¢isla je parne ¢islo,

« sucet neparneho a neparneho ¢isla je parne ¢islo,

o sucet parneho a neparneho ¢isla je neparne ¢islo.
Potom si vieme v$imnut, Ze 4 + (p? + ¢?) je neparne prave vtedy ked p? + ¢* je neparne. Jedinou moznostou, aby
p* + ¢* bolo nepirne, je, aby jedno z Cisel p?, g> bolo parne a jedno neparne. Ale druhd mocnina celého ¢isla je
parna prave vtedy, ked ¢islo je parne.
Cize prave jedno z Cisel p, q je parne. Ale zéroveii si pamitdme, Ze p, g su prvocisla a jediné parne prvocislo je 2.
Cize prave jedno z &isel p, g je 2.
Viimnime si taktieZ, ze ak dvojica (p, q) je rieSenie rovnice, tak aj dvojica (g, p) je rieSenie. TakzZe teraz si zvolime
p =2 — pripad g = 2 bude absolttne symetricky'.
Cize 22 + 22 + q* = 8 + g* je prvocislo. Vieme spravit podobnt tivahu, ako delitelnost dvomi?
Skusme to s trojkou. Pre ¢ mame 3 moznosti:

+ g ma zvysok 0 pri deleni 3: KedZe g je prvocislo, tak nutne g = 3, lebo iné prvocisla nemozu byt delitelné
tromi. 8 + 32 = 17, ¢o je prvocislo. Cize (p,q) = (2,3) je riesenie.

« g ma zvySok 1 pri deleni 3: Potom vieme zapisat q = 3k + 1 pre nejaké celé k. Teraz 8 + q> = 8 + (3k+ 1) =
8 +9k? + 6k + 1 = 9k? + 6k + 9 = 3(3k? + 2k + 3), Co je ¢islo urdite vacsie ako 3, ale delitelné tromi. Takze
toto ¢islo nemdze byt prvocislom.

o g ma zvySok 2 pri deleni 3: Potom vieme zapisat q = 3k + 2 pre nejaké celé k. Teraz 8 + g> = 8 + (3k +2)% =
8+ 9k? + 6k +4 = 9k? + 6k + 12 = 3(3k> + 2k + 4), ¢o je ¢&islo opat vacsie ako 3, ale delitelné tromi. Takze ani
toto ¢islo nemdze byt prvocislom.

Cize sme vyskusali vietky moznosti a zistili, Ze jediné riesenia sa (2, 3) a nezabudnime, aj (3,2), podla toho, ¢o
sme povedali vyssie.

1.4 Krasny Mocny Sluha

Zadanie. Na druhy den krdla opdt navstivila jeho dcéra. ,,Otecko, sluha ma zbalil. MézZem sa vyddvat?“ Krdla tento
vyvin udalosti znepokojil. Je spravne vydat princeznii za obycajného sluhu? Pravda, novomanzel by mohol vypldcat
zdchrancov miesto neho... V tom mu vsak spadli oci do kiita siene.

'to isté vieme povedat, ako bez ujmy na vieobecnosti nech p = 2
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V kute sa nachddza princeznina batozZina, ktord md tvar pravouhlého trojuholnika. Sluha princeznii zbalil do dvoch
vyznadenych oblasti s obsahmi 17 a 7. Dalej sti na obrdzku vyznacené pravé uhly a tsecky dlzok a a b na réznych
Castiach trojuholnikov. Ndjdite sucin a - b.

o
17
"‘--..._‘_‘_‘_‘_‘_-
b
1 1 7
b a
Riesenie. opravuju Matuas Zelko (matus.zelko@trojsten.sk) a Petr Velycko (petr.velycko@trojsten.sk)

Oznac¢me si obsah $tvoruholnika AEHF ako S. Potom si uvedomme, ze S mozme spocitat dvoma roznymi spo-
sobmi:

» Pomocou obsahu trojuholnika ABF, od ktorého od¢itame obsah trojuholnika EBH:

S:%(a+b)-b—7;

« Pomocou stétu obsahov kosodlznika FEGD, s vyskou o velkosti b a stranou o velkosti a, a pravouhlého
rovnostranného trojuholnika AEF, od ktorych od¢itame obsah $tvoruholnika FHGD:

2
S=—+ab-17.
2

Pre tplnost ukazme, ze Gtvar FEGD je skuto¢ne kosodlznik. Vdaka pravym uhlom pri bodoch A a E st strany FD
a EG rovnobezné. KedZe trojuholniky AEF a ABD su podobné (st to rovnoramenné pravouhlé trojuholniky), tak
aj strany DG a FE su rovnobezné.
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F
\H
—

Tieto dve hodnoty sa rovnaju, a preto mozme zapisat vztah pre pravé strany oboch rovnic:
1 b?
—(a+b)-b-7=—+ab-17.
2 2

Z tejto rovnosti nasledne ekvivalentnymi upravami dostaneme

b _

10,
2

odkial vynasobenim dvojkou uz dostavame pozadovanu hodnotu

ab = 20.

1.5 Kopu Mriezku Straze

Zadanie. Hned ako krdl pozbieral z kiita svoje oci, vzblkol hnevom. Na Ziadnu cestu sa vyddvat nebudes. Straze!
OkamZite dajte princeznii pod zamok!“ , Ako to myslite, pod zdmok?* opytal sa jeden strdznik. ,,Som vds punovnik,
moje prikazy mdte splnit presne do slova a do pismena.“ A tak sa straze vybrali kopat.

Straze si zamok rozdelili na mriezku 8 x 8. 'V kazdom policku vykopali jamu, do ktorej vioZili jedno z ¢isel 1,2, ..., 64
tak, Ze v prvom riadku boli ¢isla po poradi 1,2, ...,8, v druhom riadku zaradom 9,10, ..., 16 a tak dalej. Teraz do
kazdého policka ku Cislu pripisali + alebo — tak, aby v kazdom riadku a kazdom stlpci boli z kazdého znamienka
prave 4 kusy. Dokdzte, Ze sticet vsetkych cisel v mriezke je 0.

Riesenie. opravuju Lukas (lukas.gaborik@trojsten.sk) a Noro (norbert.bielik@trojsten.sk)

Pri podobnych ulohach sa casto oplati pozriet sa na mensie pripady a z nich sa snazit pochopit, ako uloha funguje.
Samozrejme, len to nesta¢i a musime poriadne oddvodnit, Ze aj pri tych vacsich sa to bude spravat tak, ako tvrdime,
ale castokrat tak vieme pochopit, ¢o sa deje.
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Keby sme mali tabulku 2 x 2, v nej vieme znamienka priradit len dvoma vyhovujicimi sp6sobmi - a to bud
+1-2-3+4=0,alebo-1+2+3-4=0.V tomto pripade to teda celé funguje na tom, ze 1 +4 =2 + 3 a vela
nam to nepovedalo.

Skusme sa ale pozriet na tabulku 4 x 4. Tam uz pocet moznosti, ako priradit znamienka, je ovela vacsi. Pozrime
sa na niektoré z nich.

+1] +2] 3] -4 -4 +1 2] +3] -4 -2
+5| +6| -7| -8| -4 5| +6| -7 | +8| -2
-9 | -10 | +11 | +12 4 +9 | -10| —-11 | +12 0

—13|-14 | +15 | +16 | 4 —13 | +14 | +15 | -16

|-16]-16| 16| 16 0 | -8] 8] of of o

V tychto dvoch tabulkich dostaneme v riadkoch vidy parne sucty a v stlpcoch stiéty delitelné osmickou. Este
si overme, ¢i sa nieco podobné deje aj pri tabulke 6 x 6.

+1| 42| +3| 4| -5| -6| -9
+7 1 =8| -9|+10 | +11|-12| -1
13| -14 | +15| -16 | +17 | +18 7
+19 | +20 | =21 | =22 | =23 | +24 || -3
25| -26 | +27 | 428 | =29 | +30 5
-31|+32|-33|+34 | +35| -36

|-42] 6|-18] 30| 6] 18] 0

Tu st zas vo vietkych riadkoch stcty neparne a pomerne malé, zatial ¢o vo vetkych stlpcoch ndsobkami 6. Tie
stlpce vyzeraju pomerne podozrivo, tak sa podme pozriet na ¢&isla v jednom stlpci, teraz uz véak v zadanej tabulke
8 x 8.

V prvom stlpci tabulky 8 x 8 mame ¢&isla 1,9,17,25,33,41,49, 57. Tieto &isla sa postupne zviésuju o 8, pretoze
vzdy ideme o cely riadok (a teda 8 poli¢ok) dalej. To ale znamena, Ze ¢isla v jednom stpci tabulky davaji rovnaky
zvy$ok po deleni dsmimi. Kedze viak polovici ¢isel z kazdého stlpca pridame + a druhej polovici —, tieto rovnaké
zvysky sa navzajom od¢itaju. Stcet v kazdom stlpci teda bude nasobkom 8.

Z toho vsak vidime, Ze kazdé ¢islo v tabulke moZeme nahradit najblizsim mensim nasobkom ¢isla 8. Tym zacho-
vame sucty v stlpcoch. Kedze sucet hodnot v tabulke je dany su¢tom hodnét v stlpcoch, tak nam staci ukazat, ze
na nulu sa nascitaju tieto zmenené Cisla.

Po zmene nam v prvom riadku zostane osem nul, v druhom riadku osem osmiciek, v tretom osem $estnastok, ....
Tentokrat vyuzijeme, Ze aj do riadkov ddvame rovnako vela + a —, ¢o znamena, Ze tieto ¢isla sa v kazdom z riadkov
nascitaju na nulu, ¢ize aj celkovy sucet v tabulke je nula.

Iné rieSenie
Uloha sa d4 riesit aj algoritmicky, no stéle tam nejaké veci treba dokdzat. Pozrieme sa teda na to, ako malymi
upravami vieme tabulku upravit do jednoduchého tvaru.
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Zacnime s takymto rozlozenim znamienok.

+l+|+]+
+l+|+]+
+l+|+]+
+l+|+]+

+l+|+ ]+
+l+|+ |+
|+ |+
+l+|+ |+

Vsimnime si, Ze v prvom riadku mame +1 -5 = -4, +2 -6 = -4, +3 -7 = -4 a +4 — 8 = —4, teda sucet v iom je
—16. Podobne ukazeme, Ze aj dalsich troch riadkoch je sucet —16 a v spodnych $tyroch zas +16, teda celkovy sucet
je nulovy.

Tato tabulku vSak vieme aj upravovat. Totiz, ak mame $tyri policka vo vrcholoch obdiznika, ktoré maja v su-
sednych vrcholoch rozli¢né znamienka, sucet v nich je dokopy nula. Na to, aby sme sa presvedcili, ze je to tak,
pozrime sa na $tyri ¢isla v nasledovnej tabulke.

+a -b -a +b

Vzhladom na to, v akych stlpcoch st jednotlivé ¢isla, musi pre nejaké k platit b = a + k a d = ¢ + k. Potom ale
a-b-c+d=a-(a+k)-c+(c+k)=0,

¢o sme chceli dokdzat. To okrem iného znamen4, Ze aj po vymene znamienok v tychto $tyroch polickach zostane
sucet nulovy.

No a tu mnohi z vés skon¢ili, ze uz je to hotovo. Zial, nie je. Napriklad este nie je jasné, pre€o by sme sa takymito
upravami mali vediet dostat ku kazdej vyhovujicej tabulke 8 x 8. My popiseme opacny smer - a to, ako sa od
Iubovolnej tabulky splnajicej zadanie dostat k tej ,,stvorblokovej* zo zaciatku.

Nasim prvym cielom bude dostat do pozadovaného tvaru prvy stlpec. Predpokladajme teda, Ze ete nie je v po-
riadku, ¢ize v jeho hornej polovici sa nachadza —. Potom sa v nej mozu nachadzat najviac tri +, a teda aspon jedno
+ bude v dolnej polovici. Tym sme nasli dve zo $tyroch pozadovanych znamienok.

Este by sme potrebovali najst nejaky iny stlpec, v ktorom budu v prislusnych riadkoch opa¢né znamienka. Ked
sa v riadku s minusom pozrieme na Styri plusové stlpce, v riadku s plusom musi aspon jeden z nich mat minus
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(ostavaju nam uz iba tri).

Tito $tvoricu teda vieme prehodif a dostat tak + do hornej polovice prvého stlpca. Takto vieme docielit, Ze prvy
stlpec bude mat hore plusy a dole minusy. Uvedomme si, Ze podobne vieme dosiahnut, Ze v poslednom stlpci
budu hore minusy a dole plusy. Zaroven tym ani nepokazime prvy stipec, lebo do $tvoric tenokrat hladame stlpce,
kde minus je v hornej polovici a plus v dolnej polovici (¢o prvy stlpec uz nesplha).

Podobnou tvahou vieme upravit aj prvy a posledny riadok, ¢im tabulku dostaneme do nasledovného tvaru.

+l++|-1-|-1-

+l+|+]+
|

+l+ |+ |+

— === +]+]+

v.

Tym nam vsak zostane tabulka rozmerov 6 x 6, kde v kazdom riadku aj stipci maju byt tri + a tri —, ¢iZe matema-
tickou indukciou vieme najst postupnost vymen aj pre nu.

1.6 Korunu Muci Samota

Zadanie. Uviznenie princeznej prinieslo krdlovi len dalSie problémy. Potreboval totiz ndstupcu. Bez princeznej
sa nemal ani len s kym poradit. A tak v zdchvate ziifalstva zavolal najblizsieho sluhu, aby mu predal korunu a poslal
ho s #iou na trhy. Na trhoch preddvali vsetko mozné aj nemozné. Sluha hned zbadal zaujimavy vztah pre ceny
anduliek, baviny a ciceru.

Dokazte, Ze pre kladné redlne Cisla a, b, ¢ plati:

b(2a - ¢) +C(Zb—a) +a(26—b) §%+a—b+ﬁ.
a b c b ¢ a

RieSenie. opravuje Filip (filip.kotoc@trojsten.sk)
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Zacnime tym, Ze si nerovnicu zo zadania upravime na jednoduchsi tvar:

b(2a-c) +c(2b—a) +cz(2c—b) < ac+a_b+b_c

a b c b c a
(2ab - bc) s (2bc - ac) s (2ac —ab) < era_ber_C
a b c b c a
(2ab) s (2b¢) . (2ac) (bc) (ac) (ab) P, ab . be
a b c a b c b c a
2b+2c+2a- (be) - (ac) - (ab) < g+a—b+E
a b c b c a

2ac  2ab 2bc

2b+2c+2a< — + —+ —.

b c a

Ulohu moézeme riesit dvoma spésobmi. Bud vyuZijeme starti zndmu AG nerovnost, alebo permutaéné nerovnosti.
Zacnime s AG nerovnostou:

Vieme, ze pre akékolvek prvky plati, ze ich aritmeticky priemer je va¢si alebo rovny ich geometrickému priemeru.
Viimnime si, Ze ked medzi sebou prenasobime Iubovolné dva ¢leny z pravej strany nerovnice, tak sa vzdjomne
vykréatia. Dosadme teda prvi dvojicu (%, %) do AG nerovnosti:

b’ ¢
b
T+ Llac ab
Z _
2 b ¢
a
2

£+a_b

b <> Yaa
2

ﬂ+“_b

b cZZ/a
2

s
S >a
2

ac ab

— + — > 2a.
c

Takymto sposobom si vieme vziat lubovolné dva ¢leny z pravej strany nerovnice. Ak by sme takto s¢itali aritme-
tické priemery vietkych tychto dvojic, dostaneme 2% + 242 1 2 &g je prav4 strana pévodnej nerovnice. Ak by sme
s¢itali véetky geometrické priemery tychto dvojic, tak dostaneme 2b+2c+24, ¢o je lava strana pévodnej nerovnice.
A kedZe vieme, Ze aritmeticky priemer je vzdy vacsi ako geometricky priemer, urcite bude platit, ze:
2ac 2ab  2bc
2b+2c+2a< —+ —+ —.
b c a

Tym sme tvrdenie dokazali.
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Iné rieSenie

Ukazme si edte, ako tato ulohu vyriesit pomocou permuta¢nych nerovnosti. Permutacné nerovnosti hovoria, ze
ak mam 2 rovnako velké mnoziny ¢isel x;; y; € Ry, ktoré viem usporiadat od najvicsieho po najmensie:

tak potom plati:

X1Yn + XoYn-1 0 F XgY1 SX1Yip XY+ XnYi, S XY XoYr o+ XYy

b

kde Iava strana nerovnice predstavuje dvojice, kde vezmeme najmensi dostupny prvok z jednej mnoziny s naj-
vacsim dostupnym z druhej mnoziny, stredna cast nerovnice predstavuje ndhodne usporiadané dvojice a prava
strana ndm predstavuje dvojice, kde vezmeme najmensi dostupny prvok z jednej mnoziny s najmensim dostup-
nym z druhej mnoziny.

Vratme sa spit k pdvodnej nerovnici:

2ac  2ab 2bc
2b+2c+2a< —+ — + —.
b c a

Mozeme si v§imnut, ze je vzhladom na jednotlivé premenné symetricka. Preto bez ujmy na v§eobecnosti mozeme
premenné zoradit:

a>b>c

Teraz si ako x1, x,, x3 vezmime 2ab, 2ac, 2bc a ako y1,y», y3 vezmime prvky 1, 7, 1. Vieme, Ze ak plati:

a>b>c

tak potom plati aj:

2ab > 2ac > 2bc

v

|
v
Q|+~

S =
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Potom podla permutac¢nych nerovnosti ale plati:

1 1 1 1 1 1
2ab- - +2ac-—+2bc-—>2ab- - +2ac- - +2bc- -
c a a c b

2ab  2ac 2bc
— + —+ — >2b+2a+2c
c b a

Tym sme tvrdenie dokazali.

1.7 Kap Mi Sucku!

Zadanie.

Sluha sa obzeral po zvieratdch, ktoré by mohli krdlovi robit spolocnika. V jednom koterci mu do oka padol pes.
Vytiahol si ho z oka, aby si ho lepsie obzrel. ,,Nemd tvdr," pomyslel si. Predavaca sa spytal: , Kolko stoji tento pes?*
»UZ dobré tri hodiny.*

V koterci sa nachddza aj vela inych psov. Aby bolo mozné urcit, ktorého chce zdkaznik kiipit, tak sii ocislované celymi
cislami tak, Ze v koterci sa nachddza aspor jeden pes s kladnym a aspor jeden so zdpornym cislom. Zdrover ak maju
nejaké nie nutne rozne psy ¢isla a a b, tak existuje aj pes s cislom a+b. Dokdazte, Ze potom ak maju nejaké nie nutne
rozne psy Cisla a a b, tak existuje pes s cislom a — b.

Rie$enie. opravuju Alic (alica.cimrakova@trojsten.sk) a Mata$ (matus.jonastik@trojsten.sk)

Prvym pozorovanim je, ze ak mame v koterci psa s ¢islom x, tak opakovanym s¢itanim x+x+- - - + x vieme vytvorit
vietky kladné nasobky kx (pre k € N). Teda vieme zostavit ubovolné vicsie nasobky daného cisla.

Taktiez, ked [ubovolne s¢itavame ¢isla a a b, vysledok a + b je delitelny najvacsim spoloénym deliteflom NSD(a, b).

Dolezita podmienka je, ze v koterci je aspon jedno kladné a aspon jedno zaporné ¢islo. Opakovanym scitavanim
roznych kombinacit tychto ¢isel sa tak mozeme postvat dopredu aj dozadu na ciselnej osi.

Pouzitim opakovaného s¢itania a kombinovanim kladnych a zdpornych ¢isel sa preto da priblizovat k nule, teda
dostat ¢islo s ¢o najmensou absolutnou hodnotou. Uz vieme, Ze aj toto ¢islo je delitelné NSD(a, b). KedZe jeho
absolttna hodnota je zdroven najmensia, aki vieme dostat, toto ¢islo priamo je NSD(a, b). O tom, ze NSD(a, b)
vieme vytvorit ako sucet (¢i uz kladnych alebo zapornych) nasobkov ¢isel a, b, hovori aj Bezoutova veta.

Ked vieme vytvorit NSD(a, b), opakovanym s¢itanim vieme vytvorit aj vSetky jeho ndsobky. Preto méame v koterci
vetky celé ¢isla delitelné NSD(a, b). Inymi slovami, kazdé ¢islo, ktoré je delitelné NSD(a, b), sa v koterci nachddza.
Rozdiel a — b je vidy delitelny NSD(a,b). Podla predchddzajicej vety je preto urcite v koterci aj tento rozdiel.

Tymto sme ulohu dokazali.

Poznamka: Mnohi z Vas riesili nesudelitelnost ¢isel a, b ako samostatny pripad. VSimnime si, ze takyto postup
nie je nutny, nakolko vys$ie uvedené riesenie je aplikovatelné aj tu — len v tom pripade NSD(a, b) = 1.
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1.8 Kde Mame Stanicu?

Zadanie. Medzitym sa v zemi prehrabdval isty metrolog. Jeho Zivotnym cielom bolo vymerat celé podzemie zdmku
a objavit stratenii stanicu podzemnej drahy. Miesto nej vsak nasiel princeznii, a to na veelku pozoruhodnom mieste.

Princeznd sa nachddzala v strede vpisanej kruznice trojuholnika ABC oznaceného ako P. Nech X a Y su postupne
priesecniky kruznic opisanych trojuholnikom ABP a ACP s priamkami AC a AB rozne od bodu A. Dokdzte, ze
|CX| = |BY].

Riesenie. opravuju Mi§o M. (michal.molnar@trojsten.sk) a Ilo (michal.ilkovic@trojsten.sk)

Oznac¢me k kruznicu opisanu trojuholniku ABP a [ kruznicu opisani ACP. Ich priesec¢niky s priamkou BC, rozne
od bodov B, C ozna¢ime postupne D, E. KedZe pracujeme s dvoma kruznicami a snazime sa vypatrat nieco o dlz-
kach useciek, vhodnym nastrojom by pre nas mohla byt mocnost bodu ku kruznici.

Pre bod B a kruZnicu I dostaneme vztah
|BA| - |BY| = |BE| - [BC|.
Pre bod C a kruznicu k dostaneme

ICA|-|CX| = |cD| - |CB|.

Z prvej rovnosti vyjadrime |BY|, z druhej |CX], ¢im dostaneme

|BE|

|BY| = 1BA| |BC|,
|CD|

TakZe na dokaz, ze |[BY| = |CX| ndm teda staéi overit, ze

|BE| _ |CD|

IBA| ~ |CA[’
¢o je ekvivalentné s

|BE|  |BA|

ICD| ~ |CA[
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Otazkou ostava, ako sa k danému vztahu dopracovat. Zatial sme nijak nevyuzili, Ze bod P je stredom vpisanej
kruznice, ¢o okrem iného znamena, Ze AP je os uhla. Ozna¢me jej priese¢nik so stranou BC ako F. Tento bod
je vyhodny v tom, Ze pren uz mame vyznacené vsetky body, ktoré by sa nam mohli hodit na pocitanie mocnosti.
Zaroven si mdzeme v$imnut, ze AP je tetiva spolo¢na pre obe kruznice, z ¢oho mozeme vyvodit, Ze F bude mat
rovnaku mocnost ku k aj I. Konkrétne mozeme pisat

|FC| - |FE| = |FP| - |[FA| = |FB| - |FD|.
Teraz vyuzijeme fakt, Ze AP je os uhla. Pre tu plati, Ze rozdeluje protilahla stranu v rovnakom pomere, ako je
pomer zvy$nych dvoch stran. V naSom pripade

|AB| ~ |FB - |FE|
|AC|  |FC| |FD|’

pricom druht rovnost sme dostali Gpravou vztahu pre mocnost vyssie.

Mobzeme si v§imnut, Ze pomer |AB| : |AC| nés skuto¢ne zaujima. Ak by ndm vysiel rovnaky ako |BE| : |CD|,
ulohu sme uspesne dokoncili. Na to sa vSak potrebujeme zbavit bodu F, pre ktory sice pozname pomery rovné
|AB| : |JAC|, no ktory sa v cielenom vztahu nenachédza.

Na to vyuzijeme mensi algebraicky trik. Pre zlomky § = 4 totiz plati” aj

a a+c

N ] FB| _ |FE
V nasom pripade pre % = % dostaneme

|FB| ~ |FB| + |FE|
|FC| ~ |FC| +|FD|’

2Kto neveri, nech si skisi sém dokazat. Stadi trocha roznésobovania.
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Uvedomme si este, Ze bod F lezi mimo tsecky AP a teda musi lezat aj vonku z kruznic k a I. Body B a D tak budu
od neho na jednej strane priamky BC a body C, E na opacnej. Takze |FB| + |FE| = |BE| a |FC| + |[FD| = |CD|.

Ked tieto vyrazy dosadime do uz zndmeho vyjadrenia |AB| : |AC|, dostaneme

|AB| ~ |FB| ~ |FB| + |FE| ~ |BE]|
|AC| |FC| |EC|+|FD| |CD|’

¢o sme skutocne chceli dokazat.

1.9 Klobuk MézZe Skladat

Zadanie. Metrolog sa rozhodol odniest princeznii spit do zamku, ved ktovie, mozno dostane nejaku odmenu.
Ako kazdy spravny chlap, poznd zdklady etikety a vie, Ze pri vstupe do tronnej sdaly musi zloZit ¢iapku. Vybral z vrecka
teda jediny zdrap papiera, ¢o tam mal - malii ndlepku - a pustil sa do toho.

Zlozenad ciapka mala tvar pyramidy zloZenej zo Stvorcovych policok. Jej zdkladna pozostdvala z n policok a kazdé
vyssie poschodie malo o policko menej ako predchddzajiice. V kazdom policku zdkladne bolo vpisané celé kladné Cislo
a zdaroven kazdé policko mimo zdkladne malo vpisanii hodnotu, ktord bola siictom hodndt 2 pod nim sa nachddza-
juicich policok. Vzhladom na n urcte, kolko najmenej hodnot v pyramide moZe byt parnych.

Rie$enie. opravuju Stepi (martin.stepanek@trojsten.sk) a Krivo$ (jakub.krivosik@trojsten.sk)

Zaujima nas iba, ktoré policka su parne a neparne. Nad dvomi rovnakymi poli¢kami je parne, takze v pyramidke
(dve policka vedla seba a jedno nad nimi) vieme mat najviac dve neparne. Z toho sa zd4, ze parnych by mala
byt aspon tretina pyramidy. A naozaj, takato konstrukciu vieme spravit: oznac¢ime policka v riadkoch postupne
A,B,C,A, B, C,... azatneme tak, aby prvé dve policka v kazdom riadku boli iné ako to nad nimi. Potom za parne
zvolime to pismeno, ktorého je najmenej. Nech ma pyramida k = @ policok, potom takto dostaneme naj-
viac | k/3] parnych (nemoéze byt z kazdého ¢isla viac ako tretina). Toto rozdelenie parity vyhovuje, lebo v kazdej

pyramidke bude prave jedno parne ¢islo, ¢o vzdy sedi.

Ako dokazeme, Ze to nejde lepsie? Plan je taky, ze si pyramidu rozdelime na niekolko disjunktnych trojic policok
a o kazdej trojici povieme, Ze v nej musi byt aspon jedno parne policko, takze dokopy parnych musi byt aspon
tretina. V trojici v tvare malej pyramidky naozaj musi byt aspon jedno parne, ale nevieme cel pyramidu rozdelit
na takéto trojice.

Co ale vieme, je rozdelit pyramidu na trojice bud tvaru pyramidky, alebo tvaru troch poli¢ok vedla seba. Spravime
to tak, Ze kazdy riadok najprv vyplnime trojicami vedla seba a potom zostavajtice miesta na koncoch riadkov vypl-
nime pyramidkami. M6Ze sa nam stat, Ze nam ostane jedno policko neobsadené (ako na obrazku). Kazdopadne,
mame takto presne | n/3] trojic.
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IJ_I_I

Nazvime trojicu dobrd, ak nema ziadne parne policko, a zld, ak ma viac ako jedno parne policko. Aby sme dostali
menej parnych poli¢ok nez | k/3 |, muselo by byt viac dobrych trojic nez zlych. Ale kazdd dobra trojica musi mat
nad sebou dve parne policka, ktoré patria do tej istej trojice. Takze kazda dobra trojica ma nad sebou (inu) zlu
trojicu a teda parnych poli¢ok je naozaj aspon | k/3|.

1.10 Kazda MensSinu Sc¢itame

Zadanie. Krdla prepadlo cisté ziifalstvo, ked zbadal, Ze princeznd mad dalSieho zdachrancu. Zmohol sa tak len na
jednoduchui otdazku: A vy chcete polku alebo princeznui?* Metrolog sa na chvilu zamyslel a potom poloZil viastnii
otdzku: A princeznd je Slovenka?*

V krdlovstve sa nachddzalo n ndrodnostnych mensin, kde n je kladné celé cislo. Najpocetnejsou boli Jedniny, ale aj
Poliek bolo dost. Zapiseme ¢islo 1 + 3 + ...1 ako zlomok ‘Z—: v zdkladnom tvare. Ndjdite vSetky n také, zZe q, nie je
delitelné piatimi.

Riesenie. opravuju Alicka (alica.domanyova@trojsten.sk) a Dominik (dominik.rigasz@trojsten.sk)

Poznamenajme, Ze pocas celého riesenia narabame so zlomkami ako s moduldrnymi inverzami a naopak. Ozna¢me
H, = 1+ 3+ ++ pren € N. Lahko spocitame, e H; = 1 = 1 (mod 5), H, = 2 =4 (mod 5), H; = ¥ =
(mod 5), Hy = £ =0 (mod 5). Vidime tak, Ze n € {1,2, 3,4} vyhovuju zadaniu.

Tvrdenie 1. Pre celé n > 5 plati 5 + g, prave vtedy, ked 5 | Pl -
Dékaz. Nech k € N je také, ze 5% < n < 5k*1, Dalej oznaéme L = nsn(1,2, -+, n). Potom plati vs(L) = k. Mame tak

L L L
Hool2t
n L .
Véimnime si, Ze 5 + g, prave vtedy, ked vs(H,) > 0, teda préave vtedy, ked ¢itatel ma v svojom rozklade aspon
tolko pitiek ako menovatel, teda 5% | £ + £ + ... + £ Nakolko 5 ‘ L pre 5 + i, je to to isté ako
oL L
56| =+ —+-- 4+ ,
5 10 5|n/5]
¢o je ekvivalentné s 55+1 | L4 Ly .oy ﬁ Toto je v3ak to isté, ako ked povieme 5 |P[n/5j , kedze
L L L
Hoo - Tttt s
|n/5] I >
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pricom stale vs(L) = k. O

Tvrdenie 2. Pre a € N plati

1 1 1 1
+ -+ + =0 (mod 25).
5a+1 5a+2 5a+3 5a+4
Dékaz.

( 1 1 ) ( 1 1 ) 10a + 5 10a +5

+ + + = + =
5a+1 5a+4 5a+2 5a+3) (5a+1)(5a+4) (5a+2)(5a+3)

1 1 1 1 5

=(10a+5) + =(10a+5)|-+-=]=(10a+5)-—=0 (mod 25).0

25a% +25a+4 25a%+25a+6 4 6 12

Tvrdenie 3. Vsetky n € N také, ze 5|p,,, su n € {4,20,24}.

Dékaz. Vsimnime si, Ze ak 5|p,, tak potom 5 } g,, a teda 5 | Plws)- Preto n mozeme iterativne delit piatimi
a aplikovat dolnd celd ¢ast, az kym nedostaneme jedno z &isel n € {1,2,3,4} (ak by sme totiz dostali ¢islo vacsie
ako 4, mozeme ho opét vydelit 5 a aplikovat dolnu celu ¢ast). VS§imnime si zaroven, ze jediné z tychto Styroch cisel,
pre ktoré plati 5|p,,, je n = 4, ako vieme z Gvodného odstavca.
Generujme teda hladané n ,odzadu“. Za¢iname s n = 4. Rovnica [gJ = 4 md rieSenia n € {20,21,22,23,24}.
Vsimnime si, Ze s vyuzitim Tvrdenia 2

1 1 1 1 1 1 5

1
Hy=-+++—=-+—+—+—==--Hy=—=0 (mod)5).
1 20 5 10 15 20 5 12

Vidime tak, ze 5|py. VSimnime si dalej, Ze H;, Hy, H; # 0 (mod 5), preto Hy.; = Hyy + H; = H; # 0 (mod 5)
preie {1,2,3}. AvSak nakolko H; = 0 (mod 5), tak vidime, Ze Hy; = 0 (mod 5), teda 5|p,4. V tomto kroku tak
vyhovuji n = 20 an = 24.

V dal$om kroku za¢iname s dvoma moznostami, a to n = 20 a n = 24. Rovnica [gJ = 20 ma pat rieSeni n ¢
{100,101, 102,103,104 }. Viimnime si, ze

1 1 1 1 1 1 (1 1 11 1 1 1 1 1
Hgp=-+"+—=-4+—+t—==|-++—]==|-+—+—=+—|=—-H;=—=3 (mod5),
1 100 5 10 100 5 \1 20 5\5 10 15 20 25 12

pri¢om tu na kongruencie opét pouzivame Tvrdenie 2. Navy$e, Hypo,; = Hioo + H; = 3+ H; £ 0 (mod 5) pre
i€{1,2,3,4}, ako lahko overime z ivodného odstavca. Vidime tak, Ze pre Ziadne z tychto n neplati 5p,,.

Podobne, rovnica [gJ = 24 plati pre n € {120,121, 122,123,124 }. V§imnime si, Ze Hiy = Hyg + Hy = 3 (mod 5),
a teda analogickym dokonc¢enim ako vyssie vidime, Ze ani tu nie su ziadne vyhovujtce n. Preto dalsie n generovat
nemdzeme, a teda {4, 20,24} st naozaj jediné hladané n z Tvrdenia 3. O

Spojenim uvodného pozorovania a Tvrdeni 1 a 3 tak dostavame, Ze vSetky n € N, pre ktoré 5 + g, st prave

ne{l,2,3,4,20,21,22,23,24,100,101, 102,103, 104, 120, 121,122,123, 124 }.
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