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RieSenia 2. kola zimnej Casti

2.1 Kolekcia Mystickych Skvostov

Zadanie.

, Vdzeni ndvstevnici, vitajte v Miizeu Legenddrnych Objektov! Cakd na Vds expozicia toho najvzrusujiicejsieho, éo
sa nasim bddatelom podarilo vo svete objavit. Ale dajte pozor! Mnohé objekty v nasej zbierke obsahujii prastaré
mytické kiizla, ktoré mozu byt nebezpecné. Preto si, prosim, odloZte svoje kabdty a batoZinu do skriniek, aby Viam
pocas prehliadky nezavadzali.*

Skrinky v Muzeu Legenddrnych Objektov si ¢islované postupne, pocniic skrinkou Cislo 1. Plastové Cislice pouZité na
ocislovanie skriniek stoja 2 centy za kus. Takze napriklad oznacenie skrinky Cislo 9 stoji dva centy a oznacenie skrinky
¢islo 10 stoji 4 centy. Ak celkové ndklady na ocislovanie vsetkych skriniek sii 137 eur a 94 centov, kolko skriniek je
v muzeu?

Riesenie. opravuje Matka (martina.ganova@trojsten.sk)

Ako prvé skusime zistit, kolko ¢islic pouzili na ocislovanie vietkych skriniek. Celkovi sumu 137,94€ si premenime
na 13794 centov. Kazda ¢islica stala 2 centy, takze ¢islic bolo 13794/2 = 6897.

Teraz postupne vypocitame, kolko ¢isel vieme vyskladat z 6897 ¢islic.
« Na vietky jednociferné ¢isla, t. j. 1 az 9, potrebujeme 9 ¢islic, zostdava nam teda este 6897 — 9 = 6888 ¢islic.
« Na vsetky dvojciferné ¢isla, t. j. 10 az 99, potrebujeme 2-90 = 180 ¢islic a zostane nam e$te 6888180 = 6708
Cislic.
« Na vsetky trojciferné ¢isla, t. j. 100 az 999, potrebujeme 3-900 = 2700 cislic a zostane nam este 6708 —2700 =
4008 ¢islic.

« Na vsetky Stvorciferné ¢isla, t.j. 1000 az 9999 by sme potrebovali 4 - 9000 = 36000 cislic, ¢o je ale viac
ako pocet ¢islic, ktory nam zostal. Zo 4008 ¢islic vieme vyrobit 4008/4 = 1002 $tvorcifernych ¢isel, ¢o budu
¢isla 1000 az 2001.

V Muzeu Legendarnych Objektov bolo 2001 skriniek.

2.2 Kostejova Malinka Slabost

Zadanie.

»Na uvod tu mame pravdepodobne najkomplikovanejsi nalez zo vsetkych - ihlu obsahujiicu dusu hrozného Kosteja.
Toho moze zabit len ten, kto ma tito ihlu vo svojom drzani,' preto bola ukrytd vo vajci, ktoré v sebe niesla kacica
ukrytd v zajacovi, ktory Zil v Zeleznej truhlici skrytej v dube na ostrove Bujan uprostred ocedna. Nasim bddatelom

!TakZe v sicasnosti len Mizeum Legendérnych Objektov.
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trvalo roky ndjst tento bdjny ostrov, na fiom prehladat vsetky stromy, kym neobjavili ten so Zeleznou truhlicou. Z tej
ndsledne usiel zajac, ktorého museli chytit. Ndsledny lov vypustenej kacice aj rozbitie jej vajca boli uz malinou...“

Kostejova dusa, ktorej jedna Cast je ukrytd v tu pritomnej ihle, pozostava z dvoch rovnoramennych trojuholnikov
VAB a VAC so zdkladiiami AB a AC. Trojuholniky zdielajii rameno VA. Vieme, Ze | < VAB| = 40° a | < VAC| = 20°.

» Vypocitajte velkost uhla BVC.

o Bod D zvolime tak, aby platilo [DV| = |BV|, | < VBD| = 10° a aby sa usecky BD a AV pretali. Vypocitajte
velkost uhla BDC.

Riesenie. opravuju Noro (norbert.bielik@trojsten.sk) a Joztek (jozef.rajnik@trojsten.sk)

Na zaciatok si nakreslime obrazok a vyznacime si v iom, ¢o mame zadané.

A

40°
20

C

V rovnoramennom trojuholniku ABV st uhly pri zdkladni rovnaké. Preto | < VBA| = | < VAB| = 40°. Dopo¢itanim
uhlov do 180° potom dostaneme |<AVB| = 100°. Rovnako pre rovnoramenny trojuholnik ACV dopocitame
| < VCA| = 20° a |< AVC]| = 140°. Na zaver vieme velkost hladaného uhla BVC zistit odpocitanim z plného uhla:

| <BVC] = 360° — | < AVB| — | < AVC| = 360° — 100° — 140° = 120°.

https://www.kms.sk/ 2 kms@kms. sk


mailto:norbert.bielik@trojsten.sk
mailto:jozef.rajnik@trojsten.sk
https://www.kms.sk/
mailto:kms@kms.sk

@@ Riesenia 2. kola zimnej Casti

Teraz pristapime k druhej ¢asti. No je vhodné rozmysliet si, ako do obrazku zaznacime bod D. Trojuholnik BDV je
tiez rovnoramenny. Jeho zakladna lezi na polpriamke z bodu B, ktora zviera s useckou BV uhol 10°. Na naSom ob-
razku sa tato polpriamka nachadza ,nad“ usec¢kou BV, aby nam pretala tisecku BV. V rovnoramennom trojuhol-
niku BDV méme druhy uhol pri zékladni s velkostou | <« VDB| = 10°, a teda oproti zikladni mdme | < BVD| = 160°.
Dalej si vieme dopoéitat | < AVC| = 360° —| < BVD|-| < BVC]| = 360° —160° —120° = 80°. Potom v rovhoramennom
trojuholniku CDV dopoéitame zhodné uhly pri zékladni | < VDC| = |< VCD| = (180° — 80°)/2 = 50°. Na zaver
velkost hladaného uhla ziskame ako sucet

| <BDC| = | < VDB| +| < VDC| = 10° + 50° = 60°.

Komentar 1

Vicsina z vas nam spravne precitala myslienky, Ze sme v zadani mysleli, Ze sa trojuholniky VAB a VAC neprek-
ryvaju. Prisne vzaté sa v§ak ni¢ také v zadani nehovori. Preto ma tloha dve rieSenia - druhym je | < BVC| = 40°
a|<BDC| = 20°. Oba uhly sa daju vypoéitat analogickym postupom, aky sme uviedli. Vypocet | < BVC| nazna¢ime
aj na obrazku.
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Niektori rieSitelia uviedli prave tito moznost ako (ich jediny) vysledok. Po spravnosti by sme mali vyzadovat, aby
ste v rieSeniach uviedli obe moznosti. Nakolko v3ak islo iba o ulohu 2 a aj nepozornost na nasej strane, tak ndm
stacilo jedno z tychto dvoch rieseni. Treba si v§ak na to davat pozor. Pri vyssich ulohach je beznou praxou, Ze treba
rozlisit r6zne konfiguracie bodov, ktoré mozu vyzadovat mierne odli$né postupy riesenia (napr. uhly sa od¢itavaju
miesto s¢itavania) a niekedy mozu viest aj k odlisnym vysledkom. Za ich ignorovanie mozete stratit nejaké body.

Komentar 2

Co by sa stalo, ak by sme miesto velkosti uhlov VAB a VAC mali zadany len ich sticet | < BAC| = 60°? Ulohu by
sme stale vedeli riesit rovnakymi myslienkami. Stadi si oznacit nezndme uhly ako |< VAB| = aa|< VAC| = 60° - a.
Potom ndm v struc¢nosti vyjde

| <BVC| = 360° - (180° — 2a) — (60° + 2ax) = 120°.

Dokonca mozno objavit vSeobecnejsi zaver, Ze uhol BVC ma vzdy dvojnasobnu velkost ako uhol BAC (kde by sme
pri dokaze potrebovali premennu navyse).

Tento véeobecny zaver je znamy z tvrdeniach o kruZnici. Skuto¢ne, vdake zhodnosti dlzok ramien |VA| = |VB| =
|VC| body A, B, Clezia na kruznici so stredom V. V takejto situdcii sa uhol BVC nazyva stredovy uhol a uhol BAC
sa nazyva obvodovy uhol. Stredovy a obvodovy uhol vzdy prislicha nejakému kruznicovému obluku. V tomto
pripade ide o oblik BC, ktory neobsahuje bod A. Veta o obvodovom a stredovom uhle vravi, ze stredovy uhol
ma dvojnasobnu velkost ako obvodovy uhol prisluchajici rovnakému obluku. Dokazuje sa tak, ako sa riesi tato
uloha, len vSeobecnejsie so zopar premennymi (a tieZ rozliSenim viacerych pripadov, ako situacia moze vyzerat).

Vyuzite tejto vety je Casto klucové vo vyssich geometrickych ulohdach KMS. Samozrejme, aj v tejto tlohe ste ju
mohli vyuzit (a to v oboch castiach) a napisat tak riesenie na par riadkov.

2.3 Kuchtime Mytické Stvorenie

Zadanie.

-Kotol, ktory vidite v tejto expozicii, je samotny Eldhrimnir. Ten pouzival slavny kuchdr bohov, Andrimnir na prip-
ravu Saehrimnira, mytického stvorenia, ktoré kazdy deni znovu oZivoval, aby ho mohol zabit a pripravit z neho bozi
pokrm aj nasledujiici deni. Okrem toho si tu moZete pozriet aj krdatky viryvok z jeho kuchdrskej prirucky.”

V Andhrimirovej kuchdrskej prirucke boli spomenuté dvojice celo¢iselnych teplot x, y. Prvd teplota x zodpoveda teplote
varenia Saehrimnira a druhd teplota y zodpovedad teplote, akii musi mat pri oZivovani Saehrimnirove telo. Aby proces
ozivenia prebehol hladko, tak pre tieto teploty musi platit:

3x*y — 10xy — 8y — 17 = 0.

Andhrimirovi sa, samozrejme, nechce naveky pripravovat Saehrimnira rovnako. Ndjdite preriho vietky mozné dvojice
prislusnych teplot. Na Asgarde existuje lubovolne nizka teplota, takZe neuvaZujte absoliitnu nulu.

Riesenie. opravuju Nata (natalia.cigasova@trojsten.sk) a Oski (oskar.hritz@trojsten.sk)
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Rovnicu si najprv upravime na

3x*y — 10xy — 8y — 17 =0,

(3x* = 10x - 8)y = 17.

Vsimneme si, Ze 3x>—10x—8 vieme rozlozit na 3(x+3 ) (x—4), ¢o sme mohli zistit zo vzorca pre korene kvadratickej
rovnice, alebo z postupnych tprav vyrazu. Dalej budeme pouzivat tvar (3x +2)(x — 4). Dostavame tak

(3x* - 10x-8)y =17,

(3x+2)(x-4)y=17.

Pamitajme ale, Ze x, y su celociselné. V celej tlohe budeme vyuzivat, ze nasobenie, delenie, s¢itanie a od¢itanie
medzi celymi ¢islami nam daju celé ¢isla.

Lava strana rovnice sa sklada zo sucinu troch vyrazov, teda vietky tri tieto vyrazy musia byt nejakym delitefom
17. Cislo 17 je prvocislo, teda ma (celo¢iselnych) delitelov 1 a 17, pricom ale nemo6zeme zabudndt na -1 a -17.

Vsimnime si, ze vyraz 3x + 2 nemoze byt 1 ani —17, pretoze potom by x nebolo celé. Zostavaju nam teda dva
pripady:

o Vyraz 3x + 2 = -1, ¢ize x = —1. Potom vSak x — 4 = -5, Co nie je delitel —17.

e Vyraz 3x+2 =17, ¢ize x = 5. Potom x — 4 = 1, ¢iZe nam zostava doplnit y = 1.

Dostali sme tak jediné rieSenie,atox =5,y = 1.

2.4 Kazdého Moreplavca Svet

Zadanie.

. Teraz vstupujeme do najvicsej saly v miizeu. To, co vidite pred sebou, je Archa z vrchu Ararat. Na nej sa plavili
slavny Utanapistim, Manu, Noe a Deukalion, ked zachratiovali ludstvo a zverstvo pred velkou potopou. Z daného
obdobia sa ndam zachovala aj istd dobova hra, ktorou si vyssie spominané postavy mohli krdtit cas, kym sa spolu
so zverincom plavili ocednom. Mohlo to vyzerat napriklad takto.“

Kym sa Utanapistim prizeral, tak sa Deukaliéon, Noe a Manu hrali. Na zaciatku md kazdy v ruke jednu zdpalku
a pred nimi je kdpka n zdpaliek. Vo svojom tahu moze hrac vzdy pridat 1 zdpalku na strednii kopu (ak md nejaku
v ruke) alebo si z kopky vziat jednu zapalku do ruky. Hrdc, ktory uz nevie spravit tah, prehrd. Zacina Deukalion
a potom sa striedajui do kruhu postupne s Noem a Manum. Navyse sa Manu a Noe spolcili a dohodli sa, Ze budu hrat
tak, aby urcite prehral Deukalion. Dokdze vZdy Deukalién doniitit Noeho alebo Manuma prehrat, bez ohladu na to
ako budii Noe a Manu hrat? Ak dno, ukdzte ako md Deukalion postupovat. Ak nie, dokdze aspori zabezpelit, aby
hra trvala donekonecna, alebo ho vedia Noe s Manum vZdy porazit? Aj v tomto pripade ukdzte ako maju hrdci v hre
postupovat.

Rie$enie. opravuju Alic (alica.cimrakova@trojsten.sk) a Mata$ (matus.jonastik@trojsten.sk)
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Zo zadania vieme, Ze aby niekto prehral, musi mat na zaciatku svojho tahu nula zapaliek v ruke a zdroven musi
byt nula zapaliek v strede na stole.

Nasou prvou intuitivnou myslienkou méze byt preto: Kazdy hrac sa snazi tento stav oddialit ¢o najviac. A preto,
pokial ma ti moznost, vzdy si vezme zapalku zo stredu stola — tym oddiali moment, ked sa sam ocitne bez zapaliek
a nemoze spravit tah. Pokial by vzdy len tahal, nikdy by neprehral.

Avsak Co sa stane, pokial by si nas hra¢ X zrazu nemohol potiahnut? V tom pripade musi polozit zapalku zo svojej
ruky do stredu. Mozeme si byt isti, Ze aspon prvykrat to bude moct urobit, kedze bud'si v predoslom tahu potiahol
zépalku na ruku (tym padom mad na ruke aspon jednu), alebo je zaciatok hry (tym padom tiez urcite jednu ma).
Po tomto tahu bude v strede jedna zapalka, ktort tam hra¢ X polozil.

Pocas kola je parita poctu zapaliek v strede po tahu hraca X rovnakad, ako na zaciatku jeho dalsieho tahu. Je to preto,
lebo zvy$ni dvaja hraci mozu spravit len jednu z nasledovnych kombinacii tahov: +1 +1 (obaja pridaja zapalku do
stredu), —1 —1 (obaja odoberu zapalku zo stredu) a +1 —1 (jeden pridd a druhy odoberie, alebo naopak). Kazda
z tychto kombinacii zanechava rovnaku paritu. Pred dal$im tahom hraca X preto bude na stole bud znova 1
zapalka, alebo 3 (minus jedna byt nemoze). Z toho vyplyva, ze aspon jedna tam urcite je, a preto sa vraciame spat
na zaciatok, kedy si znova moze (a bude) brat na ruku.

Stratégia je preto nasledovna: Ak moZe - teda ak je v strede aspoti jedna zdpalka — potiahne si zdpalku zo stredu.
Ak v strede Ziadna zdpalka nie je, jednu tam polozi. Tymto spésobom teda hra¢ X urcite nikdy neprehra, a zaroven
vie udrzat hru donekone¢na.

V zadani sme sa pytali na Deukaliona. Podla tohto postupu by vedel drzat hru donekonecna. Avsak pozor, treba
zodpovedat vsetky otazky zo zadania! Este preto treba zodpovedat otazku, ¢i by vedel porazit Noeho a Manua. To
vSak nedokaze, kedZze vyssie opisana stratégia funguje bez ohladu na to, ¢i zvysni dvaja hraci spolupracuja (postup
sa tykal vSeobecného hraca X, nie nutne Deukalidona). Tym padom mdze tato stratégiu pouzit ktokolvek, aj Noe
a Manu, ktori vdaka nej tiez nikdy neprehraju.

2.5 Kreuje Maui Saostrovia

Zadanie.

,Dalsim vzdcnym expondtom je Mauiho rybdrsky hdcik. Ten si vytvoril sdm, podla niektorych z rybacej sdnky, podla
inych z kosti svojich predkov. Faktom ostdva, Ze pomocou neho vylovil z hlbok Pacifiku severny ostrov Nového Zélandu
a dokonca aj Havajské stiostrovie.*

Ostrov, ktory Maui vylovil ako prvy, mal tvar réznostranného ostrouhlého trojuholnik ABC s opisanou kruznicou k.
Osi vntitornych uhlov < ABC a < ACB pretnii kruZnicu k postupne v bodoch P a Q. Nech R je lubovolny bod kratsieho
obliika BC rézny od B, C a nech M, O stii po rade priesecniky PR s CQ a QR s BP. DokdZte, Ze stred vpisanej kruznice
trojuholnika ABC lezi na kruznici opisanej trojuholniku MOR.

Riesenie. opravuju Petr (petr.velycko@trojsten.sk) a Lukas (lukas.gaborik@trojsten.sk)
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Zacéneme tym, Ze oznacime ako S stred kruznice vpisanej trojuholnika ABC. Tento stred lezi na priese¢niku osi
vnutornych uhlov trojuholnika ABC. Aby sme dokazali, Ze bod S lezi na kruznici opisanej trojuholniku MOR,
staci ukazat, Ze $tvoruholnik SORM je tetivovy, teda Ze sucet velkosti protilahlych uhlov je 180°.

Najprv ur¢ime velkost uhla < BSC = < OSM. Nech uhly trojuholnika ABC st postupne «, 3, y. Potom uhol PBC
ma velkost /2 a uhol QCB ma velkost y/2. KedZe sucet uhlov v trojuholniku je vzdy 180°, vieme, Ze zostavajuci
uhol ma velkost presne | < BSC| = |< OSM| = 180° — f3/2 — y/2.

Dalej ur¢ime velkost uhla < PRQ = <MRO (ktory je protilahly k uhlu < OSM). Viimneme si, ze uhol ARQ ma
rovnaku velkost ako uhol ACQ, ktorého velkost je y/2, preto aj |[ARQ| = y/2. Toto plynie priamo z vety o obvo-
dovych uhloch. Analogicky dostédvame, Ze | < ARP| = |<ABP| = f3/2, a teda ich stcet je |[< MRO| = |<PRQ| =
|<PRA| +|<ARQ| = B/2 + y/2.

Nakoniec mdzeme jednoducho spocitat, ze | < OSM| + | < MRO| = 180° — /2 — y/2 + /2 + y/2 = 180°, a teda nas
$tvoruholnik je tetivovy, ¢o znamena, Ze mu mdzeme opisat kruznicu. Na tejto kruznici lezia body M, R, O, preto
tato kruznica je taktiez kruznicou opisanou trojuholnika MRO.

2.6 Kamenné Meduzine Sochy

Zadanie.

»Sochy, okolo ktorych prechddzame nie sti sticastou expozicie, ale sliZia na vystrahu pre navstevnikov. Tymto smerom
sa totiz nachddza nds najnebezpecnejsi artefakt, hlava Meduzy. Z pravnych dévodov nie je pohlad na niu sti¢astou
prehliadky, ale ako vidite, niektorych odvdzlivcov to neodradilo, aby sa neskusili pozriet...*

Ti najodvdznejsi z navstevnikov Miizea Legenddrnych Objektov ako posledné v Zivote videli hlavu bdjnej Mediizy
s hadmi namiesto vlasov. Kazdy z 12 hadov md nejakii redlnu (nie nutne roznu) dizku z uzavretého intervalu
(1dm,12 dm). Dokdzte, Ze vieme vybrat troch z tychto hadov tak, Ze ich dizky tvoria strany ostrouhlého troju-
holnika.

Riesenie. opravuju Bebe (alzbeta.klimentova@trojsten.sk) a BaskaN (barbora.novosadova@trojsten.sk)
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Najprv sa musime zamysliet, ¢o znamena pre dlzky strén trojuholnika, ze je ostrouhly. Bez ujmy na vSeobecnosti
predpokladajme 0 < a < b < c. Oznac¢me si najvacsi uhol (oproti strane c) y. Aby bol trojuholnik ostrouhly, musi
platit y < 90°, z ¢oho vyplyva, Ze cos(y) > 0. Tieto fakty vieme dosadit do kosinusovej vety, ¢im dostaneme

¢ = a® +b* - 2abcos(y) < a* + b*.

Takze pre ostrouhlé trojuholniky plati ¢? < a* + b.

Teraz podme dokazat nasu ulohu sporom. Predpokladajme teda, Ze by existovalo 12 ¢isel a;, a,, ..., a12, zktorych by
sme nemohli vybrat 3 tak, aby tvorili strany ostrouhlého trojuholnika. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme

a<a,<az;<---<dp.
A teda, aby sa zo Ziadnej trojice stran nedal vytvorit ostrouhly trojuholnik, musi pre vetky i = 1, ..., 10 platit:
a2 aj, + ;.
Teraz podme vsetky tieto nerovnosti prepojit do jednej. Najprv sa ale pozrime, ako spojime dve takéto nerovnosti
s koeficientmi k a [, kde j > i:

2 2 2 2 2 2 _ 2 2
a;>k-a; +1-a_,>k-(a_, +ai,) +1-ar, =(k+1)-a_, +k-a_,.

Tu si mozeme v$imnut, ze v kazdom kroku nahradzame koeficient pri a? | su¢tom dvoch predchadzajicich koefi-
cientov a a? , preberie koeficient od a?. Teda koeficienty v dalsich nerovnostiach vznikaju presne tak, ako sa vy-
tvaraju ¢isla Fibonacciho postupnosti.

Zacnime pri nerovnosti s koeficientmi 1 a 1:
ay, > aj, + aj,,
postupnym skladanim 11 nerovnosti s prvou dostaneme
a2, > Fyy-a’ + Fy - a? = 89a% + 5542,
Vieme, Ze a;,a, > 1, a teda aj a?, a3 > 1. Preto:
at, > 55+ 89 = 144 = ay, > 12,
o je spor s tym, ze a;, € (1,12).
Tym sme dokazali, Ze aspoii jedna trojica ¢isel musi spliiat
¢ <at+ b

a teda vie tvorit strany ostrouhlého trojuholnika.

2.7 Kral Musi Svietit

Zadanie.
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Po svojej pravici teraz mozete vidiet tron perzského krala DZamsida. Tento trdn si postavil sam panovnik, aby
ochranil svoj lud pred nicivou zimou. Ked usadol na trén z pravych drahokamov, objavili sa démoni, ktori ho podla
ocitych svedkov vyniesli do vysok, odkial Ziaril ako slnko, ¢im odvrdtil skazonosny mrdz.*

Ked'sa na trén poriadne zahladite, tak uvidite rubiny a zafiry, z kazdého kamerna aspon jeden kus. Pre ich pocty r,z

7 v7s

plati, Ze sii nestidelitelné a r — z | r* — z. Dokdzte, Ze potom pre vSetky kladné celé ¢isla a, b platiajr—z | r* — 2b.
Riesenie. opravuju Brian (brian.turza@trojsten.sk) a Ilo (michal.ilkovic@trojsten.sk)

Budeme vyuzivat dve zndme tvrdenia:

4

Tvrdenie 1. Nech a, b, ¢ st celé ¢isla také, ze a # 0, a|b a alc. Potom alb — ¢.”
Tvrdenie 2. Nech g # 1 je celé ¢islo a 7 je kladné celé ¢islo. Potom plati g — 1|g" — 1.°

Teraz uz mozme dokazat nagu ulohu. Zo zadania plati, ze r — z|r — z a r — z|r> — z. TakZe podla tvrdenia 1 deli r — z
aj rozdiel:

r—z|(*-z)-(r-z)=r —-r=r(r-1). (7.1)
Oznaéme si najvicsieho spolo¢ného delitela ¢isel r a r— z ako d. Potom z tvrdenia 1 plati, ze d|r— (r—z) = z. Takze
d deli r aj z zaroven. Tie su zo zadania nesudelitelné, takze d = 1 a tym sme dokazali, Ze aj r a r — z su nesudelitelné.
Z toho uz dostdvame, ze r—z|r— 1. Zaroven r—z|(r—1) - (r—z) = z— 1. Z tvrdenia 2 plati, ze r— 1|r*—=laz- 1|z -1
pre vSetky kladné celé ¢isla a, b. Takze z tvrdenia 1: r—2z|(r* = 1) - (2 - 1) = r* = 2b. O

2.8 Kanoe - Magicka Stihacka

Zadanie.

~Kanoe, na ktoré sa prave pozerdte, zacaroval samotny diabol. Len na tiom mohli inak poctivi kanadski drevorubaci
doletiet véas domov na silvestrovské oslavy.

Drevorubaci boli rozdeleni na dve strany kanoe tak, Ze na pravej strane ich je menej ako na lavej strane. Kazdy
drevorubac md na chrbte vytetované jedno alebo viac réznych Cisel, pricom dvaja drevorubaci mozu zdielat spolocné
¢islo. Pre kazdé Cislo zadefinujme premiesanie tak, Ze vsetci drevorubaci, ktori majii vytetované dané Cislo sa presunti
na opacnu stranu kanoe. UkdZte, Ze je vidy mozné si vybrat postupnost Cisel tak, aby po vsetkych premiesaniach
tymito Cislami skoncilo na pravej strane viac drevorubacov ako na lavej.”

Rie$enie. opravuju Dominik (dominik.rigasz@trojsten.sk) a Krivos (jakub.krivosik@trojsten.sk)

Nech na zadiatku je na pravej strane mnozina drevorubacov R, a na lavej L, kde |L| > |R|. Ozna¢me C mnozinu
vsetkych cisel, ktoré maja drevorubaci na chrbtoch. V§imnime si, ze ak premiesame tym istym ¢islom dvakrat, ni¢
sa nezmeni. Preto nas pri kazdom ¢isle z C zaujima iba parita po¢tu premiesani tymto ¢islom. Preto premiesanie
mozeme vlastne chapat ako vyber nejakej podmnoziny P z C, pri ktorom kazdy drevorubac ktory ma na chrbte
neparne vela ¢isel z P zmeni stranu, a drevorubac¢ ktory ma na chrbte parne vela ¢isel z P ostane na svojej strane
(P su vlastne iba vsetky tie ¢isla z C ktorymi sme premiesavali neparne vela krat). Mnoziny, ktoré vznikna z R, L
do premiesani P ozna¢me Rp, Lp. Uvazujme teraz hodnotu

$= > (IRe| - |Ls|)

pcC

2b, ¢ st nasobky ¢isla a, takZe aj ich rozdiel bude nasobok a.
*pretoze (g —1)(¢" ' +q" 2 +..+q+1)=q"- L.

kms@kms . sk 9 https://www.kms.sk/


mailto:brian.turza@trojsten.sk
mailto:michal.ilkovic@trojsten.sk
mailto:dominik.rigasz@trojsten.sk
mailto:jakub.krivosik@trojsten.sk
mailto:kms@kms.sk
https://www.kms.sk/

Riesenia 2. kola zimnej Casti @@@

(teda sumujeme cez vietky rozne premiesania P ¢ C ako sme ich definovali vyssie). Pozrime sa na jedného kon-
krétneho drevorubaca d s ¢islami na chrbte C;. Potom drevoruba¢ d zmeni pri premiesani P stranu prave vtedy,
ak sme do P vybrali neparne vela prvkov z C;. Avsak neparnych podmnozin C; je rovnako vela ako parnych pod-
mnozin Cy" a zvy$ok ¢isel z C\C,; vieme do P doplnit rovnako vela spdsobmi v oboch pripadoch. Teda existuje
rovnako vela premie$ani P € C takych, Ze |Pn C,| je parne (teda drevoruba¢ d ostane na svojej strane), ako takych
premiesani P € C, Ze [P n C4| je neparne (teda drevorubal d zmeni stranu). Z toho vyplyva, ze v sume S, zapoci-
tame kazdého drevorubaca rovnako vela krat na pravej strane (v mnozine Rp), ako na lavej strane (v mnozine Lp).
Preto dostavame S = 0.

V$imnime si, Ze |Ry| — |Ly| = |R| — |L| < 0 zo zadania. Nakolko S = 0 a suma S v sebe md zédporny scitanec, tak to
znamena, Ze musi mat aj kladny s¢itanec, teda existuje premie$anie P také, Ze |Rp| — |Lp| > 0, teda |Rp| > |Lp|.

2.8 Iné riesenie (pravdepodobnostna formulécia)

Zostrojme bipartitny graf s partitami D a C. Vrcholy v D budu reprezentovat drevorubacov, vrcholy v C budu
reprezentovat ¢isla. Hrana medzi vrcholmi d € D a ¢ € C vedie prave vtedy ked drevoruba¢ d ma vytetované ¢islo ¢
na chrbte. Kazdy vrchol d € D ofarbime nacierno, ak drevorubac d sa nachadza nalavo a nabielo, ak sa d nachadza
napravo. Potom premie$anie zo zadania znamena, Ze si vyberieme vrchol ¢ € C a kazdému jemu susednému
vrcholu z D zmenime farbu. Chceme ukazat, Ze ak za¢iname s viac ¢iernymi vrcholmi ako s bielymi, tak vieme po
konec¢nom pocte operdcii skoncit s viac bielymi vrcholmi ako ¢iernymi.

Lemma 1. Nech je a ¢iernych vrcholov a b bielych vrcholov, pricom a > b. Potom vieme spravit operacie tak, aby
sme skoncili s viac ako b bielymi vrcholmi.

Dokaz. Kazdy vrchol z C vyberieme so Sancou p = 3. UkaZeme, ze kazdy vrchol v D ma $ancu 3 zmenit svoju
farbu. Zoberme si [ubovolny vrchol d € D a nech susedi prave s vrcholmi ¢y, ¢,, ...cx € C. Farbu zmeni, ak je pocet
aktivovanych ¢; neparny. Pozrime sa, aka je $anca, Ze aktivujeme neparny pocet vrcholov, ked postupne aktivu-
jeme vrcholy ¢y, ¢y, ..., ¢k, kazdy so $ancou % Nech mame [ aktivovanych vrcholov medzi vrcholmi ¢y, ¢, ..., ¢k—1.
Ak je I nepdrne, tak je $anca 3, ze neaktivujeme vrchol ¢, teda Ze celkovo budeme mat neparny pocet aktivovanych
vrcholov medzi ¢;, ¢, ..., ¢k. Podobne ak je [ parne, tak je $anca %, ze aktivujeme vrchol ¢, teda zZe budeme mat ne-
parny pocet aktivovanych vrcholov v medzi ¢i, ¢, ..., ¢x. Celkovo teda médme $ancu 1, Ze bude pocet aktivovanych
vrcholov medzi ¢y, ¢, ..., ¢k neparny. To znamend, Ze pre lubovolné d € D je $anca, Ze zmeni farbu 1. Z linearity
strednej hodnoty potom plynie, Ze strednd hodnota poctu ciernych vrcholov, ktoré zmenia farbu je § a strednd
hodnota poc¢tu bielych vrcholov, ktoré zmenia farbu 2.° Kedze a > b, tak £ > £, teda v strednej hodnote sa ndém
zvysi pocet bielych vrcholov, teda musi existovat sposob, ako aktivovat niekolko vrcholov z C tak, aby sa pocet
bielych vrcholov zvacsil. O

Lemma 2. Nech je a ciernych a b bielych vrcholov, pricom a = b. potom vieme spravit operacie tak, aby sme
skoncili s viac ako b bielymi vrcholmi.

1

Dokaz. Opit kazdy vrchol z C vyberieme so $ancou p = 7. Avsak tentokrdt dostaneme, Ze strednd hodnota

prirastku bielych vrcholov je 0. V zadani sme zacinali s viac ¢iernymi vrcholmi, preto musi existovat do nasej
terajsej situacie (kde je rovnaky pocet bielych a ¢iernych vrcholov) postupnost aktivacii vrcholov z C, ktora zvysuje

»y

*Naozaj, jeden prvok si zvolime za "$pecilny”, a potom vietky podmnoZiny mézme poparovat do dvojic s réznou paritou velkosti -
konkrétne na také dvojice ktoré sa lisia iba v tom ¢i tam nds $pecialny prvok je alebo nie je.

Formélne, pre kazdy Cierny vrchol definujeme nahodnt premennt X; (i = 1,2, ...,a), tak, Ze X; = 1 ak tento vrchol zmeni farbu
a X; = 0 ak ostane Cierny. Potom E[Y X;] = Y E[X;] = % % = 7. Podobne pre biele vrcholy.
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pocet bielych vrcholov. Ked vsak tuto istd postupnost aktivacii aplikujeme na terajsie rozlozenie s rovnakym
poctom ciernych a bielych, dostaneme sa do pociato¢ného rozdelenia, a teda tato postupnost znizi pocet bielych
vrcholov. Ale kedze v strednej hodnote nam nahodny vyber dava pocet pridanych bielych vrcholov 0, tak musi
existovat aj takd postupnost aktivacii vrcholov z C, ¢o zvysi pocet bielych vrcholov. O

Opakovanym pouzivanim Lemmy 1, pripadne jednym pouzitim Lemmy 2 dostavame, Ze existuje postupnost pre-
mieSani taka, ze po ich dokonceni bude existovat viac bielych ako ¢iernych vrcholov.

2.9 Kliatba Mocna Strasna

Zadanie.

.Prsten v tejto vitrine je slivny Andvaranaut, ktory pomdhal trpaslikovi Andvarimu hladat zlato. Ked mu ho viak
boh Loki ukradol spolu s jeho pokladom, Andvari tento prsten preklial. Loki sa vsak kliatbe vyhol, kedZe prsteri stihol
darovat kralovi trpaslikov, Hreidmarovi, aby si ho udobril potom, ako nechtiac zabil jeho syna.*

Pecat na prsteni md tvar kruznice k so stredom S, v ktorom sii vyznacené body A, B, C, D tak, aby sa isecky AC a BD
pretinali v bode X + S. Kruznice opisané ABX a CDX sa pretnii v bode Y # X a kruznice BCX a DAX sa pretnii
v bode Z + X. Dokazte, Ze body X, Y, Z, S leZia na kruznici.

Riesenie. opravuje MiSo M. (michal.molnar@trojsten.sk)

Nez sa pustime do riesenia, uvedomme si, ze ak sa maju usecky AC a BD pretat, body A, B, C, D musia lezat na
kruznici k v tomto poradi. Zaroven si moézeme v$imnut, Ze bod Y bude lezat bud medzi polpriamkami XA a XD
alebo medzi XB a XC. Podobne bod Z moze lezat medzi XA a XB alebo medzi XC a XD.

[y
[y
)
1
1
1
1
1
i
]
1

Zamerajme sa teraz na bod Y. KedZe mame v zadani viacero kruznic so spolo¢nymi bodmi, mozeme skusit medzi
nimi poprenasat nejaké uhly. Bod Y nemdze lezat aj na obliku oproti bodu A aj oproti bodu B, tak bez ujmy na
vSeobecnosti predpokladajme, Ze lezi oproti bodu B. Na kruznici tak budu v poradi A, B, X, Y. Na druhej kruznici
potom dostaneme uz jednoznac¢ne poradnie C,D, Y, X.
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Ozna¢me « = | < BAC|. Vdaka obvodovym uhlom na kruzZnici k vieme tieZ, Ze | < BDC| = a. Teraz by sme sa radi
pozreli na kruznice, ktoré nam definovali bod Y. Vdaka kruznici opisanej ABX dostaneme

| <BYX| = | <BAX]| = a,

a vdaka kruznici opisanej CDX zas
|<CYX] = | < CDX] = .
Dostavame | < BYX| = | < CYX|, takze bod X lezi na osi uhla < BYC.

Druha vec, ktort z tohto mozeme vyvodit je velkost uhla < BYC, ktora je 2a. Bod S, ktory sme zatial nepouzili,
tiez spiha, Ze | < BSC| = 2a, kedZe sa jednd o stredovy uhol k uhlu < BAC na kruznici k.

Ak by bod Y lezal v rovnakej polrovine danej priamkou BC ako bod S, tak by B, C, S, Y lezali na kruznici. To, ze
tieto $tyri body lezia na kruznici, vak vieme dokazat aj bez tohto faktu, s vyuzitim orientovanych uhlov. Vdaka
ich vyuzitiu sa sice nedozvieme, ¢i body Y a S lezia v rovnakej polrovine, no dozvieme sa, ¢i st spolu s Ba Cna
jednej kruznici.®

Postup bude vlastne rovnaky, ako v prvej casti rieSenia. KedZe A, B, C, D lezia na kruznici, plati « BAC = « BDC.
KedZe bod X lezi na priamkach AC a BD, mdzeme pisat « BAX = 2 XDC. Spolu s kruznicami opisanymi ABXY
a CDXY dostaneme zas

2BYX = 2BAX=«2XDC= 2XYC.
Opit tak dostaneme
2BYC= «2BYX+ «XYC=224BYX=22BAC= «BSC.
KedZe sa tieto orientované uhly rovnaju, body B, C, Y, S lezia na kruznici.

Spolu s informaciou, Ze | < BYC| = | < BSC| to znamend, e bod Y lezi v rovnakej polrovine danej BC ako bod S.
Ten vsak zaroven lezi na osi usecky BC, kedze je to stred kruznice na ktorej lezia body B a C. Skuseny riesitel
si hned viimne, Ze sa jedna o tzv. anti-Svrékov bod. V oby¢ajnom Svrékovom bode (znacime S) sa pretina os uhla,
os protilahlej strany a opisana kruznica. Anti-Svrékov bod lezi presne oproti nemu, takze SS je vlastne priemer
nasej kruznice. Uhol < SYS je teda pravy a rovnako tak aj uhol < SYX, kedZe X tiez lei na tejto osi uhla.

Tym padom uz mame hotovo. Rovnaky postup totiz vieme pouzit aj na to, aby sme ukazali, ze uhol <SZX je
pravy. Vdaka Talesovej vete potom vieme povedat, Ze Y aj Z lezia na kruznici s priemerom SX, z ¢oho vyplyva
pozadované tvrdenie.

Dokaz, ze B, C, S, Y lezia na kruzZnici, bez orientovanych uhlov

Pripomenme, Ze na to, aby B, C, S, Y lezali na kruznici, sta¢i aby bod Y lezal v rovnakej polrovine danej priamkou
BC ako bod S. Predpokladajme najprv, Ze to neplati, t. j. bod Y lezi v opacnej polrovine ako bod S.

Uvedomme si, ze sme na zaciatku predpokladali, ze Y je v rovnakej polrovine danej priamkou BX ako bod A, takze
lezi medzi polpriamkami XA a XD. Body A, D, Y tak musia lezat v tej istej polrovine danej priamkou BC a teda
v opa¢nej ako je bod S. Uhol a = | < BAC]| je teda nutne tupy (kedZe lezi v opacnej polrovine ako stred opisanej
kruznice).

5Ném sa viak v rieSeni zide vediet, v ktorej polrovine bod S lezi, preto sme sa zaoberali aj oby¢ajnymi uhlami. Navyse, orientované
uhly by ndm povedali, Ze X lezi na osi uhla medzi priamkami BY a CY, no nepovedali by ndm na osi ktorého.
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Kruznice opisané ABX a CDX maju spolo¢nu tetivu XY, vid obrazok. Na jej osi teda lezia stredy oboch kruznic.
Tato os zaroven vyclenuje dve polroviny - ti s bodom Y budeme nazyvat ,,nad osou®, ti s bodom X ,,pod osou*.
Aby bol uhol <BYX tupy, musi Y lezat v opacnej polrovine danej BX ako stred kruznice. Inymi slovami, asecka
BX musi prejst medzi bodom Y a stredom kruznice, takze bod B musi lezat ,nad osou*.

Analogicky, aby bol uhol < CYX tupy, musi aj bod C lezat ,,nad osou”. Spomenme si, Ze na tychto kruzniciach
lezali body v poradi A, B, X, Y a C,D, Y, X. To znamena, Ze aj bod A musi lezat ,,nad osou*, takze celd usecka AC
lezi ,nad osou”, ¢o je v spore s tym, Ze bod X na nej lezi.

2.10 Kupim Mamke Suvenir

Zadanie.

, Vazeni ndvstevnici, difame, Ze sa Vam prehliadka ndsho miizea pdcila, naucili ste sa pocas nej nieco a odndsate
si mnozstvo informdcii o artefaktoch, ktoré boli este doneddvna povazované za myty. Predtym, ako definitivne opus-
tite Muizeum Legenddrnych Objektov, prosim, prejdite si este nds darcekovy obchod, v ktorom si mozete na pamiatku
kupit repliku vdsho obliibeného artefaktu, ale aj mnoZstvo dalsich spomienkovych predmetov. Dakujeme a dovide-

13

nia.

Pre tych, ktori si nevedia vybrat darcek sami, maju v obchode miizea poradcu, funkciu fR — R, zo zdZitkov do
darcekov. Na to musi funkcia spliat, Ze pre kazdii dvojicu redlnych Cisel x, y plati:

fGf () + 22 +y) = f(X) f () + xf (%) +£(7) -

Ndjdite vietky takéto funkcie.
Riesenie. opravuje Soso (jakub.sosovicka@trojsten.sk)
Vyhovuju funkcie f(x) = ax pre lubovolné redlne a.

Dosadzujme najskor nuly. Po dosadeni (0,0) dostavame f(0) = f(0)? + f(0), teda f(0) = 0. Dosadenim (x,0)
dostaneme:

f(*) = xf(x). (10.1)
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Dosadenim —x do tejto rovnice vidime, ze xf(x) = —xf(—x), teda f(x) = —f(-x) (aj pre x = 0), teda funkcia je
neparna.

Dalsie priamociare dosadenia, ktoré by dali nie¢o zaujimavé mozno uz nevidno na prvy pohlad. Na pravej strane
mame ale xf(x), ¢o uz vieme, ze je f(x*). Mohli by sme preto z [avej strany spravit f(x?) aby sa ndm nie¢o pokratilo.
Teda chceme zvolit xf(y)+y = 0. Teda chceme x = — f(yW To nemoéZeme spravit pre nulové f(y), ale predpokladajme,
ze existuje y, pre ktoré f(y) # 0. Dosadenim (—f(%,y) dostavame f(y) (f(—f(yﬁ) +1) =0, teda f{ —f(%) = -1
az nepérnostif(f(iy)) =1.

Pokial by sme vedeli, Ze fje prosta, tak j% by nadobudalo iba jednu hodnotu a mali by sme skoro hotovo. Stacilo by

nam dokonca, keby z f(a) = f(b) = 1 vyplyvalo a = b (fje prostd v jednotke). Predpokladajme teda f(a) = f(b) = 1.
Potom z (10.1) médme f(a?) = a, f(b?) = b. Po chvili sku$ania ndm potom napadne dosadit (a, b?), ¢im dostaneme:

flab+a*+b*)=b+a+b=a+2b.

Lava strana je symetricka, tak dosadme aj (b, a?). Nalavo dostaneme rovnaky vyraz a napravo dostaneme symet-
ricky 2a + b. Porovnanim pravych stran mame a = b.

Z toho dostavame, Ze existuje najviac jedno pevné a také, ze f(a) = 1. Potom pre véetky y je bud ﬁ = a, alebo
f(y) = 0. Preto bud f(y) = Ly = a’y, alebo f(y) = 0 (pre y = 0 nastane druhd moznost a inak je a # 0).

Chceli by sme dokazat, ze bud pre kazdé y nastane prva moznost, alebo pre kazdé y nastane druha moznost. Nech
sporom f(y) = a’y # 0a f(z) = 0,z # 0. Dosadme (y,z) a dostaneme f(y> + z) = yf(y). Prava strana je nenulova,
teda aj favd musi byt. Potom nutne a’(y? + z) = ya'y, teda a’z = 0, ¢o je spor. Preto nutne f(x) = a’x pre a’ redlne
(to zahrna aj nulovy pripad).

Este treba overit, Ze tieto funkcie splhaju zadanie, ¢o sa trivialne overi.
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