v Kore$ponden¢ny matematicky semindr
7 . XLVIIL. ro¢nik, 2026/2027 @ @ @
Trojsten

KMS, EMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava

RieSenia 1. kola zimnej Casti

1.1 Komunalne Musime Spratovat

Zadanie.

Ked' sa vediici pozerali na KMS miestnost, uvedomili si, Ze uz by bolo na Case, aby ju zrenovovali. LenZe pred reno-
vdciou ju treba riadne upratat. Podarilo sa im uz vypratat z miestnosti takmer vsetko, avsak v strede zostala skrina,
ktorou nie a nie pohniit. Rozhodli sa teda, zZe nejak sa to poupratuje aj napriek skrini.

Oski dostal za ulohu povysdavat KMS miestnost, ktord ma v strede nehybnii skrifiu. Ked'sa na miestnost pozrel zhora,
skritia mala tvar obdlznika, so stranami dlhymi 10 decimetrov a 4 decimetre. Vysdva¢ mal zapojeny do zdsuvky
priamo prirohu skrine na zemi. Kabel, ktorym je vysavac zapojeny, je dlhy 8 decimetrov. Akii velkii plochu miestnosti
vie Oski povysdvat? Steny miestnosti sii dostatocne daleko, aby neprekdzali vysavacu.

Rie$enie. opravuju Nata (natalia.cigasova@trojsten.sk) a Klarka (klarka.birova@trojsten.sk)

Ulohu si najprv reprezentujeme geometricky. Mame obdlznik ABCD so stranami 10 dm a 4 dm, Oskiho vysava¢
bol zapojeny v jednom rohu tohto obdlZnika. Bez ujmy na véeobecnosti, povedzme, Ze je zapojeny v bode A.
Najprv sa podme pozriet na hranicu, na ktort vysavac este dosiahne so svojim kablom. Vysava¢ sa mohol pohy-
bovat najdalej 8 dm pozdlz strany AB a potom sa mohol otac¢at po kruznici s polomerom 8 dm so stredom v bode
A. Takto vedel vysavac prejst tri $tvrtiny kruznice, pokym cel4 dizka kabla nepriliehala na stranu AD dlha 4 dm.
Aj v tomto pripade sa vie postvat vysavac dalej smerom k bodu C, avsak teraz st 4 dm kébla zafixované na stene
AD, a preto sa vie najdalej pohybovat po kruznici s polomerom 4 dm a so stredom v bode D. Takto vie prejst az
po stenu CD.

Vidime, Ze nase hranice st dané dvomi Ciasto¢nymi kruznicami a stranami obdlznika. Musime si uvedomit,
ze ak sa vysavac vedel dostat na hranicu tohto utvaru, vedel sa dostat aj na lubovolny bod tohto utvaru. Preto
plocha, ktortt mohol Oski povysavat, bude sucet dvoch ciasto¢nych kruhov. Prvy ¢iasto¢ny kruh ma polomer
8 dm a st to tri §tvrtiny z celého kruhu, preto mé plochu 2782 dm®. Druhy &iastoény kruh mé polomer 4 dm
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Riesenia 1. kola zimnej Casti @@@

a je to jedna Stvrtina z celého kruhu, preto m4 plochu 1742 dm” . Spolu tito plocha je 378 dm® + 174> dm’® =
316 dm” + 47 dm” = 527 dm”.

Plocha, ktortt mohol Oski povysévat, bola 5277 dm®.

1.2 Kompetetivnost Ma Smrnc

Zadanie.

Pred renovdciou treba upratat aj riad. Problém vsak je, zZe vietok riad je Spinavy a zo vsetkych upratovacich prdc
je umyvanie riadu td najmenej Ziadand. Vediici sa snaZia dohodniit, kto to teda vsetko umyje, a vtom pride do
miestnosti DenYs, ktorému sa uz vobec nechce upratovat a tak navrhne, nech si zahrajui turnaj v BF (bottle flip) o to,
kto ich bude umyvat.

Turnaj sa skladal zo zdpasov. V kazdom zdpase hrali dvaja vediici proti sebe. Ak vediici vyhral, ziskal 3 body,
ak remizoval, ziskal 1 bod, a ak prehral, neziskal Ziadne body. Turnaj vyhrava ten vediici, ktory md najviac bodov.
Veduici v tomto turnaji hrali zdapas kazdy s kazdym prave raz. Vieme, zZe ked turnaj skoncil, vyhral ho prave jeden
vediici a ten mal v zdpasoch aspon tolko prehier ako vyhier. Aky je najmensi pocet vediicich, ktori mohli hrat tento
turnaj? Pre dany pocet ukdzte, preco by ich nemohlo byt menej.

Rie$enie. opravujui Kosta (kostiantyn.popov@trojsten.sk) a Denys (denys.andrukhovskyi@trojsten.sk)

Stratégia rieSenia bude nasledovnd: budeme skasat od najmensieho poctu veducich, ktory si oznac¢ime », kym
nenajdeme taky pocet, pre ktory vieme ndjst dany turnaj. Tym aj dokdzeme, Ze pre vSetky mensie pocty to nie je
mozné.

KedZe turnaj niekto vyhral, n = 0 nie je mozné. Zo zadania v$ak priamo nevyplyva, ze veducich je viac ako jeden.
Ked si premyslime, tak pre n = 1 by sa odohralo nula zapasov a jediny hra¢ ma aspon tolko prehier (0), kolko
vyhier (0). A kedZe je jediny, tak zrejme vyhral turnaj. TakZze technicky hodnota n = 1 by vyhovovala. Avsak
z rozpravky a zameru zadania je jasné, Ze hladdme najmensi taky pocet, pri ktorom sa aspon jedna hra odohrala.

Zatneme od n = 2. Oznacime vyhercu za A a iného hraca za B. KedZe A ma aspon tolko prehier, kolko vyhier,
a hral prave raz, existuju dve moznosti. Mohol remizovat; vtedy ma jeden bod. Avsak potom aj B ma jeden bod,
a teda nie je vyherca. Druhd moznost je, ze A prehral. Potom, zrejme, ma menej bodov ako B.

Takze pre n = 2 taky turnaj neexistuje. Vyskusajme n = 3. Nech zase vitazom turnaja je A, a ini hraci si Ba C.
Skusme analyzovat vetky moznosti.

1. Ak A aspon raz vyhral, tak musel aj aspon raz prehrat. Takze nech A zvitazil nad B, a C zvitazil nad A.
Potom C ma aspon tolko bodov, kolko A, takze A nemohol byt jedinym vitazom turnaja.

2. Ak A ani raz nevyhral, tak mohol mat:
(a) dve prehry;
(b) prehru a remizu;
(c) dve remizy.

Viimneme si, ze z tychto moznosti potrebujeme uvazovatlen o poslednej, lebo ak by vyhral v prvych dvoch
pripadoch, tak by rozhodne vyhral aj v tom tretom. Totiz, ak existoval taky turnaj, kde by vyhral v prvom
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@@@ Riesenia 1. kola zimnej Casti

alebo druhom pripade, tak vymenenim prehry A za remizu A len zmensime body vsetkym superom A
a zvysSime body A. Toto pozorovanie budeme opakovane pouzivat aj dale;j.

Ak A ma dve remizy, tak ma 2 body. Ak B a C remizovali, tak kazdy tiez md 2 body; ak neremizovali, tak
niekto z nich ma 4. V oboch pripadoch A nie je vitazom turnaja.

Takze ani pre n = 3 to nie je mozné. Vyskusajme n = 4 a opét uvazujme vsetky mozné pripady.

Nech je vitazom turnaja znova A a ini hraci sa B, C, D. Predtym si vS§imneme, ze A mohol vyhrat najviac jedenkrat,
kedZze ak by vyhral dvakrat, tak by mal aj prehrat aspon dvakrat, na ¢o uz ale nemad superov: ma len troch a musel
by mat Styroch.

1. Ak A aspon raz vyhral, tak aspon raz prehral. St potom moznosti, ze tretia hra mu skoncila remizou alebo
prehrou, a rovnako ako v pripade n = 3, sta¢i uvazovat len pripad s remizou.

Nech A zvitazil nad B, prehral s C a remizoval s D. Potom A ma 4 body a C ma 3. C teda musel vSetky
hry prehrat, inak by tiez mal aspon 4, a teda A by nebol jedinym vyhercom turnaja. Ale v tomto pripade D
zvitazil nad C, a teda D ma aspon 4 body. Takze v tomto pripade A nie je jedinym vyhercom turnaja.

2. Ak A ani raz nevyhral, tak mohol mat 3 remizy, 2 remizy a 1 prehru, 1 remizu a 2 prehry, alebo 3 prehry.
Rovnako ako pre n = 3, moZeme pozerat len na pripad, ked mal 3 remizy.

Potom A ma 3 body, a B, C, D kazdy ma 1. Ak by potom niektora hra medzi B, C, D nebola remiza, tak ten,
kto vyhral, ma 3 + 1 = 4 body, teda viac ako A. Takze vSetky hry museli byt remizy. Ale potom ma kazdy 3
body, teda opét A nie je jedinym vyhercom.

Teda ani pre n = 4 to nie je mozné. Vyskusajme teraz n = 5.

Opit si oznac¢ime vyhercu ako A, zvys$nych ako B, C, D, E. A mohol mat najviac dve vyhry, lebo ak by mal tri, tak
by musel aj trikrat prehrat, na ¢o je znova malo hracov.

Ak teda A vyhral dvakrat, potom aj prehral dvakrat. Nech A zvitazil nad B, C, a prehral s D,E. A ma 6 bodov,
a D, E aspon 3.

Potom D, E uz nemohli mat dal$ie vyhry, inak by tiez mali aspon 6. Taktiez nemohli ich zvys$né tri hry remizovat,
kedzZe by potom opit mali 6 bodov. Takze D, E aspon raz prehrali, pricom ani jedna prehra nemohla byt medzi D
a E (potom by jeden prehral, ale ten druhy vyhral, a vyssie sme povedali, Ze D alebo E nem6zu mat dal$iu vyhru).

Takze B, C museli zvitazit nad D, E. Ak by B zvitazil aj nad D aj nad E, mal by potom aspon 6 bodov, ¢o je znova
vela. Takze povedzme, Ze B zvitazil nad D a C nad E.

Teraz vieme, ze kazdy z B, C, D, E ma aspon 3 body, a teda aby nemali aspon 6, vietky zvy$né hry by mali byt
remizy. Lahko sa presved¢ime pomocou diagramu (alebo tabulky), Ze tento pripad nam aj naozaj vyhovuje.

Takze sme ukazali, Ze n = 5 nam vyhovuje, zatial ¢o vSetky mensie n nevyhovuji. Odpoved potom je: najmensi
pocet veducich je 5.

Pozndmka: pre uplné riesenie stacilo len ukazat priklad turnaja pre piatich hracov a nebolo potrebné pisat celu
analyzu pre n = 5, ako bola spravena vo vzorovom rieSeni. Avsak tymto sme chceli ukdzat, ako sa mohlo prist na
tento pripad. Dokonca sme cestou aj ukazali, Ze tento priklad je ,jediny* — vSetky ostatné turnaje piatich hra¢ov
budu vyzerat rovnako ako tento, az na prehodenie mien vrcholov. Mozete si premysliet, preco.

kms@kms . sk 3 https://www.kms.sk/


mailto:kms@kms.sk
https://www.kms.sk/

Riesenia 1. kola zimnej Casti @@@

A
2V OR 2P
6 bodov

E B
1IV2R 1P |-----f-----~- 1V 2R 1P
5 bodov 5 bodov

1IV2R 1P |-------+ 1V 2R 1P
5 bodov 5 bodov

—> §ipka ide ku porazenému = ----- remiza

Obrazok 2.1: Priklad turnaja pre n = 5

1.3 Korektné Mnozstvo Subjektov

Zadanie.

Po neskutocne dlhom presviedcani sa konecne podarilo presvedcit nadpolovicnii vicsinu vediicich, Zze KMS miestnost
potrebuje aj nejaké domdce zvieratko. KedZe Nata mala vo zverimexe zlavu na chobotnice, rozhodla sa, zZe sa nakiipia
chobotnice.

Nakiipené chobotnice majii bud'8, alebo 7 chdpadiel. Nata dala zvysnym vediicim hdadanku: Aky je pocet 8-chdpadlovych
a pocet 7-chdpadlovych chobotnic ak ich suicet chapadiel je N? Pre aké najmensie N vediici nevedia jednoznacne zistit
pocet 8-chapadlovych a pocet 7-chdpadlovych chobotnic, ak vedia, Ze z oboch typov kiipila aspori jednu chobotnicu?
Vysvetlite, preco to nie je mozné pre Ziadne mensie Cislo.

Riesenie. opravuju Bohdan (bohdan.bankov@trojsten.sk) a Ivan (ivan.morozov@trojsten.sk)

Necht mame k osmichapadlovych a I sedmichapadlovych chobotnic. k a I tedy musi byt pfirozena ¢isla. Pro
celkovy pocet chapadel pak musi platit N = 8k + 71.

Hledame nejmensi N takové, Ze existuje navic dalsi dvojice prirozenych ¢isel a, b takova, ze N = 8a + 7b. Kdyby
platilo k = a, pfipadné b = I, pak by to byla ta jistd moznost pro pocty osmichapadlovych a sedmichapadlovych
chobotnic, bez jmy na obecnosti tedy mtizeme predpokladat a > k (a b < I).

Z ptedchozich pozorovani odvodime 8a + 7b = 8k + 71, a tedy 8(a — k) = 7(1 — b). Jmenovité tedy plati 7 | a - k
a8|l-b.
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@@@ Riesenia 1. kola zimnej Casti

Nejmensi mozné feSeni nastane v pripadé k = 1 a a = 8. Analogicky vezmeme nejmensi hodnoty probal (b =1,
I=9)aovéfime,ze N:=71 =8-8+7-1=28-1+7-9 opravdu spliiuje zadani. Mensi hodnota N neni mozn4, nebot
by pak nebyla splnéna podminka délitelnosti ¢islami 7 a 8.

1.4 Kde Mam Siet?

Zadanie.

Suicastou renovdcie sa stalo aj vylepsenie bezpecnosti siete WiFi. Namiesto toho, aby clovek zadal jedno heslo, ktoré
si ndjde na papieriku pri ndvsteve miestnosti, sa vytvoril novy systém, kde najskor musi clovek dokdzat, Ze je hodny byt
vediicim KMS-ka. Miso sa akurdt dostavil na renovacné prdce, ale akurdt abstinuje od ratania pre ndrocné skuiskové

obdobie.

Kazdy mesiac sa meni v KMS miestnosti heslo k WiFi. Na to, aby sa Miso mohol pripojit na siet, musi vzdy vypocitat
sustavu rovnic pre redlne Cisla x a y. Kazdy mesiac su vsak podobné a jediné, co sa v tejto stistave meni, je redlny
parameter a. Sustava rovnic vyzerd vSeobecne takto:

ax+y=1
x+y=a

Miso nechce kaZdy mesiac znova prepocitavat celu rovnicu. Ako vyzerd riesenie tejto stistavy rovnic vzhladom na
parameter a, ktory sa meni na zaciatku mesiaca?

Rie$enie. opravuju Noro (norbert.bielik@trojsten.sk) a Marek (marek.sliva@trojsten.sk)

Ulohu budeme riesit sposobom, ze pre kazdt hodnotu parametra a najdeme rieSenie ststavy v tvare usporiadanej
dvojice (x, y). Ked zoberieme rovnice

ax+y=1, (4.1)
M +y=a (4.2)

a od¢itame ich, ¢im sa zbavime premennej y, dostavame
ax—|x|=1-a. (4.3)

Pokracujeme rieSenim dvoch moznosti, ked je x nezdporné alebo ked je zaporné.

Ak je x nezaporné, teda x > 0, plati

|x| = x. (4.4)
Po vlozeni do rovnice (4.3) dostaneme
ax—-x=1-a, (4.5)
¢o je ekvivalentné s rovnicou
(a-1)x=-(a-1), (4.6)
¢o mozno upravit na
(a-1)(x+1)=0. (4.7)
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Riesenia 1. kola zimnej Casti @@@

Sucin dvoch ¢isel je nula prave vtedy, ked je aspon jeden z ¢initelov nulovy. Ak a = 1, ¢o zabezpeci nulovost prvej
zatvorky, zistime, ze obe rovnice zo zadania budu vyzerat rovnako, konkrétne

x+y=1, (4.8)

¢o vedie priamo k rieseniu
(xy) = (x1-x) (4.9)
prea=1ax2>0.

Keby bola nulova druha zatvorka, musi platit x = —1, ¢o je ale v spore s podmienkou x > 0, ¢ize pre x > 0 dostavame
rieSenia iba ak a = 1, pri¢om takychto rieseni je nekonec¢ne vela a tvoria polpriamku.

Ked sa pozrieme na moznost x < 0, dostavame

x| = —x, (4.10)
¢o podobne dosadime do (4.3) a dostaneme
ax+x=1-a, (4.11)
teda
(a+1)x=1-a. (4.12)
Pripad a = -1 je trividlny a vedie na rovnicu 0 = 2, ¢o nema rieSenie. V pripade, ze a # —1, m6Zeme rovnicu
predelit zatvorkou z lavej strany a dostaneme
l-a
= , (4.13)
a+1

Stale pozadujeme, aby x < 0, teda aby bol podiel zaporny, ¢o znamend, ze zaporny musi byt bud citatel, alebo
menovatel. To vedie na moznostia > 1 alebo a < —1. Uz ndm zostava len vyjadrit y, na ¢o pouzijeme prvua rovnicu
zo zadania a dostavame

l-a (a+1)-a(l-a) 1+a
a+rl a+1 Ca+1’

y=l-ax=1-a (4.14)

¢o mdzeme prepisat na

l-a 1+a?
2 a) (4.15)

(6y) = (a+1’ a+1
prea € (—oo,—1) U (1,00) ax < 0. Teda pre danti hodnotu a je rieSenim jeden bod. Zdroven si vieme v$imnut,
ze pre a = 1 dostaneme rie$enie (0, 1), ¢o je rovnaké ako dostdvame pre x > 0 a a = 1, takZe rieSenie nezdvisi od
toho, ¢i ulohu riesime na intervaloch x < 0 a x > 0 alebo x < 0 a x > 0. Pocas rieSenia sme zdroven zistili, Ze pre
parameter a = (—1,1) sustava nema rie$enie.

1.5 Koberec Mraz Signalizuje

Zadanie.

V KMSku byva v zime zimka, a teda bolo treba vyriesit tento problém. Okrem diek sa kiipil aj krdsny novy koberec,
ktory vyzeral sta obrdzok z ucebnice geometrie. Samozrejme, vediici nemohli tento koberec nechat len tak a rozhodli
sa z neho spravit skutocnii tilohu.
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<SPR| = 105°, | <SQR| = 75° a | < QRS| = 70°. Taktiez plati,

Koberec v tvare stvoruholnika PQRS, pre ktory plati, Ze
Ze strany QR a PS sti rovnako dlhé. Urcte | < PRS|.

Rie$enie. opravuju Ifo (michal.ilkovic@trojsten.sk) a Filip Findorak (filip.findorak@trojsten.sk)

Vieme dopocitat treti uhol v trojuholniku AQRS. |<RSQ| = 180° — | <SQR| - | < QRS| = 180° — 75° — 70° = 35°.
Teraz aplikujeme sinusovt vetu na trojuholnik A QRS a vyjadrime pomocou nej sin(] < RSQ|):
|QR|

= sin(|<RSQ|) = IRS| sin(| <SQR|). (5.1)

RS |QR|
sin(|<SQR|)  sin(|<RSQ)|)

Rovnako aplikujeme sinusovt vetu na trojuholnik A PRS a vyjadrime pomocou nej sin(| < PRS|):

|PS|

= sin(|<PRS|) = IRS| sin(|<SPR|). (5.2)
Teraz si v§imneme, Ze pravé strany rovnic 5.1 a 5.2 sa rovnaju, lebo zo zadania |QR| = |PS| a sin(|<SQR|) =
sin(75°) = sin(180°-75°) = sin(105°) = sin(| < SPR|). TakZe sa rovnaju aj lavé strany: sin(|< PRS|) = sin(| <RSQ))
sin(35°). Tato rovnica ma na intervale (0°,180°) dve rieenia. |< PRS| = 35°, alebo | < PRS| = 145°. Druhd moz-
nost nastat nemoze, pretoze trojuholnik A PRS nemoéze mat dva tupé uhly. Jediné rieSenie je teda | < PRS| = 35°.

[RS| ~ |PS|
sin(| <SPR|)  sin(|<PRS))

Iné riesenie. Vela riesitelov postupovalo podla prvého riesenia, ktoré nevyzaduje znalost toho, ako obrazok zo za-
dania spravne skonstruovat. To vo vSeobecnosti nebolo v tlohe potrebné vediet, ale spravny obrazok nam casto
pomoze rychlejsie uvidiet dolezité vztahy v tlohe. Navyse sa spravnou konstrukciou obrazku mézeme vyvarovat
jednej velmi castej chybe a tou je viacero moznych konfiguracii.

Najprv vieme skonstruovat trojuholnik AQRS s uhlami 75°,70°, 35°. Dalej skonstruujeme bod P, ktory je uréeny
dvomi vlastnostami. Bod P sa pozerd na tsecku RS pod uhlom 105° a zaroven je od S vzdialeny |QR|.

Skonstruujme mnozinu g vetkych bodov, ktoré sa na tsecku RS pozeraju pod uhlom 105°. Z vlastnosti obvodo-
vych uhlov vieme, Ze tdto mnozina bude vyzerat ako zjednotenie dvoch kruznicovych oblukov. Ako si mézeme
v$imnut, v zadani chyba ¢asta podmienka pre konvexnost stvoruholnika PQRS, takze body Q a P sa mozu nacha-
dzat aj v opacnych polrovinach vzhladom na priamku RS.

Jeden zo spominanych kruznicovych oblikov bude ¢astou kruznice opisanej AQRS. Druhy je len jeho obraz
v osovej simernosti podla RS. Dalej skonstruujme mnozinu (kruznicu) k vietkych bodov, ktoré su vzdialené
od S na vzdialenost |QR|. To vieme spravit doplnenim AQRS do rovnobeznika QRSX a narysovanim kruznice
so stredom v S a polomerom |SX|. Bod P musi lezat v prieniku g a k, md teda dve mozné polohy (polohu v opacnej
polrovine ako Q vzhladom na RS ozna¢ime P’).
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Skutoé¢ne vidime, Ze $tvoruholnik P’QRS je nekonvexny (podstatné je poradie pismenok). Vdaka | < SQR|+|<RP'S| =
180° vieme, Ze P', Q, R, Slezi na kruznici. KedZe dalej vieme, Ze |QR| = |PS|, nutne je to rovnoramenny lichobeznik.
Uhol | < P'RS| uz dopotitame jednoducho: |< P'RS| = |< P'RQ| — | < SRQ| = |« RP'S| — | <« QRS| = 105° — 70° = 35°.

< P'RS| = | < PRS| = 35°. TakZe bez ohladu na polohu

Vidime, Ze Pa P’ st vzéjomné obrazy vzhladom na RS, takze
bodu P vyjde velkost < PRS rovnaka.

Poznamka. Skuste si premysliet, preco prvé riesenie stale funguje, aj ked by bol PQRS nekonvexny. Zaroven je
z druhého rieSenia zrejmé vidiet, preco uvazovat priesecnik PR a QS a aplikovat sinusovu vetu na trojuholniky,
ktoré ho maju za vrchol, moze byt nebezpecné.

1.6 Koncentrovane Mumakujeme Stenu

Zadanie.

Veduici si vsimli, Ze miestnost je velmi smutnd s Cisto bielymi stenami, a tak sa rozhodli ju pekne-krdsne vytapetovat.
Na internete si vyhladali ,,matematické tapety pre matematickych fanatikov na tému matematiky a kupili prvy vy-
sledok. Hned, ako im tapety dosli, si vsak uvedomili chybu. Mali si lepsie pozriet, ¢o na tych tapetdch vobec je, lebo
na kazdej rolke bol iba jedna a td istd tiloha, ¢o by velmi miestnost nerozveselilo a iba by ju zmonoténnilo. Ale tak,
ked uz existuje tiloha, malo by existovat aj riesenie, rozhodli sa to teda prepocitat.

Urcite, pre ktoré prirodzené ¢isla n md rovnica

1 1 1
x_% + x_ﬁ +oe x_ﬁ =1
riesenie v obore kladnych celych Cisel.
Rie$enie. opravujui Samo (samuel.sandor@trojsten.sk) a Oski (oskar.hritz@trojsten.sk)

Najprv sa pri takychto tlohach hodi zamysliet nad jednoduchymi pripadmi, teda pre malé n. Pre n = 1 dostaneme
zjavne rieSenie x; = 1. Dalej si uvedomme, ze kazdy zo zlomkov pre [ubovolné  je nejaké kladné ¢&islo.
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@@@ Riesenia 1. kola zimnej Casti

Pre n = 2 vidime, Ze ani jedno z x; a x, nemoze byt rovné 1, lebo by celd Iava strana bola vicsia ako jedna. Pokial

st viak obidve x;, x, aspon 2, potom x} a x3 st obidve aspon 4 a teda , xiz st obidve najviac ;. Potom viak
1 2

1 1 1,1 _ 1 x -
x§+X§£ + 3 = 3, C0jespor.

_ . AN >y 7 ¥ . > v 1 1 1 1
Pre n = 3 analogicky nemdze byt Ziadne x; rovné 1, teda véetky musia byt aspon 2, ale potom etataSytt

-
-

2, o je opét spor.
Pre n = 4 mdzeme rovnakou uvahou dojst k rieseniu x; = x, = x3 = x4 = 2.

Pre n = 5 vidime, Ze najviac tri z x; mozu byt rovné 2 (ak by boli $tyri, potom by [ava strana bola vi¢sia ako jedna).
TaktieZ si vSimnime, Ze ak by najviac tri z x; boli rovné 2, potom sticet zvysnej dvojice je najviac § + § =  a teda

Iy > . o 1 1 1 1 1 _ 3 2 35 v . . v/ S
dokopy by bol sucet Iavej strany by bol najviac ; + ; + 7+ 5 +5 = 3 + 5 = 32 ¢o je menej ako 1, ¢im sme prisli
k sporu, teda pre n = 5 neexistuje rieSenie.

Pre n = 6 vidime, ze pokial budd tri z x; rovné 2, potom potrebujeme, aby zvy$né tri zlomky davali v sucte jednu
Stvrtinu. Po istom skugani vieme dospiet k rieSeniu § + 1+ 1+ 5 + 5+ - = 1.

Pre n = 7 opét analogicky, ak budu tri z x; rovné 2, potom potrebujeme, aby zvys$né styri zlomky davali v sucte
jednu Stvrtinu. Tu nas moéze napadnut velmi elegatny spdsob ako to urobit — ked sa zamyslime, zistime, Ze ak to
prenasobime $tvorkou, hladame vlastne $tyri zlomky ktorych stcet je 1, ¢o zjavne vieme dosiahnut tak, ze kazdy
z nich bude rovny }, teda ak potrebujeme $tyri zZlomky so sti¢tom jednej tvrtiny, vieme to zabezpeit tak, Ze kazdy
z nich bude rovny .

Tato uvaha sa da dobre zovSeobecnit algebraicky, ak si uvedomime, Ze plati

1 1 1 1 1 1 1 1 1 4

t—t—+— = + + + = .
K 4 4xr 4x 4 (2x)2 0 (2x)2 (2x)2 (2x)?  (2x)?

Teda lubovolny zo zlomkov vieme takto nahradit styrmi zlomkami, ktoré budu mat stale druhé mocniny kladnych
celych ¢isel v menovateloch. Tymto sposobom tak vieme navysit pocet zlomkov na lavej strane o 3, teda pokial
existuje taka n-tica xy, ..., x, pre nejaké n, tak urcite existuje aj pre n + 3.

Nakolko sme uz nasli konstrukciu pre zvysok 1 po deleni 3 vieme tymto postupom' vyrobit vietky vacsie n so zvys-
kom 1 po deleni 3.

Rovnako sme uz na$li konstrukciu pre zvysok 0 po deleni 3 (pre n = 6), teda opat sme pokryli vSetky takéto cisla,
ktoré su aspon 6.

Uz nam ostava len vysporiadat sa so zvy$skom 2 po deleni 3. Uz sme ukazali, Ze konstrukcie neexistuju pre n = 2, ani

pre n = 5, dal§im kandidatom je n = 8. Tu vieme pouzit rovnaké pozorovanie ako pri n = 6, teda ze 5 + 3 + 3= = ;.

To mo6zeme aplikovat dvakrat a nasledne k tomu este pridat dve $tvrtiny, ¢im budeme mat osem zlomkov, teda
/ ¥ T | 1 1 1 1 1 1 1 _
mdme konStrukciu ; + ; + g+ g+ 5+g+ 3+ 35 =1

Dokopy sme tak ukazali, ze taku n-ticu x, ..., x,, vieme najst pre vSetky kladné celé n okrem 2,3 a 5.

!Celkovy postup sa nazyva matematickd indukcia, a tvorenie novych rieseni je nd$ indukcny krok. Podrobnejsie vysvetlenie najdete
napriklad na https://prase.cz/library/IndukceVH/IndukceVH. pdf.
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1.7 Katastrofalnu Monotoniu Skantrime

Zadanie.

Monoténne tapety vediicich riadne zarmutili. Nastastie viak nasli alternativu! Co md ¢&isla a je to farebné? Predsa
hracie karty! Ale povedali si, Ze predtym, nez ich nalepia na stenu, sa s nimi trocha pohraji.

Majme balicek kariet, double-decker bez Zolikov’. Oznacéme skupinou mnozinu kariet velkosti aspoti 3, ktorej karty
spltiajui jednu z nasledujiicich podmienok

1. vietky karty maju rovnaké cisla a po dvojiciach rézne farby,

2. vsetky karty majii rovnaku farbu, no hodnoty kariet tvoria postupnost a,a+1,---,a+k, kde a a k sii celé kladné
¢isla.

Pomézte veducim zistit:

a Aky je najmensi pocet kariet n taky, Ze lubovolnych n kariet vieme rozdelit do skupin? Berieme, Ze karta
s hodnotou 1, takz. eso, moZe ist iba na zaciatok.

b Aky je najmensi pocet kariet n taky, ze lubovolnych n kariet vieme rozdelit do skupin, v pripade, Ze k danému
poctu n kariet priddme jedného Zolika? Zolik moze v skupine reprezentovat lubovolnii kartu.

Riesenie. opravuje BaskaN (barbora.novosadova@trojsten.sk)

Najskor ukazeme, Ze rieSenie podulohy a je n = 100, teda pre n < 99 kariet existuje taka n-tica, ktora sa neda
rozdelit do skupin, a pre n = 100 Ziadna taka n-tica neexistuje.

Najskor teda najdeme 99-ticu, ktora nam to kazi. Z nasho kompletného 104-kartového balika odoberme obe 29,
obe 1¢ a jednu 1s. Zostali nam obe 19, z ktorych ani jedna nemdze ist do skupiny typu 2 (tzv. postupky), kedze
chybaju prislusné 2ky. Obe teda musia ist do skupiny typu 1 (tzv. tercky). AvSak nemdzu byt obe v rovnakej tercke,
a zaroven nemame dost jednotiek na to, aby sme zostavili dve kompletné tercky. Takze jedna 19 sa neda zaradit
do ziadnej skupiny, a teda n = 99 nevyhovuje. Pre 2 < n < 99 potom vzdy existuje n-tica, ktora vynechava tieto
(plus este dalsie) karty a zaroven ponechdva obe 19, a pre takéto n-tice aspon jedna 19 zostava nezaradend, takze
ani Ziadne mensie n nevyhovuje (n = 1 zjavne nejde).

4

Preco to pre 100 kariet uz ide? Rozdelme si vSetkych 104 kariet na tercky, teda pre kazdé ¢islo mame dve $tvorice
navzajom roznych kariet. Pozrime sa na to, akymi vSetkymi sposobmi mdzeme odobrat 4 karty:

Z kazdého cisla chybaju najviac 2 karty: pokial z kazdej $tvorice chyba najviac 1, nemusime nic riesit, lebo stale
mame platné trojice. Pokial by obe chybajutce karty boli z jednej $tvorice, jednoducho k zvysnej dvojici prehodime
jednu kartu z druhej prislusnej stvorice (takd, ktora v tej dvojici nie je).

Z niektorého cisla chybaju 3 karty, pricom su vSetky rdzne: zostalo nam teda 5 kariet, pricom v tejto pitici je
jedna dvojica rovnakych kariet. Jednu z tej dvojice pouzijeme do postupky a zvysné $tyri vytvoria tercku. Nech je
k ¢islo, z ktorého chybaju 3 karty. Kedze chyba uz len 1 dalsia karta, urcite v baliku zostalo aspon po jednej karte
s hodnotami k + 1, k — 1, v znaku, v ktorom potrebujeme spravit postupku (resp. k+1, k+2prek=1ak-1,k-2
pre k = 13). Zaroven nam to ostatné ¢iselné skupiny nepokazi, lebo po vytvoreni postupky budu z kazdej dalsej
skupiny chybat najviac 2 karty (jedna pouzitd v postupke a jedna $tvrta odobrata karta).

*Bali¢ek kariet 4 roznych farieb. Z kazdej farby je 13 roznych kariet s hodnotami 1 az 13. Kazd4 karta sa tam nachadza dvakrat.
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Z niektorého cisla chybaju 3 karty, pricom dve z nich si rovnaké: teraz zo zvys$nych 5 kariet vytvorime najviac
trojicu, kedze mame dve dvojice opakujucich sa kariet. Dve karty teda musia patrit do postupky. Nech je k ¢islo,
zktorého chybaju 3 karty, a bez ujmy na v§eobecnosti nech st k©, k¢ dve dvojice opakujucich sa kariet v tomto cisle.
KedZe chyba uz len 1 dal$ia karta, urcite v baliku zostalo aspon po jednej karte s hodnotami k+1, k+2, k-1, k-2
v oboch znakoch ©, ¢ (resp. k+ 1, k+ 2 prek =1,2ak -1,k — 2 pre k = 13,12). MoZeme teda vytvorit postupku
sposobom “dalej od kraja’, teda pre k < 7 vezmem postupky k, k+1, k+2, pre k > 7 vezmem postupky k, k-1, k2.
Pokial by teraz v niektorom ¢isle k + 1, k + 2 chybali spolu so $tvrtou chybajucou kartou 3 karty, opat mozeme dve
karty zaradit do postupiek v rovnakom smere ako predtym (kedZe v smere "dalej od kraja” su urcite este aspon 2
karty rovnakého znaku). Zo vsetkych ostatnych ¢isel potom uz budd chybat nanajvys dve karty, a uz vieme, ze
vtedy idu karty kazdého ¢isla rozdelit na tercky, teda takto vieme rozdelit vsetky karty.

Z niektorého cisla chybaju 4 karty: jednoduchym rieSenim je zmenit vsetky ostatné skupiny na postupky od
1 po 13, pri¢om $tyri z nich s chybajucimi kartami rozdelené na dve podpostupky. Pokial su chybajuce karty
napr. dvojky, a teda jednotky sa nedaju zaradit do postupiek, tieto jednoducho ponechame v $tvoriciach. To isté
plati, ak chybaju trojky (kedy v $tvoriciach ponechdme jednotky a dvojky), jedenastky (ponechame dvanastky
a trinastky) alebo dvanastky (ponechame trinastky).

To st v8etky moznosti. Hocijako teda odoberieme 4 karty z 104-kartového balicka, zvy$nych 100 budeme vediet
rozdelit do platnych skupin. Riesenim podulohy a je teda n = 100.

A teraz ukazeme, Ze rieSenie podulohy b je n = 99. Urdite plati, Ze kazda 99-tica plus Zolik sa da rozdelit —
z podulohy a totiz vieme, Ze kazda 100-tica bez zolika sa da rozdelit, teda staci, aby Zolik reprezentoval fubovolnu
vynechanu kartu. Staci nam teda ukazat, Ze n = 98 ani zZiadne mensie n nevyhovuje.

Zoberme si 98-ticu, v ktorej sme vynechali obe 1<, obe 14, a obe 20. Vieme si teraz v§imnut, Ze ani jednu 19
nevieme bez pouzitia Zolika zaradit ani do postupky (na to treba 20), ani do tercky (mame len dve rozne farby
jednotiek). Zaroven ale nemo6zu obe 19 byt v tej istej skupine, a Zolik je len v jednej skupine, teda aspon jedna
19 ostane nezaradend. Teda n = 98 nevyhovuje, pre 2 < n < 98 vieme podobne ako v podulohe a len vynechavat
dalsie karty, ktoré nie su 10, a n = 1 zjavne nejde. Teda naozaj n = 98 ani ni¢ mensie nevyhovuje. RieSenim
podulohy b je teda n = 99.

1.8 Kruzidlom Malujeme Srafy

Zadanie. Popri upratovani si vediici uvedomili, Ze majii omnoho viac rysovacich pomdcok nez treba. A tak Ilo zobral
kruzidlo a zacal nim robit kruznice. A potom dalsie. A dalsSie. AZ kym nevyskiisal vietky kruzidld. Ndsledne zobral
aj pravitka a zacal rysovat priamky. Dosli mu vsak papiere, a tak mnohé priamky presli do kruznic. Vtom mu vzkrsol
v hlave ndpad.

Danad je kruznica g so stredom O a polomerom r. Nech AB je nemenny priemer kruznice g. Nech K je pevny bod
usecky AO. Oznacme t dotycnicu ku kruznici g v bode A. Pre lubovolnii tetivu CD (réznu od AB) prechddzajiicu
bodom K oznacme P, Q postupne priesecniky priamok BC, BD s dotycnicou t.

Dokdzte, ze sucin |AP| - |AQ| ostdva konstantny pri lubovolnej volbe tetivy CD.
Riesenie. opravuje Mi$o M. (michal.molnar@trojsten.sk)

Aj ked otdzka na sicin |AP|- |AQ| moZe skusenejsich riesitelov nabédat na pouzitie mocnosti, na tto ulohu hravo
postacia podobnosti trojuholnikov a obvodové uhly. Pred zacatim riesenia si este uvedomme, ze iba body A, B, K'su
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zadané pevne’, vSetko ostatné zalezi na volbe tetivy CD. V idedlnom pripade teda chceme vyjadrit sadin |AP|-|AQ|
len pomocou vzdialenosti tychto troch bodov.

Za¢nime s bodmi A a B. Kedze AB je priemer kruznice g a priamka PQ je jej doty¢nica v bode A, uhly < PAB
a <QAB su pravé. Kruznica g je navyse Talesova nad priemerom AB, takze aj uhly <ACB a <ADB su pravé.
Mozeme si vSimnut, Ze tsecky AC a AD su vlastne vyskami na preponu v pravouhlych trojuholnikoch PAB a QAB.
Na tuto situaciu pozname zo $koly vela vzoréekov pre dizky (Pytagorova veta, Euklidove vety, ...), my sa viak
obmedzime len na podobnosti trojuholnikov.

N

V trojuholniku PAB teda plati
PAB ~ PCA ~ ACB
a v trojuholniku QAB analogicky
QAB ~ QDA ~ ADB.

Teraz by sme vedeli napisat vela r6znych pomerov, ktoré pre strany tychto trojuholnikov platia. Zatial vSak po-
ckame na to, o nam prinesie bod K, aby sme sa potom v tom mnozstve vyrazov nestratili.

N

/Q< D

*Este bod O, ten ndm vsak ako stred usecky AB neposkytne novi informdciu.
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V bode K sa pretinaju dve tetivy kruznice g. Vdaka obvodovym uhlom mame

| <ACK| = |<KBD| a |< CAK]| = | <KDB|,

z ¢oho dostaneme podobnost trojuholnikov ACK ~ DBK. Analogicky vieme odvodit aj ADK ~ CBK.

Nez prejdeme k vyjadrovaniu pomerov, zamyslime sa nad tym, ktoré z nich by nam mohli byt osozné. V troju-
holnikoch vyssie sa bod K nenachadza, takze na to, aby sme mohli nas pomer niekam dosadit, potrebujeme, aby
obsahoval jednu z tseciek, ktoré nekoncia vbode K, konkrétne teda AD, BD, BC alebo AC. Napriklad z podobnosti
ACK ~ DBK vieme dostat

|AC| |CK| |AK]

IBD| ~ |BK|  |DK|’

z podobnosti ADK ~ CBK zas
|AD| |AK| |DK]
IBC|  |CK|  |BK|’

Vsimnime si, ze vynasobenim dvojice prostrednych (resp. dvojice poslednych) zlomkov dostaneme vyraz %,
ktory nezalezi na volbe bodov C a D. To by sa nam v rieseni mohlo hodit. Cely vztah ziskany vynasobenim prvej

a druhej rovnice je
|AC|-|AD| _|AK]
IBC|-|BD| ~ [BK|’

Vréatme sa teraz k nagim pravouhlym trojuholnikom. Use¢ky AC a BC st obe v trojuholniku PAB, vztah AD a BD
vieme zas vypozorovat z trojuholnika QAB. Konkrétne z podobnosti PCA ~ ACB dostaneme

|AC] _ |AP|

IBC| ~ |AB|
a z podobnosti QDA ~ ADB mame

AD| _ |Q)

|BD|  |AB|

Vynasobenim vyslednych rovnic dostaneme

|AP[-]AQ| _ |AC|-]AD| _ |AK]
|ABJ? |BC|-|BD| |BK|’

pri¢om druhd rovnost sme odvodili vyssie. Teraz ndm uz len staci vynasobit tato rovnost vyrazom |AB|? a dosta-
neme
4Pl 4l = a4
|BK]

KedZe hodnota na pravej strane nezalezi na volbe tetivy CD, nezalezi na nej ani [ava strana, ¢o sme chceli dokazat.
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1.9 Kyzeny Milovany Spanok

Zadanie. Baska bola po tom dlhom upratovani a renovovani riadne unavend, a tak si lahla na gau¢. Neuvedo-
mila si vSak, Ze sa jej telo unavilo natolko, Ze ochorela, a pocas spdanku mala podivuhodny horiickovy sen naplneny
matematikou...

Dané sii rozne kladné celé ¢isla x, y a kladné celé Cislo n, pre ktoré plati x + y | x*" + y*". Ukdzte, Ze (x — y)*" > xy.
Riesenie. opravuje Petr (petr.velycko@trojsten.sk)

Zopar poznamok na zaliatok, najvacsieho spolo¢ného delitela x,y budeme znacit ged(x, y), a budeme pérkrat
vyuzivat vlastnost k | | = k<.

Zac¢nime pozorovanim, ktoré sa tyka delitelnosti x + y. Jazykom moduldrnej aritmetiky by sme povedali, Ze plati
0= (x+y)(x® 1 =x2 2y + x203y2 — =21 = x21 4 921 = 521 4+ (—x)?" = 2x2" (mod x + y). Plati teda

x+y| 22" (9.1)

Nech g = ged(x,y) a a,b su nesidelitelné celé ¢isla také, 7e x = ga, y = gb. Dosadenim do (9.1) dostdvame
gla+Db)|2¢a*, atedaa+ b |2g*1a?". Z vlastnosti najvacsieho spolo¢ného delitela mdme, ze ged(a + b,a) =
ged(a,b) =1, teda aj gcd(a + b,a?") = 1, teda plati a + b | 2¢°"~!. Po spdtnom vyndsobeni g dostaneme

x+y| 28"
Zo spominanej vlastnosti delitelnosti kladnych celych ¢isel teda plati

x+y <28 (9.2)

(

< .o . . AG °2)
Dalej z AG nerovnosti (je ostrd, lebo x # y) mame 2, /Xy < x+y < 2g¢*", teda

xy < g™ (9.3)

Kedze g := ged(x,y) < |x — y| (lebo plati aj x # y,aj ¢ | x, aj g | y, teda g | |x — y|), nerovnost (9.3) moézeme dalej
upravit do pozadovaného tvaru

|4n 4n Iﬁirne (X _y)4n’

xy<g"<|x-y

¢o bolo treba dokazat.

1.10 Kone¢ne Mame Srandu

Zadanie.

Po ndrocnej prdci bolo nové KMS-ko dokoncené. Nehybnd skrina stdle zavadzala v strede miestnosti, chobotnicky
si krdasne nazivali v akvdrku a steny boli vytapetované. Uz len ostdvalo zahrat si na oslavenie nejakii peknii kartovii
hru.

Mdme balilek kariet ocislovanych od 1 po N, ktoré sii na zaciatku usporiadané v lubovolnom poradi naukladané na
sebe. Definujme velku vymenu ako nasledujiici postup pozostavajiici z N krokov:
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o Vymenime Cast balicka, ktord sa nachddza nad kartou 1, s ¢astou, ktord sa nachddza pod kartou 1;

o Nasledne vymenime Cast balicka nad kartou 2 s castou pod kartou 2;

o Takto pokracujeme dalej, aZ nakoniec vymenime cast balicka nad kartou N s ¢astou pod kartou N.

Ak je jedna z Casti, ktoré vymiename, prazdna, vymena zodpovedd jednoduchému presunu neprdazdnej casti na spo-
dok balicka alebo naopak. Ukdzte, Ze vykonanie N + 1 po sebe nasledujiicich velkych vymen vZdy vrati balicek do
jeho povodného usporiadania.

Rie$enie. opravuju MatejB (matej.bachnicek@trojsten.sk) a MatasP (matus.pokorny@trojsten.sk)
Pre N = 1 sa zjavne nikdy nemeni ni¢, teda tvrdenie plati. Dalej predpokladajme N > 1.

Nech mald vymena pre kartu k je vymena casti balicku nad kartou k a casti balicku pod kartou k. Jedna velka
vymena teda pozostava z n malych vymen postupne pre karty 1,2, ..., N v tomto poradi.

Podme zistit, ¢o vlastne spravi jedna mala vymena. Vieme, ze z balicku A, k, B, kde A a B st [ubovolne dlhé aseky
kariet (moZzu byt aj prazdne) a k je karta, pre ktoru robime vymenu, dostaneme B, k, A. Vidime teda, Ze prva karta
pod k (ak nejaka je) sa dostala na vrch bali¢ku, vrchna karta balicku sa dostala hned pod kartu k, posledna nad k
sa dostala na koniec a posledna celkovo hned nad k. Inak sa v zdsade ni¢ nezmenilo — tseky A a B stale obsahuju
tie isté karty, ¢o predtym, v tom istom poradi.

Neformalne teda vieme odpozorovat, ze karta k a okraje balicku si v istom zmysle vymenili tlohy; pred malou
vymenou bol nad A a pod B okraj balicku, po malej vymene je nad A a pod B karta k (a naopak).

Skusme toto pozorovanie sformalizovat. Predstavme si fiktivnu kartu 0, ktora sa v [lubovolnom momente nachadza
hned nad vrchnou kartou a zaroven hned pod spodnou kartou; z balicku sme teda spravili kruh. Potom tento kruh
jednoznacne urcuje usporiadanie kariet, a dva takéto kruhy, ktoré sa lisia len otocenim, urcuju to isté usporiadanie
— prvakarta je totiz urcite ta, ¢o nasleduje po karte 0, druhd nasleduje po prvej, tretia po druhej, a tak dalej. Pritom
ale plati, Ze ak mal kruh pred malou vymenou tvar 0, A, k, B, kde 0 je tato fiktivna karta, k je karta, pre ktort robime
vymenu, a A, B st [ubovolne dlhé useky kariet (mozu byt aj prazdne), tak po malej vymene dostaneme kruh v tvare
0,B,k, A. To je ale ten isty kruh ako k, A, 0, B, len otoceny (na ¢om nezalezi). A ten saod 0, A, k, Blisi len v tom, ze
sme vymenili karty 0 a k. Mala vymena okolo k je teda v tejto kruhovej reprezentacii len vymenenie kariet 0 a k.

Teraz sa pozrime na to, ¢o v kruhovej reprezentacii spravi velkd vymena. Najskor sa udeje mala vymena pre kartu
1, teda sa vymenia karty 0 a 1. Na mieste, kde povodne bola 0, je teda teraz 1, a 0 sa nachadza na pévodnom mieste
karty 1. Nasledne po malej vymene pre kartu 2 sa na mieste, kde pévodne bola karta 1, teraz nachadza karta 2
(lebo tam bola predtym 0) a 0 sa nachddza na pévodnom mieste karty 2.

Vieme si teda v§imnut, a nasledne lahko indukciou dokazat, Ze po prvych k krokoch velkej vymeny sa karty
1,2,...,k ocitnu v tomto poradi na povodnych miestach kariet 0,1,...,k — 1 a 0 sa ocitne na pé6vodnom mieste
karty k. Po celej velkej vymene je teda na pdvodnom mieste karty 0 karta 1, na p6vodnom mieste karty 1 karta 2,
atd., a na povodnom mieste karty N je karta 0. Cislo na kazdom mieste sa teda zvysilo o 1 modulo N + 1.

No a teda po N + 1 velkych vymenach sa ¢islo na kazdom mieste zvysilo o N + 1 modulo N + 1, teda je rovnaké
ako na zaciatku, a teda cely kruh aj celé usporiadanie balicku st rovnaké ako na zaciatku.

Dokazali sme, Ze po N + 1 velkych vymendch sa balicek vzdy vrati do pé6vodného usporiadania.
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