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Trojsten

KMS, FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava

Zadania 1. kola zimnej Casti
Termin odoslania 28. 9. 2026
V pripade otdzok k zadaniam nas nevahajte kontaktovat na kms@kns. sk.

1.1 Komunalne Musime Spratovat level L1, max. 7 bodov

Ked sa veduci pozerali na KMS miestnost, uvedomili si, Ze uz by bolo na case, aby ju zrenovovali. Lenze pred
renovaciou ju treba riadne upratat. Podarilo sa im uz vypratat z miestnosti takmer vsetko, avsak v strede zostala
skrina, ktorou nie a nie pohnut. Rozhodli sa teda, Ze nejak sa to poupratuje aj napriek skrini.

Oski dostal za tlohu povysavat KMS miestnost, ktora ma v strede nehybnu skrinu. Ked sa na miestnost pozrel
zhora, skrifia mala tvar obdlznika, so stranami dlhymi 10 decimetrov a 4 decimetre. Vysdva¢ mal zapojeny do
zasuvky priamo pri rohu skrine na zemi. Kabel, ktorym je vysavac zapojeny, je dlhy 8 decimetrov. Aku velka
plochu miestnosti vie Oski povysavat? Steny miestnosti su dostatocne daleko, aby neprekazali vysavacu.

1.2 Kompetetivnost Ma Smrnc levely L1 az L2, max. 7 bodov

Pred renovaciou treba upratat aj riad. Problém vsak je, Ze vietok riad je $pinavy a zo vSetkych upratovacich prac
je umyvanie riadu ta najmenej ziadana. Veduci sa snazia dohodnut, kto to teda vSetko umyje, a vtom pride do
miestnosti DenYs, ktorému sa uz vobec nechce upratovat a tak navrhne, nech si zahrajt turnaj v BF (bottle flip)
o to, kto ich bude umyvat.

Turnaj sa skladal zo zapasov. V kazdom zapase hrali dvaja veduci proti sebe. Ak veduci vyhral, ziskal 3 body,
ak remizoval, ziskal 1 bod, a ak prehral, neziskal Ziadne body. Turnaj vyhrava ten veduci, ktory ma najviac bodov.
Veduci v tomto turnaji hrali zdpas kazdy s kazdym prave raz. Vieme, ze ked turnaj skoncil, vyhral ho prave jeden
veduci a ten mal v zapasoch aspon tolko prehier ako vyhier. Aky je najmensi pocet veducich, ktori mohli hrat
tento turnaj? Pre dany pocet ukazte, preco by ich nemohlo byt mene;j.

1.3 Korektné MnozZstvo Subjektov levely L1 az L3, max. 7 bodov

Po neskuto¢ne dlhom presvied¢ani sa konecne podarilo presvedcit nadpolovi¢nua vacsinu veducich, ze KMS miest-
nost potrebuje aj nejaké domace zvieratko. Kedze Nata mala vo zverimexe zlavu na chobotnice, rozhodla sa, ze
sa nakupia chobotnice.

Nakupené chobotnice maju bud 8, alebo 7 chapadiel. Nata dala zvysnym vedticim hadanku: Aky je pocet 8-
chapadlovych a pocet 7-chapadlovych chobotnic ak ich stcet chapadiel je N? Pre aké najmensie N vedtci nevedia
jednoznacne zistit pocet 8-chapadlovych a pocet 7-chapadlovych chobotnic, ak vedia, ze z oboch typov kuapila
aspon jednu chobotnicu? Vysvetlite, preco to nie je mozné pre zZiadne mensie ¢islo.
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1.4 Kde Mam Siet? levely L1 a7 L4, max. 7 bodov

Stucastou renovacie sa stalo aj vylepSenie bezpecnosti siete WiFi. Namiesto toho, aby ¢lovek zadal jedno heslo,
ktoré si najde na papieriku pri navsteve miestnosti, sa vytvoril novy systém, kde najskor musi ¢lovek dokazat, ze
je hodny byt veducim KMS-ka. Miso sa akurat dostavil na renova¢né prace, ale akurat abstinuje od ratania pre
naroc¢né skuskové obdobie.

Kazdy mesiac sa meni v KMS miestnosti heslo k WiFi. Na to, aby sa Miso mohol pripojit na siet, musi vzdy
vypocitat sustavu rovnic pre realne ¢isla x a y. Kazdy mesiac su vSak podobné a jediné, ¢o sa v tejto sustave meni,
je realny parameter a. Sustava rovnic vyzera vSeobecne takto:

ax+y=1
H+y=a

Mis$o nechce kazdy mesiac znova prepocitavat celt rovnicu. Ako vyzera riesenie tejto sustavy rovnic vzhladom na
parameter a, ktory sa meni na zac¢iatku mesiaca?

1.5 Koberec Mraz Signalizuje levely L1 az L5, max. 7 bodov

V KMSku byva v zime zimka, a teda bolo treba vyriesit tento problém. Okrem diek sa kupil aj krasny novy ko-
berec, ktory vyzeral sta obrazok z ucebnice geometrie. Samozrejme, vedici nemohli tento koberec nechat len tak
a rozhodli sa z neho spravit skuto¢nu tlohu.

Koberec v tvare $tvoruholnika PQRS, pre ktory plati, Ze | < SPR| = 105°, | <SQR| = 75° a | < QRS| = 70°. Taktiez
plati, Ze strany QR a PS st rovnako dlhé. Uréte | < PRS|.

1.6 Koncentrovane Mumakujeme Stenu levely L1 az L5, max. 7 bodov

Veduci si vS§imli, ze miestnost je velmi smutna s ¢isto bielymi stenami, a tak sa rozhodli ju pekne-krasne vytape-
tovat. Na internete si vyhladali ,,matematické tapety pre matematickych fanatikov na tému matematiky“ a kapili
prvy vysledok. Hned, ako im tapety dosli, si vak uvedomili chybu. Mali silepsie pozriet, ¢o na tych tapetach vobec
je, lebo na kazdej rolke bol iba jedna a ta ista tloha, ¢o by velmi miestnost nerozveselilo a iba by ju zmonoténnilo.
Ale tak, ked uz existuje tloha, malo by existovat aj rieSenie, rozhodli sa to teda prepocitat.

Urdite, pre ktoré prirodzené ¢isla n ma rovnica

! + ! +-- 4+ L_ 1
X5 x5
rieSenie v obore kladnych celych ¢isel.
1.7 Katastrofalnu Monotoniu Skantrime levely L1 az L5, max. 7 bodov

Monoténne tapety vedtcich riadne zarmutili. Nastastie viak nasli alternativu! Co m4 &isla a je to farebné? Predsa
hracie karty! Ale povedali si, Ze predtym, nez ich nalepia na stenu, sa s nimi trocha pohraju.
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Majme bali¢ek kariet, double-decker bez Zolikov'. Ozna¢me skupinou mnozinu kariet velkosti aspon 3, ktorej
karty spliiajti jednu z nasledujicich podmienok
1. vSetky karty maju rovnaké ¢isla a po dvojiciach rozne farby,

2. vdetky karty maju rovnaku farbu, no hodnoty kariet tvoria postupnost a,a + 1,---,a + k, kde a a k su celé
kladné ¢isla.

Pomozte veducim zistit:
a AKky je najmensi pocet kariet n taky, Ze lubovolnych n kariet vieme rozdelit do skupin? Berieme, ze karta
s hodnotou 1, takz. eso, mdze ist iba na zaciatok.

b Aky je najmensi pocet kariet n taky, Ze fubovolnych n kariet vieme rozdelit do skupin, v pripade, ze k danému
poctu n kariet pridame jedného Zolika? Zolik moze v skupine reprezentovat fubovolnu kartu.

1.8 Kruzidlom Malujeme Srafy levely L1 az L5, max. 7 bodov

Popri upratovani si veduci uvedomili, Ze maji omnoho viac rysovacich pomdcok nez treba. A tak Ilo zobral
kruzidlo a zacal nim robit kruznice. A potom dalsie. A dal$ie. Az kym nevyskuasal vetky kruzidla. Nasledne
zobral aj pravitka a zacal rysovat priamky. Dosli mu vSak papiere, a tak mnohé priamky presli do kruznic. Vtom
mu vzkrsol v hlave napad.

Dana je kruznica g so stredom O a polomerom r. Nech AB je nemenny priemer kruznice g. Nech K je pevny bod
usecky AO. Ozna¢me t doty¢nicu ku kruznici g v bode A. Pre fubovolnu tetivu CD (réznu od AB) prechadzajucu
bodom K ozna¢me P, Q postupne priese¢niky priamok BC, BD s doty¢nicou t.

Dokazte, Ze stcin |AP| - |AQ| ostava konstantny pri lubovolnej volbe tetivy CD.

1.9 Kyzeny Milovany Spanok levely L4 a7 L5, max. 8 bodov
Bagka bola po tom dlhom upratovani a renovovani riadne unavend, a tak si lahla na gau¢. Neuvedomila si vsak, ze
sa jej telo unavilo natolko, Ze ochorela, a pocas spanku mala podivuhodny horuckovy sen naplneny matematikou...

Dané st rozne kladné celé ¢isla x, y a kladné celé &islo n, pre ktoré plati x + y | x2* + y*. UkdaZte, Ze (x — y)*" > xy.
y y y y y

1.10 Kone¢ne Mame Srandu levely L4 az L5, max. 10 bodov

Po naro¢nej praci bolo nové KMS-ko dokoncené. Nehybna skrina stale zavadzala v strede miestnosti, chobotnicky
si krasne nazivali v akvarku a steny boli vytapetované. Uz len ostavalo zahrat si na oslavenie nejaka peknu kartova
hru.

Mame balicek kariet ocislovanych od 1 po N, ktoré st na zaciatku usporiadané v lubovolnom poradi naukladané
na sebe. Definujme velkii vymenu ako nasledujuci postup pozostavajuci z N krokov:

« Vymenime cast balicka, ktord sa nachadza nad kartou 1, s ¢astou, ktord sa nachadza pod kartou 1;

« Nasledne vymenime cast balicka nad kartou 2 s ¢astou pod kartou 2;

!Balicek kariet 4 roznych farieb. Z kazdej farby je 13 roznych kariet s hodnotami 1 a7 13. Kazd4 karta je tam nachédza dvakrét.
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« Takto pokracujeme dalej, az nakoniec vymenime cast balicka nad kartou N s ¢astou pod kartou N.

Ak je jedna z casti, ktoré vymiename, prazdna, vymena zodpoveda jednoduchému presunu neprazdnej casti na
spodok balicka alebo naopak. Ukazte, Ze vykonanie N + 1 po sebe nasledujucich velkych vymen vzdy vrati balicek
do jeho povodného usporiadania.
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