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KMS, FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava

Zadania 2. kola zimnej Casti
Termin odoslania 26. 10. 2026
V pripade otdzok k zadaniam nas nevahajte kontaktovat na kms@kns. sk.

2.1 Kolko Musime Spravit? level L1, max. 7 bodov

Po tom, ¢o sa vedicim podarilo prerobit KMSko, si uvedomili, Ze ich rozpocet nebol pripraveny na takéto velké
minanie penazi. S velkou dierou v rozpocte sa rozhodli pobit tak, Ze vietci pdjdu na brigady. Denys a Kosta dostali
v banke na starost tabulky. To v$ak mali strasne rychlo hotové, tak si zacali vytvarat vlastné tabulky, aby nebolo
podozrivé, ze ni¢ nerobia.

Denys a Kosta zapisali do tabulky 5 x 5 prirodzené ¢isla 1,2, 3...25. Kazdé ¢islo napisali prave raz tak, Ze v kazdom
poli¢ku bolo prave jedno ¢islo a stéin &isel ziadneho riadka ani stlpca nebol delitelny ani 26, ani 34. Ukazte, ze
v tabulke existuje riadok alebo stlpec taky, Ze st¢in jeho ¢isiel je delitelny 221.

2.2 Komplikacie Medzi Susedmi levely L1 az L2, max. 7 bodov

Nate a Filip skon¢ili na poli. Vzali do rak motyky, ale zrazu prisiel sused pana, pre ktorého pracovali a krical na
nich, Ze ¢o robia na jeho pozemku! Zistili, Ze ich $éf a jeho sused sa uz roky hadajt o tom, ¢o komu patri. Rozhodli
sa vykreslit ich pozemky a vyriesit tento spor.

Majme obdlznik ABCD a bod P na strane AD tak, aby uhol BPC bol 90°. Kolmica z bodu A na stranu BP pretina
BP v bode M a kolmica z bodu D na stranu CP pretina CP v bode N. Ukézte, Ze stred obdlznika lezi na tsecke
MN.

2.3 Katastrofalny Mikroskopicky Svet levely L1 az L3, max. 7 bodov

Nati sa podarilo najst si brigddu v jednom laboratériu, kde ma za tlohu pocitat kvasinky. Najskor ju to velmi
nebavilo, ale ¢oskoro si uvedomila, ze sa to da vypocitat pomocou $ikovnej rekurzivnej postupnosti.

Majme rekurzivnu postupnost s prvymi ¢lenmi a; = 3 a a, = 1 a pre zvy$né cleny a,, kde n > 3, je definovana
predpisom

1+a,,
a, =

an—2
. Né.] dite suéin a1a,as...Adxye.

2.4 Knihy Maju Systém levely L1 az L4, max. 7 bodov

MisoM si nasiel pracu v antikvariate. Lenze hned prvy den, ¢o tam prisiel, zistil, Ze vSetky knihy sa vyskytli na
zemi. Nemohol knihy v$ak na policky poukladat len tak, kedZe majitel bol matfyzak a on si vymyslel systém.
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Nech x a y su kladné celé ¢isla, pricom x > y. V zavislosti od x a y vypocitajte pravdepodobnost, ze nahodne
zvoleny kladny delitel ¢isla 10* je celo¢iselnym nasobkom ¢isla 107.

2.5 Kusy Matného Skla levely L1 az L5, max. 7 bodov

Mati si nasiel brigadu v sklenarstve, kde musel rezat sklo do luxusnych okien. Majster sklenar bol v§ak velmi
pedantny a vyzadoval od neho, aby z obrovskych sklenenych platni vyrezaval $pecifické symetrické tvary. Mati
si pri pohlade na rozbité ¢repy zacal kratit ¢as tym, ze na nich hladal pekné vzory, az sa uplne zamyslel nad jednym
geometrickym problémom.

Vzhladom na 4 > n najdite najmensie vyhovujtce k, alebo zdévodnite, preco ziadne také k neexistuje.

Ur¢ite najmensie kladné celé ¢islo k < n vzhladom na kladné celé ¢islo n tak, aby platilo nasledujice tvrdenie: Me-
dzi k nahodne zvolenymi vrcholmi pravidelného n-uholnika je mozné vybrat $tyri vrcholy, ktoré tvoria deltoid’.

2.6 Kopirovaci Magicky Stroj levely L1 az L5, max. 7 bodov

MisoS sa zamestnal v starom kopirovacom centre. Majitel mal v rohu zapadnutu $pecialnu kopirku, ktora fungo-
vala na velmi zvlastnom principe — vzdy, ked do nej vlozil nejaky pocet papierov, nevytlacila tolko kopii, kolko
mala, ale nejaky iny pocet podla cudného pravidla. MisoS zacal do stroja hadzat papiere a zapisovat si pocty, ktoré
mu z neho vypadli, dufajic, Ze v tom chaose objavi nejaky hlbsi zmysel.

Mame nekone¢nu postupnost zadanu rekurentne ako a,.,; = 24, — 1, pricom a, > 1 je celé ¢islo. Pre kladné celé
Lislo n ozna¢me A(n) € NU{0, oo} pocet Cisel v nasej postupnosti, ktoré st ndsobkom n. Dokézte, Ze pre neparne
prvocislo p plati bud A(p) = 0 alebo A(p) = oo, pricom bez ohladu na volbu a; mdzu nastat oba pripady (t. j.
vieme najst jedno nepéarne prvocislo, pre ktoré je to 0, a nejaké iné, pre ktoré je to nekonecno).

2.7 Kruhové Moznosti Sadenia levely L1 az L5, max. 7 bodov

Bagka sa na leto zamestnala ako asistentka zahradného architekta. Dostala za tlohu navrhnut novy park, ktorého
centrom mal byt velky travnik. Z nejakého dovodu si $éf potrpel na tom, aby okolo neho vybudovala kruhové
kvetinové zahony. Ked si Baska do planikov zakreslila stredy tychto zahonov a spojila ich ¢iarami, s uzasom zistila,
Ze sa jej pred ocami ¢rtd nieco povedomé.

Baska si nakreslila trojuholnik a na kazdej strane si zvolila bod. Potom nakreslila kruznicu, ktora prechadzala
jednym vrcholom a zvolenymi bodmi na prilahlych stranach. Takto nakreslila zvy$né dve kruznice, ktoré precha-
dzali zvy$nymi vrcholami trojuholnika. Dokazte, Ze stredy tychto kruznic tvoria trojuholnik podobny pévodnému
trojuholniku.

2.8 Kolko Mame Spolu? levely L1 a7 L5, max. 7 bodov

Po dlhom tyzdni plnom tazkych brigad sa veduci konec¢ne stretli, aby si spo¢itali, kolko vlastne zarobili. Zistili
vsak, Ze danovy systém je plny podivnych zaokrihlovani nadol a ich vyplaty vyzeraju tplne inak, ako ¢akali. Zacali
sa hadat, ¢i je vyhodnejsie peniaze pocitat jednym alebo druhym spdsobom, az kym nezistili, ze u¢tovnictvo ich
zamestnavatelov predsa len dava zmysel.

!Deltoid je $tvoruholnik, v ktorom majt dve dvojice vzdjomne priliehajucich stran rovnaku velkost
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Dokazte, ze pre kladné celé n > 1 plati:

[n%J + [néj ot [n%J = |log, n] + |log, n| +--- + [log, n]

Kde | n| zna¢i zaokruhlenie ¢isla n nadol.

2.9 Klesanie Ma Systém levely L4 az L5, max. 8 bodov

Joshua sa rozhodol pre pravu slovenskua brigadu: isiel robit nosica a pomocnika na horsku chatu kdesi vysoko
v Tatrach. Kym cez den potil krv pod tazkymi krosnami plnymi sudov, vecery boli podozrivo pokojné. Ked
vonku zurila silnd vichrica a unaveni turisti uz davno spali v spacakoch, Joshua sedel v prazdnej jedalni pri slabo
plapolajucej peci. Aby pri poc¢uvani svistiaceho vetra nezaspal na stole, vytiahol si zo starého batoha pokréeny
papier a ceruzku. Pri popijani vlazného bylinkového ¢aju sa uplne odpojil od horskej reality a z nudy sa ponoril
do sveta abstraktnych funkcii.

Dand je striktne klesajtca funkcia f: R — R taka, ze pre vSetky x € R plati

(foforo(x)=x.

Ukazte, ze f(f(x)) = x pre vSetky x € R, a navy$e existuje prave jedno x, € R také, Ze f(xy) = xo.

2.10 Krabice Musime Skenovat levely L4 a7 L5, max. 10 bodov

Krivos si nasiel pracu v obrovskom kuriérskom sklade, kde sa baliky triedili na dopravnych pasoch podla zlozitych
kédov. Séf mu prikazal, Ze baliky musia spinat prisne kritérid, inak sa systém zasekne. Krivo$ sa na tie kédy chvilu
pozeral a hned mu bolo jasné, Ze v tom systéme musi existovat matematicka diera, ktora by mu zarucila, ze sa vzdy
ndjde balik s tym spravnym ¢islom.

Nech a > 1 a ¢ su prirodzené ¢isla a nech b # 0 je celé ¢islo. Dokazte, ze existuje prirodzené cislo n také, ze ¢islo
a" + b ma delitel tvaru cx + 1, x € N.
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