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KMS, FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava

Zadania 3. kola zimnej Casti

Termin odoslania
V pripade otdzok k zadaniam nas nevahajte kontaktovat na kms@kns. sk.

3.1 Kod Musime Stanovit level L1, max. 7 bodov

Oslava dokonéenia miestnosti sa mala oficidlne zacat, no hlavné dvere do KMS sa zasekli a boli zamknuté dvomi
starymi zdmkami. Alex si v§imol, Ze mechanika dveri funguje na prevratenych pomeroch premennych. Aby
vsetkych pustil dnu a oslava mohla zacat, musi rychlo spocitat vztah medzi zimkami.

Nech x, y st kladné redlne ¢&isla splnajtice x + ; =5ay+ =7. Pomozte Alexovi ndjst hodnotu 2.

3.2 Klarka Miluje Skrine levely L1 az L2, max. 7 bodov
KedZe hostia priniesli kopec spolocenskych hier, Klarka ich chcela ulozit do skrine. Skrina je vSak zabezpecena
¢iselnym zamkom.

Na displeji svieti 9-ciferny vzor N = ABCABCBBB, o ktorom navod hovori, Ze je delitelny uplne vSetkymi celymi
¢islami od 1 do 17 vratane. Cifry A, B a C st navzajom rozne. Aké st hodnoty cifier A, B a C, ktoré musi veduica
Klarka zadat, aby skrinu s hrami otvorila?

3.3 KMS Miestnosti Slavnost levely L1 az L3, max. 7 bodov
Na oslave sa vytvorila skvela atmosféra a Sebik vytiahol gitaru, aby zahral par pesniciek. Zvy$nym veducim sa viak
velmi nechcelo tancovat, tak sa rozhodol vniest do spoloc¢enstva trochu zabavy.

Sebik rozdal veducim 2 karticiek s po sebe idticimi celymi ¢islami. Plati, Ze n je celé kladné ¢islo. Ked Sebik
zahral pesnicku, veduci sa rozdelili do dvojic a svoje ¢isla vyndsobili. Sebik je zvedavy, aky mohol byt najmensi
rozdiel medzi najva¢sim a najmensim zo ziskanych sucinov. Pomozte mu to zistit! Zavisi tento najmensi mozny
rozdiel od toho, ktoré po sebe iduce ¢isla na zaciatku vybral?

3.4 Kolmé Magnificentné Svetlo levely L1 az L4, max. 7 bodov

Aby bola atmosféra na oslave dokonald, Baska zapla svetelnu laserovu $ou nad tane¢nym parketom.

Laserova Sou mala tvar rovnobeznika ABCD. Svetelny lu¢ dopada z bodu D ako péta kolmice na uhlopriecku AC
v bode X. Dokazte, ze stred usecky BX ma rovnaku vzdialenost od bodov A a C.

3.5 Komorné Matematické Svindle levely L1 az L5, max. 7 bodov

Pocas vecera sa chcel Joztek pochvalit nejakymi novymi matematickymi trikmi.
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Joztek mal n > 2 neznamych nenulovych celych cisel ay,a,, ..., a,. Zistil, Ze ak sucet tychto ¢isel dava rovnaka
hodnotu ako ich sucin, teda a; + a, + --- + a, = a,a,...a,, nastane v ich vlastnostiach zaujimava pravidelnost.
Pomote Joztekovi dokazat, ze za tychto podmienok je vyraz (af — 1)(a% - 1)...(a% - 1) vidy druhou mocninou
celého ¢isla.

3.6 Kruhové Mandaly Skicuje levely L1 az L5, max. 7 bodov

Mimi nejako neohurili Joztekove triky. Namiesto toho jej do oka padol $mirék z Prdzdninovej Sifrovacky Trojstenu
povalujici sa na zemi. Mimi si ho zobrala a na ¢istu stranu si zacala kreslit mandalu.

Mimi si kreslila mandaly nasledovne. Najprv si nakreslila trojuholnik A, B, Cy a k nemu opisant kruznicu k. Potom
postupne pre kazdé celé kladné i > 1 nakreslila novy trojuholnik A;B;C; do kruznice k nasledovne:
1. Z vrcholu A;_; Mimi vedie os uhla « B;_;A;_;C;_; a tam, kde tato os opét pretne kruznicu k, vznikne novy
vrchol A;.
2. Rovnakym sposobom pomocou osi uhlov z vrcholov B;_; a C;_; ziska nové vrcholy B; a C;.
Takto Mimi nakreslila do mandaly # trojuholnikov, kde # je celé kladné ¢islo. Mimi si vS§imla, Ze vzniknuty troju-

holnik A, B, C, je rozmerovo aj tvarovo uplne zhodny s pé6vodnym trojuholnikom A,B,Cy. Vzhladom na n urcte
vSetky mozné pdvodné trojuholniky AyB,C,.

3.7 Konfety Majstrovsky Saje levely L1 az L5, max. 7 bodov

Pocas oslavy sa Ilo rozsantil s konfetami. Na to sa s nim roz$antil aj Alex s novymi robotickymi vysavacmi.

KMS miestnost ma tvar rovnostranného trojuholnika a je dlazdena zhodnymi rovnostrannymi trojuholnikmi.
K jednej strane miestnosti prilieha # — 1 trojuholnikovych dlazdic, kde n > 1 je celé kladné ¢islo. Na vrcholoch
trojuholnikovje 1 +2 + 3 + ... + n konfiet, na kazdom vrchole je prave jedna konfeta. Veduci dali na zem niekolko
vysavacov, aby ich povysavali.

()
N

Obrazok 7.1: Priklad dlazdenia s vysdvacom pre n = 8.

Vysavace sa pokladaju na vrcholy trojuholnikov a medzi vrcholmi sa pohybuju po stranach trojuholnikov. Z vr-
cholu sa teda vysava¢ mdze pohnit jednym z nasledujucich smerov: vpravo dole, vpravo, vpravo hore, vlavo hore,
vlavo, vlavo dole. Avsak kedZe st tieto robotické vysavace hlipe, maji nastavené iba dva smery, ktorymi sa mézu
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pohybovat. Tieto smery musia byt susedné, teda napriklad, vysavac vie mat nastavené smery vpravo hore a vlavo
hore, alebo vlavo hore a vlavo, ale nemo6ze mat nastavené smery vlavo a vpravo.

Taktiez, ak uz nejaky vysavac¢ povysaval nejaky vrchol, nemohol ho navstivit Ziadny iny vysavac. Kolko najmene;
vysavacov potrebuju veduci vzhladom na n, aby povysavali vSetky konfety?

e

Obrazok 7.2: Smery pohybu vysévaca. B

Obrazok 7.3: Priklad vysavania dvoch vysavacov.

3.8 Kola¢ Medzi Sadruhmi levely L1 az L5, max. 7 bodov

Na stdl dorazil obrovsky kolac¢ rozdeleny na niekolko ¢asti. Filip ho chce spravodlivo rozdelit vedticim.

Nech n > 1 je kladné celé ¢islo, potom ¢islo ¢(n)! je pocet vietkych kladnych celych k takych, Ze 1 < k < n
a zdrovei k a n su nesudelitelné. Ukadzte, ze veduci Filip vie vzdy vybrat ¢(n) + 1, nie nutne réznych, delitelov
¢isla n so suctom n.

3.9 Krasny Mesacny Svetlovzor levely L4 az L5, max. 8 bodov

Neskoro v noci vysla Alicka s kamaratmi na terasu pozriet sa na no¢nu oblohu. Zaujalo ju konkrétne jedno su-
hvezdie.

Sthvezdie ma tvar ostrouhlého trojuholnika ABC. Nech H je jeho ortocentrum a O je stred jeho opisanej kruz-
nice. Nech P je stred usecky BH a Q je stred tusecky CH. Alicka chce ostatnym dokazat, ze opisané kruznice
trojuholnikov PHQ a ABC sa dotykaju prave vtedy, ked OH | BC.

3.10 Konc¢ime Monografiou, Spankom levely L4 az L5, max. 10 bodov

Na uplny zaver kolaudacnej party, ked uz svitd, vytiahne Dominik svoj oblibeny zapisnik s realnymi funkciami.

"Niektoré vlastnosti ¢isla ¢, ind¢ znameho ako Eulerova funkcia, mdzete najst na Wikipédii alebo v KMS materiloch: https://cs.
wikipedia.org/wiki/Eulerova_funkce, https://materialy.kms.sk/pdfs/euler-theorem.pdf.
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Najdite vsetky funkcie f: R* — R* také, Ze pre vsetky x, y € R* plati f(xf(x + y)) = yf(x) + 1, aby mohol Dominik
s pokojnym svedomim ukoncit oslavu a ist spat.
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