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Ratanie stupnov a parita

Uloha 1. Zistite, pre ktoré kladné celé &isla n, k existuje graf, ktory mé n vrcholov, pricom kazdy ma stupen
k. Ako sa zmeni rieSenie, ked vyzadujeme, aby graf bol sivisly?

Uloha 2 (61MO A-I-5). V istom meste maji vybudovant sief na sirenie klebiet, v ktorej si kazdy klebetnik vy-
miena informacie s prave tromi klebetnicami a kazd4 klebetnica si vymiena informacie s prave tromi klebetnikmi.
Inak sa klebety nesiria.

a) Dokéite, Ze klebetnikov a klebetnic je rovnako vela.

b) Predpokladajme, Ze sief na $irenie klebiet je stivisla (klebety od Tubovolného klebetnika a Tubovolnej
klebetnice sa mozu dostat ku vsetkym ostatnym). Dokézte, Ze aj ked sa jeden klebetnik z mesta odstahuje,
zostane sief sivisla.

Matematicka indukcia

Uloha 3. Majme graf s maximalnym stupiiom s. Dokézte, Ze vieme jeho vrcholy ofarbif s+ 1 farbami tak, aby
kazdé dva vrcholy spojené hranou mali roznu farbu.

Uloha 4 (KMS 17/18-1L-7). Jezisko m& pripravenych m roznych daréekov, z kazdého jeden kus. Na svete je n
deti (n < m). Pre kladné celé ¢islo i < n, i-te diefa ma z Jeziskovych m darc¢ekov vyhliadnutych d; daréekov,
po ktorych tizi (1 < d; < m). Jezisko vie, ze plati

L + L +- 1+ = <1

di d2 dn —

Dokaite, ze Jezisko moze rozdat detom po jednom daréeku tak, aby kazdé dieta dostalo daréek, po ktorom tuzi.

Uloha 5. V skupine n plati, Ze ak vyberieme Tubovolnych styroch I'udi, tak aspoi jeden z nich poznd zvysnych
troch (zndmosti st vzdjomné). Dokdzte, ze existuje ¢lovek, ¢o poznd vsetkych ostatnych.

Uloha 6 (KMS 14/15-1Z-8). Miso sa hra na Spidermana a vyrobil si doma pavuéinu. T4 pozostiva z 3"
kamienkov, kde n je prirodzené éislo, pricom kazd4 dvojica kamienkov je spojend prave jednou nitkou. Za chvilu
sa vratia MiSovi rodiéia, a tak potrebuje pavuéinu rozpliest. Rozpletd ju nasledovnym spdsobom: vyberie si
trojicu kamienkov, medzi ktorymi st zatial vSetky tri nitky, a tieto tri nitky odstrdni. Dokédzte, Ze takymto
sposobom vie postupne z pavuciny odobrat vietky nitky.

Uloha 7 (Matelova veta). Kolko najviac hrdn moze obsahovaf graf na n vrcholoch, ktory neobsahuje troju-
holnik?

Uloha 8 (KMS 06/07, 1. zimné séria, tloha 11). Na ostrove Zije n domorodcov. jedného diia nacelnik rozhodol,
7e vietci (vratane neho) si urobia a budi nosif nahrdelnik zlozeny z 0 alebo viac jednofarebnych kamienkov.
Dvaja domorodci maji mat aspoii jeden kamienok rovnakej farby préve vtedy, ked si priatelia.

a) Dokazte, ze domorodci mozu splnit nacelnikov rozkaz.

b) Aky je minimédlny pocet farieb kamienkov potrebny na to, aby sa dal splnit nd¢elnikov rozkaz bez ohladu
na priatelské vzfahy na ostrove?



Extremalny princip

Uloha 9. Dokézte, ze suvisly graf, ktorého kazdy vrchol mé4 parny stupeil, mozno nakreslit jednym tahom,
pricom skon¢ime v rovnakom vrchole, ako sme zacali.

Uloha 10. Dokézte, ze suvisly graf, ktory m4 najviac dva vrcholy neparneho stupiia, mozno nakreslit jednym
tahom.

Uloha 11. Nech G je taky graf, v ktorom kazdy vrchol md stupen aspon 3. Dokazte, ze graf G obsahuje cyklus
parnej dlzky.

Uloha 12. V skupine n > 6 deti m4 kazdé diefa prdve troch kamaratov (kamardtsvo je vzdjomné). Dokazte,
7e deti mozno rozdelit na dve neprazdne skupiny tak, ze kazdé dieta v skupine mé v nej aspoin dvoch svojich
kamaratov.

Uloha 13 (Rusko, 2001). Na party je 2n + 1 Tudi. Vieme, e ak si vyberieme skupinu ITubovolnych n Tudi, tak
existuje mimo tejto skupiny téastnik party, ktory poznd vietkych Iudi z tejto skupiny. Dokézte, ze na pérty je
ucastnik, ktory pozna vsetkych dcastnikov party.

Uloha 14. N4jdite najmensie také ¢islo s, ze v grafe na 10 vrcholoch s minimdalnym stupniom £ existuje kruznica
prechadzajica cez vsetky vrcholy.

Uloha 15. Dokézte, ze v grafe s n vrcholmi, kde méa kazdy vrchol stupen aspon n/2 existuje kruznmica
prechadzajica vsetkymi vrcholmi.

Uloha 16 (OMM 2009). Na pérty je n osdb. Vieme, Ze medzi lubovolnych styroch osdb existuji tri osoby,
ktoré poznaju kazda s kazdou alebo existuju tri osoby, medzi ktorymi sa ziadne dve nepoznaji. Dokazte, ze ich
vieme rozdelif na dve skupiny, kde v jedenej skupine sa budi vietci poznat a v druhej skupine sa nikto nebude
poznat.

Dalsie ulohy
Uloha 17 (PraSe, 2014/15, 1. podzimni, tiloha 5). Velkoobchod s farbami m4 v kazdom z n miest svoju pobocku.
Medzi kazdymi dvomi mestami vedie cesta. Bolo rozhodnuté, Ze je treba nakreslit planik tychto poboéiek z ciest

medzi nimi tak, aby

(i) kazdé mesto malo int farbu nez vsetky z cesty z neho vedice,

(ii) ziadne dve cesty vediice do rovnakého mesta nemali rovnaki farbu.

Kolko najmenej farieb je na to potrebnych?



Naznaky rieseni
1 Spocitajte pocet hran grafu pomocou jeho stupnov.

2 a) Spocitajte pocet hran dvomi spdsobmi — pomocou stupiiov klebetnikov a stupiiov klebetnic.
b) Spocitajte stupne okolo odstréaneného klebetnika.

4 Indukcia, odoberte diefa, ktoré chce najviac daréekov — ukazte, Ze chce aspoii n.

5 Indukcia, odoberte A, potom nejaky B poznd vSetkych. Ak sa poznd kazdy z kazdym, tak je to easy. Ak
existuju C a D, &o sa nepoznaji, zoberte §tvoricu A, B, C, D — v nej musi A poznat B a teda B poznd vSetkych
+A.

6 Indukcia. Rozdelte na 3 kopky po 3" kamienkov. Nitky medzi nimi odstraite takto: pre kazdé a, b odstraiite
nikty medzi kamenmi &fslo a, b a a 4+ b (z kazdej kopky jeden kameri).

8 Rozdelte na parny a neparny pripad a indukcia na pocet hran.

11 Zoberte najdlhsiu cestu. Hrany z jedného koncového vrchola spolu s tou cestoua vytvoria tri kruznice. Jedna
7 nich to je.

12 Zoberte najmensi cyklus ako jednu skupinu. Ak ma aspon 5 vrcholov, je to zjavne OK. Ak ma menej a nie
je OK, priberte doitho d'alsie vrcholy, nie je vela moznosti, ako moze vyzerat situdcia.

13 Ukazte, ze tam je K,41.
14 Je to 5. Pozri d'alsiu tlohu.

15 Zoberte najdlhsiu cestu. Pozrite sa, kam vedu hrany z koncovych vrcholov a spravte z nich kruznicu obsa-
hujuicu v8etky vrcholy najdlhSej cesty. Ak existuje vrchol mimo tejto kruznice, najdite dlhsiu cestu.

17 Zjavne treba aspon n farieb. Stac¢i to. Ocislujte si mestd 0,...,n — 1, kazdému dajte farbu, aké ma ¢islo.
Ceste medzi mestami i, j dajte farbu i + j modn.



