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Seminár bol spracovaný primárne podl’a PraSe seriálu Geometrická zobrazeńı http://mks.mff.cuni.cz/
archive/31/9.pdf.

1 Osová súmernost’

Úloha 1.1. V rovine je daná priamka p a body A, B ležiace v tej istej polrovine vymedzenej priamkou p.
Nájdite na priamke p bod P taký, že súčet |AP |+ |PB| je najmenš́ı možný.

Úloha 1.2. Na priemere kružnice k zvoĺıme bod M . Tetiva CD kružnice l prechádza bodom M a zviera s
priemerom AB uhol 45◦. Dokážte, že hodnota výrazu |CM |2 + |MD|2 nezáviśı na polohe bodu M .

Úloha 1.3. Je daný ostrouhlý trojuholńık s priesečńıkom výšok H. Dokážte, že obrazy bodu H v osových
súmernostiach podl’a strán trojuholńıka ABC ležia na kružnici jemu oṕısanej.

Úloha 1.4. Vnútri ostrého uhla s ramenami p, q je daný bod A. Nájdite body P na priamke p a Q na q tak,
aby |AP |+ |PQ|+ |QA| bolo čo najmenšie možné.

Úloha 1.5. Sú dané tri zhodné štvorce ako na obrázku. Určte hodnotu |∠DAE|+ |∠DAF |.

2 Otočenie

Úloha 2.1. Vo štvorci ABCD je daný bod P tak, že |PD| = 1, |PA| = 2 a |PB| = 3. Určte vel’kost’ uhla APD.

Úloha 2.2. Rovnostranný trojuholńık ABC je vṕısaný do kružnice k. Na kratšom oblúku BC kružnice k lež́ı
bod P . Dokážte, že plat́ı |PA| = |PB|+ |PC|.

3 Stredová súmernost’

Úloha 3.1. Kružnica pret́ına strany BC, CA, AB trojuholńıka ABC postupne v bodoch A1 a A2, B1 a B2, C1

a C2. Ukážte, že ak sa kolmice na zodpovedajúce strany vedené bodmi A1, B1, C1, pret́ınajú v jednom bode,
tak sa v jednom bode pretnú aj kolmice na zodpovedajúce strany vedené bodmi A2, B2, C2.

Úloha 3.2. Na strane BC trojuholńıka ABC sú dané (nie nutne rôzne) body K, L tak, že |BK| = |CL|. Pre
ktorú polohu bodov K, L je súčet |AK|+ |AL| najmenš́ı možný?

Úloha 3.3. Ukážte, že obrazy priesečńıka výšok v stredových súmernostiach podl’a stredov strán daného troj-
uholńıka ABC ležia kružnici oṕısanej trojuholńıku ABC.

Úloha 3.4. Na t’ažnici z vrcholu A trojuholńıka ABC lež́ı bod X tak, že plat́ı |CX| = |AB|. Označme Y
priesečńık priamky CX a AB. Dokážte, že trojuholńık AXY je rovnoramenný.

Úloha 3.5. Kružnice k a l s polomerom 1 sa dotýkajú (zvonka) v bode T . Kružnica m s polomerom 2 má
stred na kružnici k a dotýka sa kružnice k v bode B. Dokážte, že priamka BT prechádza jedným z priesečńıkov
kružńıc l a m.
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4 Posunutie

Úloha 4.1. Bod P sa teraz pre zmenu nachádza vnútri rovnobežńıka ABCD tak, že plat́ı |∠APD|+ |∠CPB| =
180◦. Dokážte, že |∠CBP | = |∠PDC|.

Úloha 4.2. Označme postupne A1, B1, C1 stredy strán BC, CA, AB trojuholńıka ABC. Označme Ia, Ib,
Ic postupne stredy kružńıc vṕısaných trojuholńıkom AB1C1, BC1A1, CA1B1 a Oa, Ob, Oc stredy kružńıc
oṕısaných týmto trojuholńıkom. Dokážte, že trojuholńıky IaIbIc a OaObOc sú zhodné.

Úloha 4.3. Dediny (body) A, B oddel’uje rieka, ktorej brehy tvoria dve rovnobežné priamky. Kde máme
postavit’ most AB, kolmý na brehy rieky, aby cesta AMNB bola čo najkratšia?

5 Všehochut’ zhodných zobrazeńı

Úloha 5.1 (PraSe 11/12. 1. seriálová séria, úloha 1). Na strane CD štvorca ABCD je daný bod E. Os uhla
BAE pret́ına stranu BC v bode F . Dokážte, že |AE| = |BF |+ |DE|.

Úloha 5.2 (PraSe 11/12. 1. seriálová séria, úloha 2). V rovine sú dané body A a B. Uvažujme všetky konvexné
pät’uholńıky ABCDE v jednej polrovine určenej priamkou AB také, že ABDE je rovnobežńık a BCD je
rovnoramenný pravouhlý trojuholńık s pravým uhlom pri vrchole B. Ukážte, že všetky kružnice nad priemerom
CE prechádzajú spoločným bodom.

6 Rovnol’ahlost’

Rovnol’ahlost’ so stredom S a koeficientom k je zobrazenie dané bodom S, tzv. stredom rovnol’ahlosti a nenulovým
reálnym č́ıslom k, koeficientom rovnol’ahlosti. Označuje sa H(S, k). Pre k > 0 každý bod X 6= S roviny zobraźı
na bod X ′, ktorý lež́ı na polpriamke SX taký, že |SX ′| = k|SX|. Pre záporné k bod X ′ lež́ı na polpriamke
opačnej SX. Rovnol’ahlost’ s kladným, resp. záporným k sa nazýva aj kladná, resp. záporná rovnol’ahlost’.

Rovnol’ahlost’ je pŕıklad podobného zobrazenia, t. j. zobrazuje útvary na s nimi podobné. Nemuśı teda za-
chovávat’ d́lžky strán, zachováva však pomery strán a uhly

Vlastnosti rovnol’ahlosti (premyslite si, prečo platia):

1. Každá rovnol’ahlost’ má práve jeden samodružný bod — bod S (ak k 6= 1, vtedy sú všetky body sa-
modružné).

2. Obraz priamky je priamka s ňou rovnobežná.

3. Stred rovnol’ahlosti, bod a jeho obraz ležia na jednej priamke.

4. Inverzným zobrazeńım k rovnol’ahlosti H(S, k) je rovnol’ahlost’ H(S, 1/k).

5. Rovnol’ahlost’ H(S,−1) je stredová súmernost’ so stredom S.

6. Medzi l’ubovol’nými dvomi úsečkami existuje práve jedna kladná a práve jedna záporná rovnol’ahlost’.

7. Existuje rovnol’ahlost’ (alebo posunutie) medzi l’ubovol’nými dvomi podobnými mnohouholńıkmi, ktorých
odpovedajúce strany sú rovnobežné.

Rovnol’ahlost’ nám vie dat’ lepš́ı náhl’ad do niektorých geometrických úloh. Ak potrebujeme dokázat’, že tri
body A, B, C ležia na priamke, môžeme nájst’ rovnol’ahlost’ so stredom v bode A, v ktorej sa bod B zobraźı
na bod C. Ak je našou úlohou dokázat’, že tri priamky AA′, BB′, CC ′ sa pret́ınajú v jednom bode, stač́ı nám
nájst’ rovnol’ahlost’, v ktorej sa body A, B, C zobrazia postupne na body A′, B′, C ′. Tieto priamky potom budú
prechádzat’ stredom rovnol’ahlosti.

Rovnol’ahlost’ pŕıde vhod pri práci s kružnicami. Ak máme kružnice k, l s rôznymi polomermi, tak existuje
práve jedna záporná a práve jedna kladná rovnol’ahlost’, ktorá zobraźı kružnicu k na kružnicu l. Stredy týchto
rovnol’ahlost́ı vieme nájst’ ako priesečńıky spoločných vonkaǰśıch (pre kladnú rovnol’ahlost’) alebo vnútorných
(pre zápornú) dotyčńıc. Samozrejme, stred zápornej rovnol’ahlosti nájdeme takto len vtedy, ak kružnice nemajú
spoločný bod, čo znamená, že majú spoločné vnútorné dotyčnice.

Obzvlášt’ zauj́ımavý je pŕıpad, ked’ sa kružnice k a l dotýkajú. Vtedy je stredom zápornej rovnol’ahlosti
zobrazujúcej k na l bod ich vzájomného dotyku. Táto rovnol’ahlost’ je zároveň aj užitočný spôsob, ako v úlohe
uchopit’ dotýkajúce sa kružnice.
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Úlohy

Úloha 6.1. Dokážte, že t’ažnice trojuholńıka sa pret́ınajú v jednom bode.

Úloha 6.2. Kružnice k a l sa zvnútra dotýkajú v bode A. Dotyčnica v bode B ku kružnici l pret́ına kružnicu
k v bodoch C a D. Dokážte, že priamka AB prechádza stredom oblúka CD neobsahujúceho bod A.

Úloha 6.3. Je daný trojuholńık ABC s oṕısanou kružnicou k. Nech l je kružnica, ktorá sa dotýka kružnice k
v bode A a priamky BC sa dotýka v bode D. Dokážte, že AD je os uhla BAC.

Úloha 6.4. Kružnice k, m, s sa dotýkajú priamky t postupne v bodoch K, M , S. Navyše, kružnice k a m sa
zvonka dotýkajú v bode A a kružnice m a s sa zvonka dotýkajú v bode B. Dokážte, že priamky KA a SB sa
pret́ınajú na kružnici m.

Úloha 6.5. Je daná kružnica k a na nej bod A. Určte množinu všetkých stredov úsečiek AB, kde B 6= A je
bod kružnice k.

Úloha 6.6. Dve kružnice s rôznym polomerom sa pret́ınajú v bodoch X, Y . Ich spoločné vonkaǰsie dotyčnice
sa pret́ınajú v bode Z, pričom jedna z nich sa dotýka kružńıc k, l postupne v bodoch P , Q. Dokážte, že priamka
ZX je dotyčnicou kružnice oṕısanej trojuholńıku PQX.

Úloha 6.7. Kružnica k vṕısaná trojuholńıku ABC sa dotýka strany BC v bode D. Označme M bod na kružnici
k taký, že DM je priemer kružnice k a nech E bod dotyku kružnice priṕısanej ku strane BC so stranou BC.
Dokážte, že body A, M a E ležia na priamke.

Úloha 6.8 (60MO–A–II–2). Daný je trojuholńık ABC s obsahom S. Vnútri trojuholńıka, ktorého vrcholmi sú
stredy strán trojuholńıka ABC, je l’ubovol’ne zvolený bod O. Označme A′, B′, C ′ postupne obrazy bodov A, B,
C v stredovej súmernosti podl’a bodu O. Dokážte, že šest’uholńık AC ′BA′CB′ má obsah 2S.

Úloha 6.9. V trojuholńıku ABC pret́ınajú osi vnútorných uhlov oṕısanú kružnicu postupne v bodoch ŠA, ŠB

a ŠC . Kružnica vṕısaná trojuholńıku ABC sa dotýka strán a, b, c postupne v bodoch K, L, M . Dokážte, že
priamky ŠAK, ŠBL a ŠCM prechádzajú jedným bodom.

Úloha 6.10 (PraSe 11/12. 1. seriálová séria, úloha 3). Je daný trojuholńık ABC. Označme Ta bod dotyku
kružnice vṕısanej trojuholńıku ABC so stranou BC a Ea stred kružnice priṕısanej k strane BC. Podobne
definujeme body Tb, Eb a Tc, Ec pre strany CA a AB. Dokážte, že priamky TaEa, TbEba TcEc prechádzajú
jedným bodom.

Úloha 6.11. Dané sú dve priamky p, q a bod A. Zostrojte kružnicu, ktorá sa dotýka priamok p, q a prechádza
bodom A.

Úloha 6.12. Dané sú dve priamky p, q a kružnica m. Zostrojte kružnicu, ktorá sa dotýka priamok p, q a
kružnice m.

Úloha 6.13 (KMS 05/06–2L–6). Kružnice k1, k2 sa zvonka dotýkajú v bode D. Priamka p sa dotýka kružńıc
k1, k2 po rade v bodoch A, B. Úsečka AC je priemerom kružnice k1. Priamka q prechádza cez bod C a dotýka
sa kružnice k2 v bode E. Dokážte, že trojuholńık ACE je rovnoramenný.

Úloha 6.14 (IMO 1978). V trojuholńıku ABC s oṕısanou kružnicou k, plat́ı |AB| = |AC|. Kružnica l sa dotýka
priamok AB, AC postupne v bodoch P , Q a taktiež sa dotýka kružnice k. Dokážte, že stred úsečky PQ je stred
kružnice vṕısanej trojuholńıku ABC.

Úloha 6.15 (IMO 1981). Tri zhodné kružnice sa pret́ınajú v jednom spoločnom bode O. Každá kružnica sa
dotýka dvoch strán trojuholńıka ABC (každá kružnica inej dvojice strán). Dokážte, že bod O, stred vṕısanej a
oṕısanej kružnice trojuholńıku ABC ležia na jednej priamke.

Úloha 6.16 (IMO 1982). Máme nie rovnoramenný trojuholńık A1A2A3 so stranami a1, a2, a3 (ai je oproti Ai).
Pre i ∈ {1, 2, 3} nech Mi je stred strany ai, Ti bod dotyku kružnice vṕısanej trojuholńıku A1A2A3 so stranou ai
a Si obraz bodu Ti v osovej súmernosti podl’a osi vnútorného uhla pri vrchole Ai. Dokážte, že priamky M1S1,
M2S2 a M3S3 prechádzajú jedným bodom.
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Náznaky riešeńı

Riešenia úloh so zdrojom možno nájst’ na stránkach zodpovedajúcich olympiád alebo korešpondenčných se-
minárov. Niektoré úlohy sú vzorovo vyriešené v spomı́nanom seriáli. V pŕıpade záujmu viem poskytnút’ riešenie,
naṕı̌ste mi mail.

1.1 Zobrazte bod B podl’a priamky p.

1.2 Zobrazte D podl’a priamky AB na D′ a ukážte, že |CD′| je konštantná.

1.5 Preklopte E podl’a AD a skúmajte trojuholńık AFE′.

2.1 Otočenie so stredom v A o 90◦.

2.2 Otočenie zo stredom v bode A o 60◦.

3.1 Stredová súmernost’ podl’a stredu kružnice. Načo sa zobrazia kolmice cez A1, B1, C1?

3.2 Zobrazte AL podl’a stredu strany AB.

3.4 Zobrazte X podl’a stredu úsečky BC na X ′ a pozrite sa na trojuholńık ABX ′.

3.5 Uvažujte stredovú súmernost’ so stredom v bode T . Polomer SB kružnice m sa zobraźı na úsečku S′B′.
Pozrite sa na štvoruholńık SBS′B′. Čo je zač?

4.1 Posuňte bod P o
−−→
AB do bodu P ′, čo vrav́ı podmienka |∠BP ′C|+ |∠BPC| = 180◦ teraz?

4.2 Posuňte trojuholńık BA1C1 na trojuholńık CB1A. Čo viete povedat’ o |ObOa|a|IbIa|?

4.3 Posuňte A o š́ırku rieky.

6.12 Nájdite bod dotyku s kružnicou M a doriešte ako v predchádzajúcej úlohe.

6.14 Uvažujte rovnol’ahlost’ posielajúcu troj. ABC na AB′C ′, B′C ′ je dotyčnica kružnice l. Využite polno
podobných pravouhlých trojuholńıkov.

6.15 Nech SA, SB , SC sú stredy tých kružńıc. Všimnite si, že strany trojuholńıka SASBSC sú rovnobežné so
stranami trojuholńıka ABC. Stač́ı ukázat’, že stred oṕısanej ABC sa zobraźı na O v rovnol’ahlosti so stredom
v I.

6.16 Ukážte, že S1S2 ‖ M1M2. Využite, že body T2 a T3 sú osovo súmerné podl’a osi uhla pri A1. Ukázat’, že
T3I je osou uhla S1IS2. Ide to vyuhlit’ aj inými spôsobmi.
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