\\ Korespondenény matematicky seminar

_ XL. ro¢nik, 2018/2019 @ @@
Trolsi'en

KMS, OATC KAGDM FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava

RieSenia 2. kola letnej Casti

2.1 Ked Malicka Som (x < 1) opravovala Veronika

Zadanie. Jerry md malé nohy, preto si kupila 13-milové lodicky, ktorymi vie robit kroky dlhé prave 13 mil. Po-
stavila sa do mrezZového bodu nekonecnej stvorcekovej siete, v ktorej jeden Stvorcek ma stranu dlhii 1 milu. Krdca
vsak iba po mreZovych bodoch. Zistite, (i sa takto vie dostat na lubovolny mrezovy bod na stvorcekovej sieti. Ak
ano, ukdzte ako, ak nie, dokdzte preco.

Nech Jerry stoji v bode [0,0]. Jerry sa vie pohybovat hore, dolu, doprava a dolava. Napriklad sa Jerry vie
dostat z bodu [0,0] na body: [0,13],[0,-13],[13,0],[-13,0]. Mdze sa Jerry pohybovat aj ,$ikmo“? Kracat
po mrezovych bodoch znamena pohybovat sa po celych ¢islach. Ak sa Jerry pohne ,,sikmo® o 13 mil, vytvori
tak preponu pravouhlého trojuholnika so stranami 5 mil a 12 mil (je takyto trojuholnik jediny?). Jerry sa takto
vie dostat z bodu [0,0] na body:

[12,5], [5,12], [-5,12], [-12,5], [12,-5], [-5,~12], [5,~12], [12,-5].

Ked sa Jerry podari dostat sa na vedlajsi bod ako stoji, tak sa potom vie dostat na fubovolny bod $tvorcekovej
siete. Podme to ukézat. Jerry spravi postupnost krokov: [0,0] — [12,5] - [-1,5] = [11,0] = [6,12] — [1,0]
Rieseni je niekolko, ja som si vybrala jedno na 5 krokov (je to najkratsi pocet krokov?). Jerry sa podarilo dostat
zbodu [0, 0] na vedlajsi bod [1,0]. Stvoréekov4 siet je symetricka, a teda obdobnym spdsobom sa Jerry moze
dostat aj na body: [0,1],[-1,0],[0,—1] (aké by bola postupnost krokov pre bod [0, —1]?).

2.2 Komplikovanu Mame Stranku (x < 2) opravovali Kika a Marek
Zadanie. Kubko sa registruje na internetovii stranku. Aby dokdzal, Ze nie je robot, musi ndjst usecky rovnakej
dizky.

V trojuholniku ABC plati| < BAC| = 60°. Nech N je priesecnik priamky AC a osi strany AB a nech M je priesecnik
priamky AB a osi strany AC. Dokdzte, Ze |CB| = |MN)|.

Na to aby sme dokaézali, ze |CB| = |[MN|, mdzeme napriklad dokazat, Ze trojuholniky ANM a ABC st zhodné.
Lahko si hned vS§imneme, ze v uhle pri vrchole A sa zhoduju, pretoze to je ten isty uhol. Tak a teraz to uz bude
trosku zlozitejsie, ale podme na to!

Usecka a jej os st na seba kolmé. Ak si ozna¢ime priese¢nik osi strany AB a strany AB ako X, tak | < AXN]| = 90°.
V trojuholniku AXN vieme dopocitat treti uhol ako | < ANX| = 180° — 90° — 60° = 30°. Teraz sa pozrime na
trojuholniky AXN a BXN. Stranu XN maju spolo¢nu. Body X a Nlezia na osi strany AB, a teda st od bodov A a
B rovnako vzdialené, z ¢oho vieme, ze |[AX| = |XB| a |AN| = |NB|. Trojuholniky AXN a BXN su zhodné, pretoze
sa zhoduju v troch strandch. Potom | < ABN| = 60° a | < XNB| = 30°. Mozeme si v§imnut, ze velkost uhla ANB
je tiez 60°, pretoze | < ANB| = | < ANX]| + | < XNB| = 30° + 30° = 60°. Trojuholnik ANB je rovnostranny, teda aj
|AB| = |AN|. Obdobné uvahy mozeme spravit pre trojuholnik AMC, ktory je tieZ rovnostranny a |AC| = [AM].

Pre trojuholniky ANM a ABC plati, Ze |AB| = |AN|, |AC| = |[AM]| a | < NAM| = | < BAC|. St zhodné podla vety
sus. Zhoduju sa aj dlzky zvy$nych zodpovedajucich stran, teda |CB| = [MN].
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2.3 KricCiace Mimozemské Stvorenia (x < 3) opravovali Jerry a Lubo

Zadanie. V kruhu je 100 zelenych mimozemstanov, kazdy z nich ma 100 tabletov. V rdmci jedného tahu lubo-
volny mimozemstan zoberie niekolko svojich tabletov a rozdeli ich medzi ostatnych mimozemstanov (nie nutne
rovnomerne a nie nutne medzi vietkych). Po akom najmensom pocte tahov vedia mimozemstania docielit, aby
Ziadni dvaja z nich nemali rovnaky pocet tabletov?

Na zaciatok si potrebujeme uvedomit toto: Ak na konci mdme n mimozemstanov, ktori maji menej ako 100
tabletov, museli ich darovat. KedZze tablety sa daju “stratit” iba pocas tahu daného mimozemstana vieme, ze
pocet tahov musel byt aspon n.

Pozrime sa, kolko najviac tabletov mdze tychto n mimozemstanov stratit a kolko minimalne musi zvy$nych
100 — n mimozems§tanov prijat.

Vezmime od nasich » mimozemstanov ¢o najviac tabletov. Najlepsie by pre nas bolo od kazdého zobrat 100
tabletov, ale kedZe na konci chceme mat jedine¢né pocty, zoberieme od nich postupne 100,99, 98, -+, 100— (1 -
1) tabletov. V§imnime si, Ze sicet tabletov, ktoré dal prvy a posledny mimozemstan z nasich n» mimozemstanov
je rovnaky ako sucet tabletov, ktoré dali druhy a predposledny mimozemstania z nasich n mimozemstanov, atd.
Lahko si teraz spocitame, Ze celkovy pocet darovanych tabletov je:

(100+100~-(n—-1))-n (201 -n)-n
2 - 2 '

Pouzili sme vlastne sucet ¢lenov aritmerickej postupnosti.

Skusme sa teraz zamysliet nad tym, kolko tabletov musi zvy$nych 100 — » mimozemstanov dostat, aby mali
kazdy tiez jedine¢ny pocet. Budeme mat teda zvy$Snych mimozemstanov, ktorym sme darovali postupne
0,1,2,---,100 — n — 1. Celkovy pocet tabletov, ktory musia dostat si vieme spocitat analogicky ako v pred-
chadzajucej Casti a vyjadrit nasledovne:

(0+99-n)-(100-n) (99-n)-(100-n)
2 - 2 '

Uvedomme si, ze musi platit, Ze pocet tabletov, ktoré moze 100 — n mimozemstanov dostat, musi byt urcite
mensi alebo rovny poctu tych, ktoré moze n mimozemstanov darovat. RieSme preto nasledujicu nerovnicu:

(201 -n)-n S (99 -n)- (100 - n)
2 B 2 '
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To si vieme prepisat ako:

n> —200n + 4950 < 0.

Ci uz budeme skuasat dosadzovat hodnoty alebo pouZijeme vzorec na vypocet korefiov kvadratickej rovnice
zistime, Ze n = 28 je e$te malo, ale n = 29 nam uz sta¢i. Ukdzme si, Ze to naozaj ide — 28 mimozemstanov
daruje postupne 100, 99, .. 73 tabletov, vsetci ich daruju 29. mimozemstanovi. Po 28 tahoch ma on vela
tabletov, ktoré rozdeli medzi ostatnych tak, zZe im daruje postupne 0, 1, ... 70 tabletov a vSetci budu mat rozny
pocet.

Zistili sme, Ze najmensi pocet tahov je 29.

2.4 Ktoré Mame Strany? («x < 4) opravoval Adam

Zadanie. Bea sivytlacila v KMS-ku skriptd, ktoré majii 2003 strdn s ¢islami 1, 2, ..., 2003. Skriptd vsak neddvajii
zmysel, preto si musi z nich vybrat tie spravne strany.

Ndjdite najvicsiu takii mnoZinu A, ktord je podmnoZinou mnoziny {1,2,...,2003} a neexistujii dva prvky a, b
mnoZiny A, pre ktoré je Cislo a + b delitelné cislom a — b.

Zac¢nime v malom. Mdze hladana mnozina obsahovat dve po sebe iduce ¢isla? Keby mohla, ich rozdiel by bol
1. Problém je, Ze 1 deli vSetky prirodzené ¢isla, a teda bude urcite delit aj ich stucet, preto Ziadne dve po sebe
iduce ¢isla v hladanej mnozine nebudu.

Podme dalej - moze hladana mnozina obsahovat dve ¢isla s rozdielom 2? Keby ano, ich stcet by nesmel byt
delitelny dvomi. Lenze dve ¢isla s rozdielom 2 st bud obe parne, alebo obe neparne. Ked'ich s¢itame, vysledok
bude vzdy parny. Takze nie, ani dve ¢isla s rozdielom 2 v hladanej mnozine nebudu.

Dalsia re¢nicka otazka asi nikoho neprekvapi - méze hladand mnozina obsahovat dve ¢&isla s rozdielom 3?
Rozoberme si tak ako doteraz ich delitelnosti. Ak by boli tieto ¢isla delitelné tromi, aj ich sucet by bol delitelny
tromi a delil by ho potom aj ich rozdiel (ktory je rovny 3). Vyskusajme zvy$ok po deleni trojkou rovny 1, teda
¢isla 3k + 1 a 3k + 4. Ich stucet bude 6k + 5, ¢ize nebude delitelny tromi. Hurd, nasli sme konec¢ne nejaké ¢isla,
ktoré mozu byt v hladanej mnozine!

V prvych dvoch odsekoch sme zistili, Ze najlepsie, ¢o vieme dosiahnut, je mnozina obsahujtca kazdé tretie
¢islo z povodnej mnoziny. Kazdé tretie ¢islo znamena, ze ostanu ¢isla vo forme 3k, 3k + 1 alebo 3k +2. V
trefom odseku sme zahodili moznost 3k a v moznosti 3k + 1 sme zistili, Ze po sebe nasledujice dvojice ¢isel
funguju. Vedeli by ale fungovat vsetky? Podme to zistit — ked od¢itame ¢isla 3k + 1 a 3] + 1 ich rozdiel bude
delitelny tromi (zvysky 1 po deleni tromi sa navzdjom zrusia). Ich sucet bude 3(k + ) + 2, preto ur¢ite nebude
delitelny tromi, teda ani ich rozdielom. Podmnozina p6vodnej mnoziny obsahujtca ¢isla 3k + 1 bude preto
cela vyhovovat podmienke zo zadania (rovnako viete ukazat, Ze bude fungovat aj podmnozina s ¢islami 3k +2).
Lahko si uz teraz dopocitame kolko prvkov ma tato podmnozina. Je to pocet véetkych prirodzenych ¢isel zo
zvyskom po deleni tromi rovnym 1. Tych je 668 a to je aj maximum, ktoré sa da dosiahnut.

2.5 Komunikujeme Medzi Sebou (x < 7) opravoval Dominik

Zadanie. Vediici Trojstenu pouzivajii na komunikdciu tri rozne socidlne siete: Facebook, Google Hangouts a
Slack. Kazda socidlna siet funguje nasledovne. Kazdy vediici md na nej niekolko priatelov. Priatelstvd st vzd-
jomné. Profil kazdého vediiceho md nejakui farbu, nemusi byt rovnakd na vsetkych socidlnych sietiach. Pre farby
profilov plati, Ze profily vediicich, ktori sii priatelmi, musia mat roznu farbu. Dalej vieme, Ze na Facebooku staci
vediicim 42 farieb, na Hangouts 47 farieb a na Slacku 17 farieb.

KedZe vediici majui chaos v socidlnych sietach, zaloZili si vlastnu siet — Perfektne Organizovany Komunikacny
Elektronicky Chat (skratene POKEC). Kazdy vediici tam mad za priatelov svojich priatelov zo vsetkych troch po-
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vodnych sieti. Na POKEC-i platia rovnaké pravidla pre farby profilov. Dokdzte, Ze profilom vediicich na POKEC-i
staci 33 558 farieb, a to bez ohladu na to, kolko je vediicich a ako sa na jednotlivych sietach priatelia.

Pri rieSeni tloh, ako je tato je dolezité uvedomit si, ze nezalezi, kolko vedicich ma rovnaku farbu na ktorej
sieti, aké farby pouzivame, ani na tom, Ze ich niektori tolko ani nerozozname. Potrebujeme len ukazat, ze
pre zadany pocet farieb (v nasom pripade 33 558) a dané pravidla ich rozdelovania urcite dostaneme spravny
vysledok.

Zatali by sme jednoduchym pozorovanim. Cislo 33 558 moze vyzerat ndhodne, ale ako to uz byva, néhodné
nie je. Plati totiz 33558 = 42 - 47 - 17. Tieto ¢initele st poctami farieb vyuzivanych na pévodnych sietach.

Na zaklade pozorovania dostavame myslienku, ktora by mohla viest nase rieenie — ak by sme kazdej trojici
farieb pridelili jednu farbu na POKEC-i, potom by na POKEC-i bolo prave 33558 farieb. To nam v$ak na
kompletné riesenie nestaci. Napad je to dobry, ale este potrebujeme ukézat, Ze takéto priradenie farieb splna
pravidla zo zadania.

Ak su dvaja veduci priatelia na POKEC-i (a teda maji na POKEC-i r6znu farbu profilu), museli byt priatelmi
na niektorej z povodnych sieti, z ¢oho vsak vyplyva, ze museli mat aspon jednu z trojice farieb réoznu. Avsak
pre dve rdzne trojice pdvodnych farieb mame roznu farbu na POKEC-i, a teda pravidla st zachované.

Ak dvaja veduci nie su priatelmi na POKEC-i (a teda na nom maju rovnaku farbu profilu), nemohli byt pria-
telmi ani na Ziadnej z pévodnych sieti. Teda mohli mat na kazdej z nich priradent rovnaku farbu. Z toho ale
vyplyva, Ze celd trojica ich farieb bola rovnaka, a teda aj na POKEC-i budu mat podla nasho systému rovnaka
farbu profilu. Ziadne farby navyse takto nevzniknu a pravidla s zachované.

KedZe nas iny typ vztahov medzi veducimi pri rieSeni tejto ulohy nezaujima a pre vsetky dolezité typy vztahov
su pravidla pri 33 558 farbach zachované, riesenie je kompletné.

2.6 Ked Meskaju Spoje opravovali Marian a Gianetta

Zadanie. Aria nestiha, taxi zavolala tak si. Z dispecingu jej povedali, Ze bude ¢akat n - 2"+! + 1 minut. Ale Ana
moze cakat len Stvorcovy cas. Ktoré casy su pre Aniu vhodné?

Najdite vietky kladné celé ¢isla n, pre ktoré je ¢islo n - 2"*1 + 1 druhou mocninou celého Cisla.

Najprv si dokazeme pomocné tvrdenie: Pre vietky celé ¢isla p > 3 plati
p+2<2P.
Doékaz urobime matematickou indukciou podla p. Pre p = 3 to plati. Nech to plati pre nejaké p. Potom

(p+1)+2<2P +2<2.20 =2/,

Riesenie samotnej ulohy: Hladdme také kladné celé ¢islo n, Ze existuje celé ¢islo a tak, aby platilo
n-2" 4 1=a%

Zrejme n = 1, n = 2 nevyhovuje. Pre n = 3 dostaneme a = 7. DokaZeme, Ze uloha Ziadne dalsie rieSenie nema.
Nech existuju celé ¢isla a, n ktoré vyhovuju ulohe. Nech n > 4. Zrejme a je neparne, teda a = 2k + 1, k je celé
¢islo. Po dosadeni do rovnice mame

n-2" = g2 — 1 =4 + 4k.
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Po uprave

n-2"t=k*+k=(k+1)k
Z ¢isel k a k+1 moze byt parne iba jedno. Nech je parne k, nech k = g-2?, pricom p, g st celé ¢isla, g je neparne.
Potom

n-2"t=q-20-(q-2"+1).
Na lavej strane rovnice je aspon n—1 krat ¢islo 2 (ak je n parne, tak aj viac), na pravej presne p krat.To znamena,
zen—1<p. Potom

n-2"t<(p+1)-2P <2020 <q-20-(q-2° + 1),

¢o je spor (pouzili sme pomocné tvrdenie).

Nechje k + 1 = g- 27, kde g je neparne. Potom podobne ako v prvom pripade
n- 2"t < (p+1)-22<(2P-1)-20<q-20-(q-2° - 1),
¢o je opdt spor. Preto je jedinym rieSenim tlohy »n = 3.

Uloha nebola prili§ tazka, len si bolo treba uvedomit, ¢o chceme aby platilo a ako to dostat.

2.7 Krasne Mudre Sle¢ny opravoval Juro

Zadanie. Ked Slavo v tilohe 8 nasiel telku, skusil ju spustit. Na programe Jedinecné Obrazové Juchuchu (JOJ)
premietaju novii reality Sou, Zamend dam. Prebieha na Sachovnici 8 x 8. Na zaciatku sii v prvom rade ddamy v
bielych KMS trickdch a v 6smom rade sii damy v modrych kms trickdch. Nasledne sa damy hybu v tahoch (ako
Sachové damy), v kazdom tahu sa pohne prave jedna dama, farby triciek hybajucich sa dam sa striedaju. Aky je
minimdlny pocet tahov, po ktorom budii v prvom rade vsetky damy s modrymi a v 6smom rade vsetky damy s
bielymi KMS trickami?

Riesenie je 23. Kazdé spravne rieSenie ma obsahovat konstrukciu na 23, no a dokaz, Ze to nejde na mene;j.

Dokaz ze to nejde na menej: Ako prvé vyrieSme iba damy v rohoch. Je jasné, Ze na menej ako 4 tahy nevieme
tieto damy umiestnit na druhu stranu - kazdd dama sa predsa musi aspon raz pohnut. Taktiez tieto damy
nejdd vymenit iba na 4 tahy, pretoze niektora z nich sa musi pohnut ako prva, no ale v tejto faze nemdze prist
az na druhd stranu $achovnice - jediné dve miesta, kam by mohla dojst, st predsa zabrané. Na 5 tahov to uz ale
ide — ozna¢me si policka $achovnice ako na obrazku. Potom sta¢i pohnut ddmami takto: A1 — B2, A8 — Al,
H1 — A8, H8 — H1, B2 — HS.

7 |al | b7 |c7|d7 |el |7 [g7|h7

6 |ab | b6 | c6 | d6 | e6 | 6 [ g6 | h6

5|ab | b5 ) ch|d5|[es | f5 | gh|hs

4 (a4 | b4 |cd | dd [ed | f4 | g4 | hd

3[a3|b3|ec3|d3[e3 | f3]|g3|h3

2 (a2 |b2|c2|d2|e2|f2|g2]|h2
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Teraz si poparujme zvy$né damy - spravme dvojice dam tak, Ze jedna dvojica bude oproti sebe (damy st inej
farby). Hlavna myslienka je tato: tieto dve damy potrebuju spolu urcite aspon tri tahy aby sa dostali na cielent
druht stranu. Preco? Jedna z nich sa musi pohnut ako prva, no ale jediné miesto kam sa vie dostat na druhej
strane jednym tahom je prave to miesto, kde stoji td druhd ddma. Inak povedané, jedna z nich sa musi uhnut
tej druhej, ale nemoze sa posuntt az na druht stranu $achovnice. Teda aspon jeden krok spravia navyse.

Ked si to spocitame, $tyri rohové damy spravia aspon 5 tahov, zvy$nych 6 dvojic kazda spravi aspon tri tahy,
spolu5+6-3 =23.

Konstrukcia na 23: rohové ddmy posunieme ako sme opisovali pred tym. Stvoricu dam oproti sebe presuntit
sice nejde, lebo by sa musela jedna farba pohnut dva krat po sebe. Po chvilke hrania sa zistime, Ze to ale spravit
nasledovne:

B8 ~ F4, Bl — B8, C8 — G4, C1 ~ C8, D8 ~ B6, D1 ~ D8.
G4+~ D1, Gl - C5, F4— C1, F1 = B5, G8 = G1, E1 » G3,
E8 — E1, B5 = E8, B6 — B1, G3 ~ G8, F8 — F1, C5 — F8.

Pekne to graficky znazornil ucastnik Lukds Gaborik na tomto odkaze.

2.8 Konzervovany Mokry Spotrebic opravoval Akos

Zadanie. Slavo nasiel v potoku stary televizor zapadnuty prachom. Vsimol si, Ze do prachu na obrazovke sa
dobre kresli, tak si ihned zacal kreslit.

Na strandch AB, AC trojuholnika ABC (|AB| # |AC|) leZia body D, E tak, Ze |BD| = |CE|. Druhy priesecnik
kruznic opisanych trojuholnikom ABC a ADE oznac¢me X. Druhy priesecnik kruznic opisanych trojuholnikom
ABE a ACD oznac¢me Y. DokdZte, Ze | < XAY| = 90°.

Najprv si ukdzeme, Ze X je stred oblitku BC obsahujticeho A.Tento bod nazyvame Ny, je to takzvany Antigvré-
kov bod v trojuholniku ABC. Uvazujme trojuholniky Ny DB a N4EC. Strany NyBa N, C st rovnako dlhé, a tiez
strany DB a EC st rovnako dlhé. Dalej z tetivovosti AN, BC vieme, Ze uhly medzi nimi (< DBN, a <ECN,)
su tiez rovnaké. Trojuholniky ECN, a DBN, st zhodné, teda aj podobné. To dalej implikuje podobnost troj-
uholnikov CBN, a EDN,, teda nakolko bol uhol | < BN4C| = a, je aj | < DN4E| = a. Potom je ale $tvoruholnik
AN, DE tetivovy. Teda naozaj plati, ze N je priese¢nik kruznic ABC a ADE. Teda N = X. Viimnime si, ze
teraz nam staci ukazat, Zze Y lezi na osi uhla BAC, pretoze o bode X je zname, Ze lezi na osi vonkajsieho uhla. !

Tak ako na to? Mozeme napriklad uvazovat stredy Z a W kruznic opisanych trojuholnikom ADCa ABE. Ideme
si ukazat, ze ich spojnica je kolma na os uhla pri vrchole A, pretoze druhy priese¢nik je obrazom A-c¢ka podla
priamky ZW. A to nejak plati. Staci si nam iba v§imnut, Ze ak sa pozrieme na rovnobeznik tvoreny osami
useciek AB, AD, AC, AE, tak kvoli rovnosti |BD| = |EC| tie dvojice rovnobeznych priamok budd mat rovnaké
vzdialenosti. To ale prave znamena (premyslite si!), Ze je to kosostvorec. To ale znamena, Ze trojuholnik WOZ
je rovnoramenny, s uhlom 180° — & pri vrchole O. Z toho plynie, ze spojnica WZ, ktora je osou uhla pri
vrchole W musi byt kolma na os uhla BAC, pretoze ak otocime ten kosostvorec o 90°, tak jeho strany budu
prave rovnobezné so stranami AB, AC, pretoZe strany koso$tvorca su osi useciek leziacich na spominanych
priamkach AB, AC. To ale znamena, Ze aj oto¢enim osi uhla pri vrchole W dostaneme niec¢o rovnobezné s
osou uhla pri A. A prave toto sme chceli ukazat, sme hotovi, AX a AY st naozaj kolmé.

'Vid napriklad https://mks.mff.cuni.cz/archive/36/uvod2s.pdf
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2.9 Kruty Miro Sabotér opravoval Miro

Zadanie. Tomds a Tomds si stavajii vezu z dominovych kociek. VeZa pozostiva z niekolkych poschodi a na
kazdom poschodi sa nachddza niekolko kociek. Na zaciatku veza pozostdava z jedného poschodia obsahujiiceho
jednu kocku. Hru zacina Tomds a ndsledne sa s Tomdsom striedaju v tahoch. Hru vyhrdva Tomads, ktory ako
prvy postavi 42. poschodie. V jednom tahu spravi Tomds na tahu prave jednu z nasledovnych moZnosti:

1. Vyberie si poschodie, na ktorom je aspor jedna kocka, a pocet kociek na tomto poschodi strojndsobi.
2. Vyberie si poschodie, na ktorom je aspori jedna kocka, a prida tam 5 kociek.

3. Pokial’je na najvrchnejsom poschodi pocet kociek delitelny 17, moZe vytvorit nové poschodie, na ktoré ulozi
jednu sedemndstinu kociek z poschodia pred nim.

Ked uz ich veza mala 17 poschodi, prisiel Miro, vezu im zbtiral a zadal im nasledovnii tilohu: Ndjdite vsetky
funkcie f: R — R také, Ze pre lubovolné dve redlne Cisla x, y plati

fx+ ) —xy+y*) = +y’.

Po chvilke zamyslenia zistime, Ze ak hru niekto mdze vyhrat, tak je to Tomas. Tak podme na to.

Predpokladajme ze Toma$ mad vitaznu stratégiu, lahko si rozmyslime, Ze potom uz musi platit velmi jednodu-
cho BUM!!, PRASK!, TRESK!!!, !l...

Hmmmmmmm, vezu uz nevidime, rieSenie nema zmysel, tak podme aspon najst zmysel funkcionalky.

Na zaciatok dosadme? postupne [0,0],[1,0]:
f0)f(0) =0,
ADAL) =1.
Z prvého vidime, e f(0) = 0, a z druhého, ze f(1) = +1. Dalej dosadenim [x, 0], [x, x]:
fl)f(x?) =+,
f(2x)f(x*) = 2x°.

*[a, b] bude znacit dosadenie x = a,y = b
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Z prvej rovnosti vidime, Ze ak x # 0 tak f(x) # 0. To ndm umozni dat beztrestne do rovnosti vyrazy f(x?) z
oboch rovnic, za predpokladu x # 0:

2x3 x3

i )y
2(x) = f(2x)

a zaroven ur¢it, ze funkcia musi byt nepdrna (s vyuzitim dosadenia [-x,0], f(0) = 0 a za predpokladu x # 0):

f(=x) =

——y = ).

ﬂz) ()

Dalsi krok bude vsimnuit si rovnost x° + y* = (x + y)(x2 — xy + y*). Zvolenim [x, 1 — x] dosiahneme x+y =1, a
teda dosiahneme rovnaké vyrazy, s ktorymi sa da dalej pracovat:

AN -x(1-x)+(1-x)*) =x"—x(1-x) + (1 - x)?,
ADABK* -3x+1) =3x* - 3x + 1.

Defini¢ny obor funkcie 3x> — 3x + 1 je (1/4,00). Predpokladajme teraz, 7e f(1) = 1. Pre t > 1/4 mdzeme
spravit substiticiu 3x? — 3x + 1 = t a z toho mame f(t) = ¢ pre t > 1/4. To vieme rozsirit na véetky kladné &isla
vyuzitim vztahu 2f(x) = f(2x). Najprv na interval (1/8, 1/4), nasledne na (1/16,1/8), ... (v poriadnom dokaze
vyuzijeme indukciu). S vyuZitim neparnosti a f(0) = 0 dostdvame f(x) = x. Podobne pre f(1) = -1 dostdvame

flx) =~

Skaskou overime, ze funkcie f(x) = x a f(x) = —x st naozaj rie§eniami.

2.10 Kam Miro Smeruje? opravoval Jozo

Zadanie. Miro sa stratil v Bermundskom ostrouhlom trojuholniku GPS. Rozhodol sa pouzit GPS, no td v troju-
holniku GPS funguje netrividlne. O svojej polohe sa dozvedel nasledovné: Bod M je stred strany GP a I je pita
vysky na stranu GP. Predpokladajme, Ze R a O su body v opacnej polrovine danej priamkou GP nez bod S také,
Z2e GR L SR, PO 1 SO a |<PSO| = |<GSR|. Dokdzte, ze Miro sa to¢i do kolecka, t. j. ze MIRO je tetivovy
Stvoruholnik.

Ozna¢me si | < GSP| = a a |<PSO| = |< GSR| = ¢. Dalej si ozna¢me stredy stran SP a SG postupne K, L. Vdaka
pravym uhlom GRS a GIS lezia body S, G, R, I na kruznici so stredom v bode L. Podobne, body S, P, O, I lezia
na kruZnici so stredom v bode K. Vdaka obvodovym uhlom v tychto kruzniciach mame | < GIR| = |< GSR| =
¢ = |<PSO| = |<PIO|. Z toho vidime, Ze priamka GP je osou vonkajsieho uhla RIO. Aby sme ukdzali, ze
MIRO je tetivovy $tvoruholnik, staci nam ukazat, Ze bod M lezi na osi strany RO, teda ze bod M je antisvrkom
prisluchajiacim k bodu I v trojuholniku RIO, ktory lezi na kruznici jemu opisanej.’

KedZze LM je strednd priecka trojuholnika GPS, tak [LM| = |PS|/2 = |KS| = |KI|. Analogicky tieZ ziskame |[KM| =
|GS|/2 = |LS| = |LR|. Dalej z vlastnosti strednych priec¢ok vieme, ze | < GLM| = | < PKM| = a. Z obvodového
a stredového uhla zas mame | < GLR| = 2¢ = |<PKO|. Preto aj | <RLM| = a — 2¢ = |< MKO|. Dostavame tak,
ze trojuholniky RLM a MKO st zhodné podla vety sus. Preto |MR| = |[MO|, ¢o sme chceli dokézat.

*Je zndma vec, Ze v trojuholniku ABC sa os vonkajsieho uhla pri vrchole A a os strany BC pretinajti na opisanéj kruznici - dokazte
si to! Tento ich spolo¢ny bod sa neoficidlne nazyva antisvrkom. Viac si mdzete o iom precitat na na str. 34 v seriali PraSe Geometrie
trojuholnika.
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Dalgie rieSenia

Skoro kazdy riesitel tejto ulohy mal iné rieSenie. Preto sme vybrali hlavné myslienky tych rieSeni, ktoré nam
pripadali zaujimavé ¢i pouc¢né. V niektorych rieSeniach sme vynechali zistenia z prvého odseku riesenia vyssie.
Nasledovné riedenia vyuzivaju geometrické zobrazenia. Pokial ich nepoznate, docitate sa o nich v seriali PraSe
Geometrickd zobrazeni.

e Nech G’ = Sz(G) (takto budeme dalej znacit obraz bodu G v stredovej sumernosti so stredom R) a
P’ = So(P). Trojuholnik SGP’ sa v otoceni so stredom S o uhol 2¢ zobrazi na trojuholnik SG'P. Preto
priamky GP’ a G'P zvieraju uhol 2¢. Potom uz len dopocitame, ze |< RMO| = 180° — (|< GMR| +
| < PMO|) = 180° — (| < GPG'| + | < PGP'|) = 180° - 2¢.

o Definujeme si bod L ako priese¢nik kruznice opisanej trojuholniku RIO a usec¢ky GP a ukazeme, ze
L = M.* Rovnoramenné trojuholniky RLO a SKO st podobné (uu), preto existuje Spiralova podobnost
so stredom v bode O, ktora zobrazuje jeden na druhy. KedzZe $piralova podobnost ,.chodi po dvoch®, tak
existuje aj $pirdlova podobnost so stredom O zobrazujtca RS na LK. Preto | < LKO| = |[<RSO| = a - 2¢
a|<LKP|=|<MKP| = a.

« Ozna¢me A = Si(S) a B = Sp(S). Rovnoramenné trojuholniky SGA a BPS st podobné. Body O, M, R
su stredy spojnic zodpovedajticich si bodov. Preto vdaka kizaniu je s nimi podobny aj trojuholnik OMR
a|<RMO| = 180° - 2¢.

V ulohe sa dali najst aj dalSie pekné kruznice:

 Na priamkach SR a SO zvolme postupne body X a Y tak, aby SR L XPa SO L YG. Bod M lezi na osiach
rovnobezkovych pasov GY, PO a GR, PX. Da sa ukazat, ze M je stred kruznice opisanej stvoruholniku
ROXY. Ide to cez mocnost bodu S k tejto kruznici alebo vyuhlenim | < RYO| = | < RXO| = 90° - ¢.

Napokon, ukazat tetivovost stvoruholnika MIRO bolo mozné cez to najpriamociarejsie kritérium — ukazat, ze
sa osi jeho stran pretinaju v jednom bode, teda, Ze existuje bod, ktory ma od vsetkych jeho vrcholov rovnako
daleko. Dajte si vSak pozor, takyto pristup moc ¢asto nefunguje :).

“Takéto preformulovanie tlohy je celkom vhodné a pomdze aj pri inych pristupoch riesenia. Lepsie sa pri rieseni vyuziva kruznica
ako stred strany.
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» Bodmi L a K prechadzaju postupne osi useciek IR a IO, ktoré sa pretinaju v bode X. Mozno ukazat, ze
LKX je rovnoramenny trojuholnik. Preto bodom X prechadza os usecky LK, ktora je totozna s osou
usecky MI (MILK je rovnoramenny lichobeznik).
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