Koreépondenény |\(Iatematicky Seminér

Vzorové rieSenia 1. série zimnej ¢asti 2004/2005

Uloha &.1: Obdlznikovy plitok mamutieho masa vdzil 6 kg. Rozdelili si ho traja praludia. Najprv obdlznik rozrezali
na dva kusy. Kratko na to jeden z nich znovu rozrezali na dva kusy. Oba tieto rezy boli rovné. Vznikli takto tri
trojuholniky a kaZdy praclovek si zobral jeden. Jeden z nich mal kus tazky ako aritmeticky priemer zvysnych dvoch.
Kolko vdzili kusy mdsa?

RieSenie: (opravovala Erika)

Najskor si sktisme predstavit, ako mohli praludia obdlznikovy kus misa rodzelit dvoma rovnymi rezmi na tri
trojuholniky. Po chvilke kreslenia zistime, Ze st tri rdzne moznosti, ktoré treba uvazit (pozri obrazok). Oznac¢me si
hmotnosti mésa postupne a, b, ¢, pricom a > b > c.

Zo zadania vieme, ze hmotnost jedného z kusov
a b a a maéisa je rovnd aritmetickému priemeru hmotnosti
c b b c zvysnych dvoch kusov. KedZze aritmeticky priemer
dvoch ¢isel je ¢islo medzi nimi, tak musi byt prie-
mer &isel a a ¢ rovny ¢islu b. Cize (a + ¢)/2 = b. Z rovnosti a + b+ ¢ = 6 kg dostavame a + (a + ¢)/2 + ¢ = 6 kg,
a teda a + ¢ = 4kg. Dosadenim do vys§ie spomenutej rovnosti dostavame b = 2 kg.

A ¢o dalej? Ked si v8imneme obrazky, zistime, Ze trojuholnik oznaceny a na kaZdom obrizku m& plochu rovni
presne polovici obdlznika, ¢ize aj jeho hmotnost je rovna polovici hmotnosti trojuholnika, preto a = 3 kg. Hmotnost
posledného kusu mésa je c = 6kg —a — b = 6kg — 3kg — 2kg = 1kg. Jednotlivé kusy mésa vazili 3kg, 2kg a 1kg.

c

Uloha &. 2: Na like nasli licne koniky plinik spolocenskej hry. Plinik bol podobnyj ako pri hre clovece. Na pldniku
bola uzavretd cesticka s polickami. Dalo sa teda hopkat dookola. Styri koniky sa postavili na styri za sebou idice
policka. Koniky vedeli skakdt prdve o Styri policka. Koniky sa chvilu hrali a skdkali v smere hodinovyjch rudiciek.
Ked skoncili, boli opdt na tiyjch istych Styroch polickach, z ktorych zacali. Zistite, ako vselijako mohli byt na konci
zoradené, ak viete, Ze na planiku bolo 14 policok.

Potom sa hrali ich Siesti kamardti, ktori vedia skdkat o 4, 5, 6, 7, 8 a 9 policok. Zacinali zo 4., 5., 6., 7., 8. a 9.
policka (bolo to Sest za sebou iducich policok). KaZdy zacinal z policka s takym c&islom, o kolko policok vedel skdkaf.
Plinik mal 2004 policok. Zistite, ako vselijako mohli byt na konci usporiadné, ak skoncili hru na tej istej sestici
policok, na ktorej zacinali.

Pozndamka: Pri tejto hre nezdlezi na poradi, v akom koniky skacu. V priebehu hry, nie vsak na konci, moZe stat
na jednom policku aj viacero konikov.

RieSenie: (opravoval Misko)

Najprv rozoberme prvy pripad, ked mame $tyroch konikov a 14 poli¢ok. Bez ujmy na vSeobecnosti mdZzeme pred-
pokladat, Ze koniky stoja na zaciatku na prvych Styroch polickach. Uvazujme teraz, kam vSade moze doskakat prvy
konik (teda konik stojaci na prvom policku). KedZe zacina na prvom policku (¢o je nepérne ¢islo), skdce o 4 policka
(¢o je parne ¢islo) a planik mé 14 policok (¢o je tieZ parne ¢islo), urcite nedoskoéi na policka s parnym ¢islom
(rozmyslite si preco). Teda na konci ur¢ite nebude stat na polickach 2 a 4. Na prvom poli¢ku za¢ina, teda na fiom
mdze skonéit (napr. tak, ze nebude skakat vobec). MoZe skoncit na trefom policku? Zjavne dno — dostane sa tam
po $tyroch skokoch (1. — 5. — 9. — 13. — 3.). Druhy konik za¢ina na parnom policku. Teda urcite nedosko¢i
na neparne poli¢ko. Z toho vyplyva, Ze urcite neskon¢i ani na poli¢ku 1 ani na policku 3. Na druhom policku ostat
mdZe a na $tvrté sa lahko dostane opét po $tyroch skokoch (2. — 6. — 10. — 14. — 4.). Podobne to bude aj s tretim
a Stvrtym konikom. Treti konik doskéce len na neparne policka, urcéite nedoskoc¢i na druhé ani na §tvrté policko.
Na trefom poli¢ku ostat moze a na prvé policko sa dostane po troch skokoch (3. — 7. — 11. — 1.). Stvrty konik
doskéce len na parne, na Stvrtom poli¢ku ostat moze a na druhé policko doskace po 3 skokoch (4. — 8. — 12. — 2.).

Zopakujme si teraz, kde moze ktory konik skondit:
1. konik na 1. a 3. policku.

2. konik na 2. a 4. policku.

3. konik na 1. a 3. policku.

4. konik na 2. a 4. policku.
Aké st teda vSetky mozZnosti kone¢ného usporiadania? Mame dve moznosti ako uloZit prvého a tretieho konika (bud
bude prvy konik na prvom poli¢ku a potom treti konik na tretom, alebo prvy konik na tretom a treti na prvom).
K tymto dvom moZnostiam mame 2 moZnosti ako mozu skondit druhy a stvrty konik. Teda celkovo budeme mat
4 moznosti a to tieto:
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1. konik, 2. konik, 3. konik, 4. konik;

1. konik, 4. konik, 3. konik, 2. konik;

3. konik, 2. konik, 1. konik, 4. konik;

3. konik, 4. konik, 1. konik, 2. konik.
A teraz druhy pripad. Ako v predchidzajicom pripade si rozoberieme, kde moze ktory konik skonéit. Cize nds
bude zaujimat, na ktoré z polic¢ok 4 az 9 mdze doskocit. Este predtym, ako za¢neme rozoberat jednotlivych konikov,
uvedomme si, ze akonahle konik po niekolkych skokoch doskod¢i na policko, na ktorom uz bol, dalej uz bude skakat
len na tie poli¢ka, na ktorych uz bol.
Konik na 4. policku: Skace o 4 policka. Zac¢ina na $tvrtom policku. Po prvom skoku doskoé¢i na 6sme policko.
Po dalom skoku skoc¢i na policko, ktoré nas uz nezaujima. No po dalsich 499 skokoch dosko¢i opat na Stvrté
policko (kedze 2004 je delitelné 4, bude konik po kaZzdom kole skdkat na tie isté policka).
Konik na 5. policku: Skace o 5 policok. Zacina na piatom. Postupne doskice na v8etky policka 4 az 9 a to takto:
5 —+10. - --- =+ 2000. 1. - 6. - 11. - --- = 2001. - 2. - 7. - 12. —» --- = 2002. 3. - 8 — --- =
2003. - 4. —» 9.
Konik na 6. policku: Skace o 6 policok. Zacina na Siestom. Kedze 2004 je delitelné 6, po kazdom kole doskédce na tie
isté policka. Teda nebude moct skondcit na inom policku ako 6.
Konik na 7. policku: podobne ako konik na piatom poli¢ku moéze skonéit na lubovolnom z poli¢ok 4 az 9. Bude
totiz skdkat takto: 7. — 14. —» --- — 2002. - 5. - --- — 2000. - 3. - 10. - --- - 1998. - 1. - 8 — --- —
2003. 6. —»---—2001. 4. - --- —1999. - 2. = 9.
Konik na 8. policku: Skice o 8 policok. Bude skdkat takto: 8. — 16. — 2000. — 4. — .- — 2004. — 8. KedZe uz
dosko¢il na dsme policko, na ktorom aj zacinal, dalej by skakal uz len na tie isté policka. Teda moze skoncit len na
Stvrtom alebo na 6smom policku.
Konik na 9. policku: Skice o 9. policok. Bude skdkat takto: 9. — 18. — --- — 1998. — 3. —» 12. — --- — 2001. —
6. — 15. = 2004. — 9. Opit dosko¢il na to policko, na ktorom zacinal a teda vSetky jeho dalsie skoky sa uz budia
iba opakovat.
Cize kde vsade modzu koniky skonéit?

4. konik na 4. a 8. policku.
. konik na 4. az 9. policku.
. konik na 6. policku.
. konik na 4. az 9. policku.
. konik na 4. a 8. policku.
. konik na 6. a 9. policku.
KedZe &iesty konik moze skonéit len na Siestom poli¢ku, musi deviaty konik skonéit na deviatom policku (nemdzu
skon¢it na tom istom). Ak by piaty alebo siedmy konik skonéili na Stvrtom alebo 6smom policku, potom by jeden
z konikov 4 a 8 nemal kde skoncit. Preto koniky 5 a 7 mézu skonéit len na piatom alebo siemom policku a teda
koniky 4 a 8 budt na $tvrtom alebo na dsmom. Mame teda 4 moZnosti (dve moZnosti ako mézu skonéit koniky 5
a 7 a dve moznosti ako mozu skoncit koniky 4 a 8) a to su tieto:

4. konik, 5. konik, 6. konik, 7. konik, 8. konik, 9. konik;

8. konik, 5. konik, 6. konik, 7. konik, 4. konik, 9. konik;

4. konik, 7. konik, 6. konik, 5. konik, 8. konik, 9. konik;

8. konik, 7. konik, 6. konik, 5. konik, 4. konik, 9. konik.

© 00~ O Ot

Uloha &.3: Majme pravidelnyj Stvorboky ihlan so Stvorcovou podstavou ABCD a wvrcholom V. Oznacme K stred
hrany AB. Bod L je v 1/9 hrany CD, blizsie k bodu C. Bod M je v 1/4 hrany BV, blizsie k bodu V. Bod N je
v 1/4 hrany CV, blizsie k bodu V. Porovnajte dizku dvoch ciest z K do N:

a) |[KL| +|LN]|
b) |K M|+ |MN].

RieSenie: (opravoval Kubo)

Najskor by som rad upozornil na to, ze velkd ¢ast z vas pocitala tento priklad prilig
zlozito, teda zbyto¢ne vy¢islovali dizku jednotlivych stran, a pritom ich stacilo iba
porovnat.

Lahko (napr. aj z obrdzku) sa d4 vS§imnuat, ze bude asi platit |[KM|+ |[MN| <
< |KL|+|LN|. Aby sme to dokéazali, staci ukazat, ze |[KM| < |LN|a|MN| < |KL|.
MN je $tvrtinova priecka trojuholnika BC'V, preto |M N| = |BC|/4 < |BC]|. |BC|
je najkratsia spojnica tseciek AB a C'D, teda ina spojnica — K L — tychto useciek,
urCite nie je kratsia, takze |KL| > |BC|. TakZe méme |MN| < |BC| < |KL|.
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14 Teraz dokézeme, ze |K M| < |LN|. Zrejme trojuholniky ABV a DCV st zhodné,
a tak si ich mozeme obidva nakreslit do jedného obrdzku (pozri obrazok) tak,
M =N Ze splynt body B a C, Aa D, M a N. V tomto novom (oznacenia bodov, ktoré
sa pouzivaju dalej vo vypocte sa uz tykaju prave tohto trojuholnika a nie po-
vodného ihlana) trojuholniku ABV si dokreslime na strane AB eSte jeden bod O
tak, aby platilo, 7e AB L NO. Lahko zistime dizky |KO| a |LO|. Z podobnych
trojuholnikov VK B a M OB mame

A=D KO L B=C KO| = {IKB| = £ 4B,

19
takze  |LO| = |KB| - |KO| - |LB| = = |4B

Odtial vidime, 7e |KO| < |LO|, teda aj |[K M| < |LN]|, ¢o vidno z pravouhlych trojuholnikov KOM a LON.
A to je cely dokaz. Nebolo nutné robit ziadne zloZité vypoéty a zbytocne sa v nich zamotat. ..

Uloha &.4: Na ostrove piadimuzikov zaviedli novi menu. V novej mene platia takéto mince: 1 LI = 10 LILI,
1 LILI = 10 LILILI a 1 LILILI = 10 LILILILI. Zistite, kolko je spdésobov, ako v LI, LILI, LILILI a LILILILI
zaplatit sumu 2004 LILILILI

Riefenie: (opravoval Sesfo)

Aby sa ndm lepsie rozpravalo, nazvime si LI tisickou, LI LI stovkou, LI LI LI desiatkou a LI LILILI jednokorunou.
Mame zaplatit sumu 2004 kortin. Najprv si uvedomme, Ze tie posledné $tyri koruny nemozeme zaplatit inak ako
jednokorunami. Preto nam staci zistit, kolkymi sposobmi sa da zaplatit 2000 korin.

Najvicsia bankovka je tisicka. Na zaplatenie 2000 kortin mézeme pouzit 0, 1 alebo 2 tisicky. Viac uz nemdzeme.
Podme sa blizsie pozriet na jednotlivé moznosti. Prvd moznost je jednoducha. Ak pouzijeme dve tisicky, mame celti
sumu a uZ sa ni¢ iné neda robit. Teda mame prvi moznost (2 LI a4 LILILILI).

Teraz si predstavme, ze pouzijeme iba jednu tisicku. Ostavaja nam uz len stovky, desiatky a jednotky na zaplatenie
1000 kortin. Na to mdZeme pouZit postupne 10,9,8, ..., 1,0 stoviek. Ak pouZijeme 10 stoviek, mame celi sumu, to
je 1 moznost. Ak pouzijeme iba 9 stoviek, ostava ndm zaplatit 100 kortn desiatkami a jednotkami. Mozeme pouZit
10 desiatok a 0 jednotiek, alebo 9 desiatok a 10 jednotiek, ..., az nakoniec 0 desiatok a 100 jednotiek. Teda ak
pouzijeme 9 stoviek, madme 11 moznosti. Ak by sme pouzili iba 8 stoviek, musime zaplatit 200 kortn desiatkami
a jednotkami. MoZeme na to pouzit 20 aZ 0 desiatok a zvySok zaplatit jednotkami. Teda mame 21 moznosti. Takto
pokracujeme dalej. Pri 7 stovkich budeme mat 31 moZnosti, pri 6 stovkdch 41 moZnosti, ..., az pri 0 stovkach
bude 101 moznosti. Teda zatial mdme 1+ (1 + 11+ 21+ --- +101) = 562 moznosti.

Na zaver sa dostaneme k moznosti, Ze budeme mat 0 tisicok. Teraz musime zaplatit celych 2000 kortn len pomocou
stoviek, desiatok a jednotiek. Podobne ako v predchadzajicom pripade mozeme pouzit 20 az 0 stoviek. Ak pou-
zijeme 20 stoviek, mame celtl sumu. Ak pouZijeme 19 stoviek, ostava zaplatit 100 desiatkami a jednotkami, ¢o je
11 moZnosti (pozri vyssie). Ak pouZijeme 18 stoviek, ostdva 200 korin na desiatky a jednotky, ¢o je 21 moZnosti.
Nakoniec, ak pouZijeme 0 stoviek, musime zaplatit 2000 korin len jednotkami a desiatkami. MdZeme pouZit 200,
199, az 0 desiatok, zvySok zaplatime jednotkami. To je spolu 201 moznosti. Teda ak pouzijeme 0 tisiciek, mame
14+11+21+431+---4 201 = 2121 moznosti.

Preto je spolu 2121 + 562 = 2683 moznosti, ako mdzeme zaplatit 2004 LILILILI pomocou LI, LILI, LILILI
a LILILILI.

Uloha &. 5: Skupinka troch turistov idicich ryjchlostou 6 km/h a jeden cyklista idici rijchlostou 30 km/h sa vybrali
na cestu z dediny A do dediny B, ktoré si vzdialené 45 km. Neznie to dobre, ale je to tak. Cyklista moZe odviezt
jedného cestujiceho. Ndjdite nagkratsi cas, za aky celd partia moZe dorazit do dediny B a spdésob, ako tento cas
dosiahnut.

RieSenie: (opravovali Pista a Jozef)

Najrychlejsi sposob dosiahneme vtedy, ked vSetci pridu naraz do ciela. Pre¢o? Keby tam niekto priSiel skor, zna-
menalo by to, Ze sa viezol prili§ dlho na bicykli — mohol zoskodit z bicykla trosku skor, dojst do ciela peSo a nechat
cyklistu ist po dalsieho turistu. Turista sa zdsadne nevracia; ani po vlastnych, ani na bicykli. Turisti maji rovnaka
rychlost, ktord sa pocas celej cesty nemeni. Cyklista mé tiez konStantni rychlost, preto do ciela pridu naraz iba
vtedy, ked v8etci turisti idid rovnako dlho po svojich. Uz vieme o ceste dost na to, aby sme mohli nieco zratat.
Zavedme si vhodné oznacenie. Nech T, resp. t, je ¢as, ktory kazdy z turistov stravil chddzou, resp. vozenim sa
na bicykli. Potom musi platit rovnost 67" + 30t = 45km a celkovy ¢as, za ktory skupina dorazi do B, je T + t.
Cyklista za tento celkovy ¢as prejde 30(T +t) kilometrov. Cyklista je optiméalne vyuzity, ak sa s turistom pohybuje
smerom z mesta A do B a ak ide naprazdno, vracia sa po dalSieho turistu. Podla nasej tedrie prvy turista sedel na
bicykli po dobu . Povedzme, zZe si ho cyklista zobral hned v meste A a vylozil ho, ked mu vyprsal ¢as. Toto sice ide
na tkor vSeobecnosti, ale ak s tymto predpokladom najdeme taky sposob, ze vSetci buda v cieli po ¢ase T' + t, tak
mame jeden z optimalnych spdsobov, kedZe sme videli, Ze za kratsi ¢as sa to stihnit neda. Od $tartu uz uplynul
¢as t, prvy turista kraca po svojich a cyklista sa vracia po dalSieho. Po istom ¢ase 7 ho aj stretne, ten nastipi
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a spolo¢ne cestuju po dobu ¢ smerom do ciela. My by sme vSak potrebovali vediet ¢as 71. Druhy turista preSiel za
dobu ¢ + 71 drdhu 6(¢ + 71) a cyklista bude vo vzdialenosti od §tartu 30(¢ — 71). Ich stretnutie znamen4, Ze tieto
drahy sa rovnaju, t.j. 6(t + 1) = 30(t — 11), teda t + 7 = 5t — 571 a tak 2t = 371. Podobne zritame aj to, kedy
stretne cyklista treticho turistu. Dostaneme rovnicu 30(t — 7 + ¢ — 72) = 6(t + 71 + ¢ + 72) (72 sme oznadili ¢as
medzi vyloZenim druhého turistu a stretnutim tretieho). Po tpravich dostaneme 4t = 371 + 372, nakoniec vyuZitim
2t = 31, dostavame 2t = 375 z ¢oho je jasné, ze 71 = To. Ostava uz len prepravit tretieho turistu po dobu ¢. Ak takto
postupujeme, tak naozaj vsetci turisti presli rovnaka dobu po vlastnych a rovnako dlho sa viezli, teda je jasné,
7e ked cyklista vyloZi tretieho turistu, tak sa nachddzaja vSetci $tyria na jednom mieste. My chceme, aby toto
miesto bolo v cieli. Takze dostaneme niekolko jednoduchych rovnic. Pre celkovy ¢as plati T+t =t + 7 +t+ 7 +1,
z toho T = 2t + 211 = 31 + 211 = 571. Uz mame vsetko vyjadrené pomocou 71, preto dosadzovanim do rovnice
vyjde 45 = 6T+ 30t = 307, +457, = 7571, teda 71 = 3/5. Potom pre celkovy ¢as plati T+t = 571 +371 /2 = 3+9/10,
¢o pre nas znamend, ze turisti a cykloturista prisli do ciela 3 hodiny a 54 minat po Starte. Podla toho, ¢o sme
popisali vy&sie, si moZete overit, Ze horeuvedeny sposob funguje a je jednym(!) z optimalnych.

Uloha &.6: V hoteli je 10 izieb umiestnengjch na jednej chodbe ocislovanijch od 1 po 10 v tomto poradi. Host si
moze bud objednat jednu izbu na dva po sebe idice dni, alebo dve susedné izby na jeden den. Ndjomné je 1 dukdt
na i2bu a den. Turistickd sezona trvd 50 dni. Je zndme, Ze izba ¢islo 1 nebola obsadend prvy a izba ¢islo 10 posledny
den sezony. Dokazte, Ze majitelia na ndjomnom neziskali viac ako 496 dukdtov.

Pozndmka: Necitaj, kym nemas po ruke pero a papier (najlepsie stvorcekovy)!

Komentér: Prvé, ¢o treba urobif pri rieSeni tlohy, je ,ohmatat“ si zadanie a podmienky v iom. V tomto priklade
y,ohmatat“ znamenad vyskusat si obsadit hotel viacerymi konkrétnymi sposobmi. Dost tazko by sa ndm ,,ohmatavali®
dni akejsi fiktivnej turistickej sezény v izbach akéhosi fiktivneho hotela. Nika sa nam ale grafické zndzornenie
situdcie do tabulky 10x 50, kde by sme do §tvoréeka v i-tom riadku a j-tom stipci napisali meno hosta, ktory zaplatil
za i-tu izbu v j-ty den sezdény. Takato tabulka sa uZ ,ohmatava“ ovela TahSie. Podmienky v zadani hovoria,
7e obsadzovanie hotela znamend pokryvanie tejto tabulky obdlzni¢kami 1 x 2 alebo 2 x 1. Niekomu sa méze zdat aj
takéto tabulka na ,,ohmatdvanie“ stale nevhodn4, lebo je privelkd, vyzaduje si privela fyzickej aktivity a matematik
je predsa len cicavec z ¢elade lenivych. Vtedy treba skisit tabulku s mensimi rozmermi. Skisit napriklad 4 izby
a 5 noci, 5 izieb a 5 noci, potom 4 izby a 6 noci, potom 5 izieb a 6 noci, potom 6 izieb a 6 noci, ... Samozrejme aj pri
tychto mensich modeloch zachovdme podmienku, Ze prva izba je volna v prvy den a poslednd izba v posledny den.
Skt8anim zistime a vyslovime hypotézu (alebo nas tip) o maximalnych zarobkoch pri kazdom z tychto zmensenych
modelov hotela. Nasa hypotéza pre m izieb a n dni bude, ze ak st obe neparne, maximalny zarobok bude m-n — 3,
ak je jedno parne a druhé neparne, bude to m - n — 2 a ak st obe neparne, bude to m - n — 4. Ak verime nasej
hypotéze ¢o i len o ktisok viac ako vyrobkom z teleshoppingu, mozeme sa uz sustredit len na modely, kde je pocet
izieb aj dni parny, ostatné mdZzeme kludne zahodit za hlavu, ale predtym sa obzrieme, ¢i tam niekto nestoji. Nasa
hypotéza sa vlastne zhoduje s tou v zadani, lebo 10 - 10 — 4 = 496. Uz ju len dokazat. Treba si uvedomit, Ze toto
doteraz boli len tivahy, ktoré ndm pomozu pri hladani dokazu, ale ako ddkaz zdaleka nestacdia. Zoberme si teda
model s padrnym poctom izieb aj dni. Kazdy taky velky, na aky si trifa. Ale pozor! Ak bude prili§ maly, moze sa
stat, Ze dokaz v iom bude ovela jednoduchsi ako v pripade 10 - 50 a nebude sa tam dat pouZit.

RieSenie: (opravovali Foto a Hanka)

Pouzijeme dokaz sporom. Predpokladajme, Ze sa da zarobit viac ako 496. KedZze to musi byt parne éislo, lebo izby
sa daji objednédvat len po dvoch a kedZe musi byt mengie ako 500, lebo vieme, Ze nemali cely ¢as plno, moze byt
tento zarobok len a len 498. To by ale znamenalo, ze okrem prvej izby v prvom dni a poslednej izby v poslednom
dni, by museli mat vzdy plno. Chceme teda pokryt celt tabulku 10 x 50 okrem dvoch protilahlych rohovych
poli¢ok obdlznikmi 2 x 1, ktoré mézeme umiestnif vodorovne aj zvislo. V prvom riadku mame neparny pocet
poli¢ok, preto v iom musi zaéinat neparny poéet zvislych obdlznikov (zamyslite sa preco). Po zakresleni tychto
zvislznikov (zvislych obdlznikov) z prvého riadku ndm aj v druhom riadku zostane neparny pocet policok. Teda aj
tu musi za¢inat neparny pocet zvislznikov. Aplikovanim tejto ivahy postupne na vietky riadky zistime, 7e kazdé
dva susedné riadky spaja neparny pocet zvislznikov. Toto zatial nesta¢i. Treba si este viimnut, v akych stipcoch
lezia. Vezmime si prvy riadok. V fiom moze prvy zvisiznik lezaf len v parnom stipci (nakreslite a premyslite si
pre¢o). Druhy méze z toho istého dovodu lezaf len v neparnom stipci, treti len v parnom, atd. Je ich neparny pocet,
takze pre zvislzniky spajajtce prvy a druhy riadok plati, ze v parnych stIpcoch je ich o jeden viac ako v nepérnych
a striedaja sa — jeden v padrnom, jeden v neparnom. Po tom, ¢o toto vieme a pozrieme sa do druhého riadku, zistime
(samozrejme, a po velmi intenzivnom kresleni a rozmyslani!), Ze pre zvislzniky spajajtce druhy a treti riadok plati
prezmenu, ze v neparnych stIpcoch je ich o jeden viac ako v parnych a tiez sa striedaji. Aplikovanim tejto Gvahy
postupne na vietky riadky zistime, Ze sa to pekne strieda z riadku na riadok a ze pre zvislzniky spajajice 49. a 50.
riadok plati, Ze v parnych stipcoch je ich o jeden viac ako v neparnych a striedajt sa. To znamena, ze prvy zvislznik
v poslednom riadku je v parnom stipci a na tom neparnom poéte poli¢ok pred nim boli samé vodlzniky (vodorovné
obdlzniky), ktoré ale mozu zaberat iba parny pocet poli¢ok, ¢o je spor. Neda sa teda zarobif 498 ani viac, ¢iZe sa
nedé zarobit ani viac ako 496 dukatov.

Iné rieSenie:

Opiit budeme pokryvaf tabulku 10 x 50 nasimi dobre zndmymi zvislznikmi a vodlznikmi. PouZijeme maly trik.
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Zafarbime si ttto tabulku ako Sachovnicu. Ak do nej teraz umiestnime, ¢ uz zvislznik alebo vodlznik, na Tubovolné
miesto, vZdy ndm zaberie jedno ¢ierne a jedno biele policko. V kazdom pokryti musi ostat volné policko v lavom
hornom a v pravom dolnom rohu. Obidve st biele, takZze pokryt mozeme najviac 248 bielych policok, teda aj najviac
248 ciernych, ¢ize neda sa pokryt (zarobit) viac ako 496 polic¢ok (dukatov).

Komentar k tomuto rieSeniu:

Ako vidno, ked niekto pride na tento trik, tiloha sa uz v podstate vyriesi sama. Ako sa ale ten trik da vymysliet?
St 4 moznosti: Po prvé, napadne ta to len tak z ni¢oho ni¢ v zéblesku geniality. Po druhé, uZ si videl/riesil priklad,
kde sa podobny trik vyuzival (odteraz uz do tejto skupiny patri kazdy z vas). Po tretie, nevymysli§ ho a vyriesis
priklad prvym sposobom, potazmo vobec. Skisanim v8eli¢oho, ako napriklad Michal Petrucha, ktory si do kazdého
policka v tabulke vpisal stcéet jeho stradnic a vSimol si, ze z kazdych dvoch susednych poli¢ok je jedno parne
a druhé neparne. On vlastne dostal tiez Sachovnicové ofarbenie, len namiesto ¢iernej a bielej farby pouzil parne
a nepdarne ¢isla.

Uloha &.7: Ezistuje v rovine 100 priamok takych, Ze Ziadne tri sa nepretinaji v jednom bode a spolu sa pretinaji
prave v 2004 bodoch?

RieSenie: (opravovali Rasto a Ruza)

Nuz, majme v rovine fubovolnych 100 priamok takych, ze ziadne tri sa nepretinaji v jednom bode. Rozdelme ich
do n skupiniek tak, ze v rdmci kazdej skupinky st vSetky priamky rovnobezné a Iubovolné 2 priamky z réznych
skupiniek st réznobezné. Oznacme si po¢ty priamok v tychto skupinkach aq,as, ..., a,. Potom plati

a; +ay +---+a, = 100. (].)

Kazd4 priamka sa pretne so vSetkymi priamkami, s ktorymi nie je v skupinke (lebo je s nimi rdznobeznd) a zaroven
st to jej v8etky priese¢niky (kedZe s priamkami zo svojej skupinky je rovnobezna). Preto pocet priese¢nikov priamok
z jednej skupinky s ostatnymi priamkami je a;(100 — a;). Celkovy pocet priese¢nikov je potom

1
5 (a1(100 — (11) + 02(100 — (12) + -+ an(100 — an)) y

lebo kazdy priese¢nik bol zapocitany dvakrat. Ak by malo mat tychto 100 priamok 2004 priese¢nikov, muselo by
platit

1
5(a1(100 = a1) + a>(100 — az) + -+ + an (100 — ap)) = 2004,
100(ay 4+ as + -+ +ay) — (a3 + a5+ ---+a) = 4008.

Dosadenim (1) dostdvame

al + a3+ +aj, = 5992. 2)

Uz len stadi zistit, ¢ existuji také poéty skupiniek, ktoré splhaji (1) a (2). Viimnime si, 7e v skupinke méze byt
maximélne 77 priamok (rozmyslite si, preco) a v najpocetnejSej ich musi byt asponi 73. Ak by ich bolo menej nez
73, tak stcet (2) moze byt najviac 722 + 282 (rozmyslite si, preco), ¢o je mensie nez 5992. Nech teda a; = 77.
Potom pre ostatné skupinky musi z (1) a (2) platit

as +as+---+a, =23 a ag+a§+...+ai:63.

Obdobnym spdsobom mozeme najst pocty dalsich skupiniek. Jednym z moznych rieseni je

a =177, as = 6, az = 3, ay = as = 2, ag =ar =--=aj4 =ai5 =1

(preverte si, ¢ je to tak). Na to, aby takyto systém priamok bol rieSenim, musime ukazat, Ze ho vieme do roviny
rozmiestnit tak, aby sa Ziadne tri priamky nepretinali v jednom bode (premyslite si, preco je to nutné a ako to
dokazat).

Ulocha é&. 8: Nech a; = 0, a2 =1 a pre n > 2 nech ¢islo a, = ap,—1a,—2 vznikne spojenim cisel ap—1 a an—2 Sprava
dolava. Postupnost dalej pokracuje takto: as = aza; = 10, a4 = azaz = 101, a5 = agaz = 10110. Ndjdite vietky n,
pre ktoré je a,, delitelné éislom 11.

RieSenie: (opravovali Buggo a Dada)

Predstavme si, ¢o urobi taky obyc¢ajny smrtelnik ako prvé, ked dostane taktto postupnost do ruky. Nuz, asi si vypiSe
par prvych ¢lenov. Potom sa na to uprene zadiva, poskrabe sa za uchom a napadne ho Gzasna myslienka. Zacne
postupne delit ¢leny jedenédstkou a pozorovat zvysky. No takato drevorubacska praca ho po chvilke prejde, ked zisti,
ako rychlo narastd pocet cifier. A preto radsej za¢ne rozmyslat o lepsich spésoboch riesenia. V&imnime si kritérium
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delitelnosti 11: Cislo a,, je delitelné 11 prave vtedy, ked je rozdiel stétov cifier na parnych a neparnych miestach
tiez delitelny 11. Ozna¢me si tento rozdiel R, a podme ho skimat. Cislo a,, ziskame z a,_; a a,_o tak, Ze ich
zapiSeme za seba. To znamend, 7e cifry z tychto &isel pouzijeme pri ratani R,. Ak mé a,_; parnu dlzku, potom
cifry na parnych miestach v a,,_o budt aj v a,, na parnych miestach. To znamené, Zze R,, = R,_1 + R,_2. Ak mé
a,_1 neparnu dizku, tak budu tieto cifry na miestach neparnych, ¢o v podstate znamen4, ze cifry z a,,_», ktoré sme
priratavali, budeme odratavat a naopak. Teda R, = R, 1 — R,_2. Na to, aby sme zistili, ¢&i R, = R,_1 + R,_2
alebo R, = R,_1 — Rn_», potrebujeme zistif paritu dlzky a,_;. Vsimnime si, 7e pocet cifier a, je rovny saétu
poétu cifier a,—; a an—s. Vieme, Ze pocet cifier a; aj as je 1, teda neparny. To znamend, 7e dl7ka a3 je péarna.
Z toho sa da lahko ukézaf (zamyslite sa, ako), ze parnu dlzku bude mat prave kazdy treti ¢len postupnosti a,.
Z toho vyplyva, ze R,, = R,-1 + Rn—2 ak 3 | n—1, inak R, = R,_1 — R, _». Takto vyzbrojeni si uz moZeme
posvietit na zubky naSej postupnosti. Vypisme zopar prvych ¢lenov R,,:

n 11213145 6 71819
R, oj1rj1(2|1]|]-1{01|1]1
paritaa, | N\ N\ P | N|N| P |N|N|P

Vieme, ze R, zavisi len od predchadzajicich dvoch ¢lenov a od ich parity. Vidime, ze Rg ma rovnakt hodnotu
ako R3, dva predchéadzajtce ¢leny st v oboch pripadoch rovnaké a im prislichajice ¢leny a,, majt rovnaka paritu.
To znamend, ze hodnoty R,, budi periodické s periédou 6. KedZze 11 | 0 a Ry = 0, bude Rgr41 = 0. To znamena,
7e jedendstkou budu delitelné prave ¢leny agp.t1-

Uloha &.9: Mdme 1001 obdlznikov s celociselnymi dlzkami stran nepresahujicimi 1000. Dokdzte, Ze z nich vieme
vybrat tri (nazvime ich A, B a C) tak, Ze A sa zmesti do B a B sa zmesti do C.
Pozndmka: Ak st dva obdlZniky rovnaké, zmestia sa jeden do druhého.

Riefenie: (opravoval Cermo)

Sktisme zistit, ¢i vObec existujii dva také obdlzniky A a B, 7e A sa zmesti do B. Mame 1001 obdlznikov a 1000
roznych moznosti pre dizku strany a kazdého obdlznika. Z Dirichletovho principu vyplyva, Ze existuji aspon dva
obdlzniky, ktorych strana a bude rovnako dlha. Ozna¢me A ten z nich, ktorého strana b je kratgia, ten druhy nech
je B. A sa urcite zmesti do B.

1000 Pomo7ze nam nejako rieSenie tohto zjednodusSeného problému pri vyrieseni zadanej
99 tilohy? Pouzitd metéda (Dirichletov princip) vyzera slubne, no rozdelenie obdlznikov
o8 do 1000 skupin zaruc¢uje len existenciu dvoch obdlznikov v jednej. Nam by pomohlo
o7 rozdelenie do 500 skupin, potom st v nejakej tri obdlzniky. Pritom je délezité,
() aby sa kazdé tri obdlzniky z jednej skupiny dali oznacit tak, aby spliiali podmienku
zo zadania.

Popigeme jeden zo spdsobov, ako rozdelit obdlzniky do vhodnych skupin. Do prvej
’ skupiny dame obdlzniky 1 x 1,2 x1,2x2,3%x2,3x3,4x3,...; do druhej 3 x 1,
’ v 4x1,4%x2,5%x2,5%x3,...;dotretej 5x1,6x1,6x2,7%x2,7x%x3,... atak dalej;
] | dobre to vidno na obrazku, skupiny vytvoria pasy ,schodov® so $irkou 2.

Este stru¢nd rekapituldcia na zaver. Mame 1001 obdlZnikov rozdelenych do 500
skupin tak, aby sa vramci kazdej skupiny dali vSetky do seba vlozit. Potom musi existovat aspon jedna taka,
v ktorej st aspon 3 obdlzniky, tie si vhodne ozna¢me A, B a C' a sme hotovi.

1000 999 998 3 2 1

Komentar: Velmi ¢astym postupom bolo, 7e ste zvolili mnozinu 500 obdlZnikov (1 x 1000,2 x 999, ...,500 x 501).
Je zrejmé, 7e medzi nimi sa nenachidzajt ziadne dva, ktoré sa daja do seba vlozif. Co uz ale nie je trividlne, je to,
7e mnozina 1000 obdlznikov, kde sa daji maximéalne dva vlozit do seba, sa d4 vytvorit len z dvoch spomenutych
500 prvkovych mnozin. Neplati totiz, Ze ak A sa zmesti do B a C sa zmesti do B, tak aj A sa zmesti do C alebo
naopak.

Uloha &.10: V piesku na Dunajskej pldzi si napisané cisla 19 a 82. Kazdy deri prejde okolo nich kajakdr Riza
a s Cislami urobi jednu z troch mozZnich zmien: obe cisla zvysi o jedna, obe ¢isla umocni na druhi, alebo jedno
z cisel zvysi o jedna a druhé umocni na druhi. MoézZe sa stat, Ze jedného dria budi obe ¢isla rovnaké?

Riesenie: (opravovala Afia)

Predstavme si, ze stojime na plazi prave v den, ked st obe ¢isla po prvy raz rovnaké. Aka bola poslednd operécia,
ktort Raza urobil? Do uvahy prichddza jedind, a to, ze jedno z ¢isel zvysil o jedna a druhé umocnil na druhi.
Ak by urobil intt povolent operéciu, ¢isla na plazi by boli rovnaké uz vcera. To ale neboli.

Véera boli na brehu &sla z a 22 — 1. Dnes, po vykonani operécie plus jedna s jednym a umocnenie na druhi
s druhym &slom, zmenil ich Ra7a obe na z? (z je prirodzené cislo). Pozrime sa teraz bliz§ie na to, ako mohlo
vzniknit ¢islo 22 — 1. To sme dostali z 19 alebo z 82 tym, Ze sme ho postupne umochovali na druhii a zvicsovali
o jedna. Najblizgia druh4d mocnina mensia ako z? — 1 je (z — 1)2. Teda po dosiahnuti ¢isla (z — 1)? sme uz urcite
pridavali len jednotky (neumociiovali sme viac), kym sme nedosiahli ¢islo 22 — 1. Kolko dni sme to robili? Tolko,
kolko sme pridali jednotiek, ¢ize 22 — 1 — (z — 1) = 2z — 2. Druhé ¢&islo malo véera hodnotu z a vieme, 7e kazdym
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alebo jedna — mohli by sme stéle umochovat jednotku na jednotku).

Co z toho vyplyva? Ze &islo 22 — 1 bolo doteraz vzdy iba zvii¢sované o jedna a nikdy nedosiahlo hodnotu najblizsieho
mensieho §tvorca. Teraz potrebujeme zistit, ktoré z ¢isel 19 a 82 to bolo.

Predpokladajme, ze je to ¢islo 19. Uvedomme si, ze ak by sa k ¢islu 19 stéle priratavala jednotka a k ¢islu 82 by sa
pridala jednotka alebo by sa umocnilo na druht, ich rozdiel by sa nikdy nezmengoval. Teda nikdy nebuda rovnaké.
Co ak by 82 bolo to ¢islo, ¢o sa stile zvidduje o jedna? Potom nech po k diioch prvykrit umocnime ¢slo upravované
postupne z 19. Mame ¢&islo (19 + k)2 = 361 + 38k + k2 a &islo 82 + k + 1, ¢o je ¢islo urcite mensie a nikdy to druhé
nedobehne postupnym priddvanim jednotiek.

Tymto sme dosli k zaveru, ze ¢isla na plazi nebudii nikdy rovnaké.

Komentér: Uloha bola niro¢nd tym, 7e sa na hu bolo treba pozriet netradi¢ne — odzadu. Pokusy cez rozne parity
a iné zvysky po deleni ¢ skiimanie rozdielov a iné invarianty boli ,cestou do pekla“. Verim, Ze po viacnasobnej
snahe a s trochu inym pohladom na rieSenie tlohy ste mali §ancu ju vyrieSit. Myslim, Zze problémom sa ukazalo byt
nechévanie si rieSenia na poslednii chvilu.

Uloha &.11: Dang je konecnij pocet stvorcov, pricom sicet ich obsahov je 1/2. Ukdzte, Ze ich je mozné umiestnit
do Stvorca so stranou 1 tak, aby sa neprekryjvali.

RieSenie: (opravoval Miki)

Ako niektori z vas uhadli a maloktori dokazali, dobry systém ukladania Stvorcov je nasledovny:

Ukladajme Stvorce v poradi od najvicsieho po najmensi. Najvicési Stvorec polozime do Tavého dolného rohu (jeho
vySku ozna¢me hy). Potom ukladdme $tvorce do riadku vpravo od neho, az kym nejaky $tvorec netréi von. Tento
pre¢nievajici §tvorec (jeho vysku si oznacime hy) ulozime na novy riadok, teda na predizenti hornii stranu naj-
vicsieho $tvorca minulého riadku. A na tento riadok ukladdme aj dalSie Stvorce, kym sa di. Potom pokracujeme
v dalsom riadku, atd. Vysku vedtceho (t.j. najvicsieho) stvorca posledného riadku si oznaéime hy.

Uloha sa ndm teda redukuje na dokaz, ze hy + hy + --- + hy = h < 1. S tymto oznacenim vieme plochu S,
ktoru zaberaji nase $tvorce, ohranicit zdola

S>h?+(1—hy)ha+ (1 —hy)hg+ -+ (1 = hy)hy,

pri¢om prvé dva s¢itance su za prvy riadok a kazdy dalsi s¢itanec reprezentuje jeden riadok. (Modze sa zdat, Ze sme
do pokrytej plochy zaratali aj konce riadkov, ktoré nemusia byt vidy pokryté, ale my tam ratame veduci Stvorec
nasledujtaceho riadku, ktory inde v sucte zardtany nie je.) Z k-teho riadku ratame len prvy Stvorec. Teda mame

1
h%+(1—h1)(h—h1)§525-

KedZe 1 — h; nie je nula, predosld nerovnost je ekvivalentnd s nerovnostou
1 9

2

— h?

— by

N[

h < + hy.

—_

Po ¢iasto¢nom vydeleni dostavame
1
h<hi+1-——2—+h
< T 1

a poslednou sériou tprav dostavame konec¢ny tvar

1
< — — -

z ktorého vidime (kedZze ¢ + 1/t > 2 pre vSetky kladné t), Ze stfet vySok ulozenych $tvorcov je mensi ako jedna,
takze sa zmestia do jednotkového Stvorca.

Komentér: Uzndvam, ze toto vzorové rieSenie sa nedd pochopit len tak v trolejbuse cestou do Skoly, ale ak chcete
vediet rieSenie tilohy éislo 11, musite si nad to sadnit, nakreslit si to a porozmyslat ;-). Vela zdaru, stoji to za to.

Uloha é&.12: Dand je postupnost {a;}2, prirodzenych ¢isel, pricom ay nie je delitelné piatimi a pre kazdé priro-
dzené cislo n > 1 plati ant1 = apn + by, kde by, je Cislica na mieste jednotiek cisla ay. Dokazte, Ze postupnost ay,
obsahuje nekonecne vela mocnin dvojky.

RieSenie: (opravoval Pefo G.)

Zo zadania vyplyva, ze by # 0, by # 5. Kedze b, = (bn—1 + bp—1) (mod 10), Tahko si moZzno v8imnat, Ze uz
¢len by musi byt parny a rovnako celd postupnost {b, }5, bude obsahovat len parne ¢isla a navyse bude periodicka
s periédou {2,4, 8,6} dlzky 4. Preto pre n > 2 bude platit a, 14 = a,+2+4+8+46 = a,+20 a teda a, 45 = a,+20s.
Tiez vieme, %e v postupnosti {a, }°2; urcite existuje a, také, Ze a,, = 10r 4+ 2 a teda a,41 = 10r + 4. Ale z tychto
dvoch zasebou iducich ¢lenov postupnosti musi byt prave jeden delitelny ¢islom 4 (rozmyslite si pre¢o), ozna¢me
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tento ¢len a,,. Teda a,, = 4¢, pricom 5 { £ a podla u7 dokdzaného tvrdenia ami4s = am + 20s = 4(£ + 5s).
Teda £ méme pevne dané, ale nech zvolime akékolvek s € N, ¢islo 4(¢ + 5s) sa bude uréite vyskytovat v nasej
postupnosti {a,}5% . Sta¢i ndm teda ukdzaf, 7e medzi ¢islami tvaru (¢ + 5s) (a teda aj medzi ¢islami tvaru
4(¢+ 5s)) je nekonecne vela mocnin dvojky.

To ale nie je az taky problém. Pozrime sa bliz§ie na to, aké zvysky po deleni piatimi davaji postupne jednotlivé
mocniny dvojky. Po vypisani prvych par ¢lenov vidime, Ze tvoria periodickt postupnost {1,2,4,3, ...} s periédou 4,
¢o mozno dokazat jednoduchou matematickou indukciou. To znamend, 7e nech dava cislo £ akykolvek zvySok
po deleni piatimi z mnoziny {1,2,3,4} (vieme, Ze 5 { £), existuje nekonecne vela mocnin dvojky, ktoré dévajt
rovnaky zvySok. No a kedze £ je nejaké konecné ¢&islo, existuje uréite aj nekonecéne vela mocnin dvojky ktoré davaja
po deleni piatimi rovnaky zvySok ako £ a navySe st vicsie ako £. Tieto vSetky vieme zapisat v tvare (£ + 5s) a teda
ich $tvorndsobok sa podla predoslych tvah nachadza v postupnosti {a,}52;. Tym je naSe tvrdenie dokizané.

i

Uloha é&.13: Ndjdite prirodzené ¢isla a,b tak, aby vyjraz

é 2a —b
4V 2a+0b

bol ¢o nagvicsim prvocislom.
RieSenie: (opravovala Janka)
Aby bol vobec vyraz v zadani prvodislo, musi byt v prvom rade prirodzené &islo. A teda /(2a — b)/(2a + b) musi

byt kladné racionélne ¢islo. Cize v/(2a — b)/(2a + b) = z/y, kde z a y st nestidelitelné prirodzené ¢isla. Umocnenim
dostdvame (2a — b)/(2a + b) = 22 /y*. Z toho mame

2a — b= ka?,

2a + b = ky?
pre nejaké prirodzené ¢islo k. A tpravou

k
a= Z(xQ +y2)a

Ked si teraz prepiSeme povodny vyraz zo zadania, vidime, Ze sa znac¢ne zjednodu$il. Mame zistit, aké najviicsie
prvocislo moze byt vyraz k(y? — z2)z/(8y). Z podmienok stanovenych na x a y vyplyva, ze k = dy pre nejaké
prirodzené d. Sktimajme teda, kedy sa vyraz d(y> — 2%)x/8 bude rovnat prvocislu p. Mozu nastat 2 moznosti;
kedZe x a y st nesudelitelné, bud st obe nepérne, alebo je jedno z nich parne a druhé neparne.

1. Ked z aj y st neparne, tak 2 — 22 je delitelitelné 6smimi (premyslite si preco). A teda ndm ostéva zistit,
kedy je d(y®> — x?)x/8 prvocislo. Staci presktimat tri moimosti: d = 1, x = 1, (y?> — 2?)/8 = p; d = 1,
(y?—22)/8 =1,z = p;d =p, (y> —2%)/8 = 1, z = 1. Prva ani druh4 moZnost nemé také rieenie,
aby vysledné a a b boli prirodzené, tretej vyhovuje jedine z = 1, y = 3, d = 2, p = 2 (d musi byt péarne,
aby sme dostali a prirodzené). Tomu zodpovedaji k = 6, a = 15, b = 24.

.....

teda y? — 22 = p. Presktianim moznosti, aby kz = 8 a vysledné a aj b boli prirodzené, dostdvame dve

rieSenia: z =1,y =2, d =8, p = 3, Comu zodpovedaji k =16,a =20,b=24;ax=2,y=3,d=4,p=35,
¢omu zodpovedaja k = 12, a = 39, b = 30.

Porovnanim rieseni oboch pripadov vidime, Zze vyraz zo zadania je najvicsie prvocislo pre a = 39 a b = 30, konkrétne
30 /2-39-30 _ 5
4V2:39+30

Uloha é&.14: Kruznice ki a ko sa navzdjom dotykaji zvonka v bode A a sicasne sa obe dotykaji zvnitra kruznice k
v bodoch A1 a As. Bod P je jeden z priesecnikov spoloénej vnitornej dotycnice ki a ko s kruznicou k. Nakoniec,
body B; st druhé prieseéniky priamok PA; s kruZnicou k; (i = 1,2). Dokdzte, Ze priamka BBy sa dotyka oboch
kruznic kq, ko.

RieSenie: (opravoval Mito)

Nech Sy, Sy st po rade stredy kruznic ki, ko. Najprv si uvedomme, Ze dokazované tvrdenie je ekvivalentné s rov-
nostou |S1.B1Bz| = 90° = | B; B2Ss|. Dokazeme iba prvi z uvedenych rovnosti (druhd sa dokazuje analogicky)
a to pomocou vztahu

|<.S1B1B2| = 180°— | A1 B1S1|—| PB1Bs|. (7)
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Teraz ukazeme, Ze trojuholnik PA; A, je podobny s trojuholnikom P By By. To ide pomerne Tahko: z mocnosti bodu
P ku kruZniciam kl, k‘g mame |PA1| . |PB1| = |f)14|2 = |PA2| . |PB2|, teda |PA1|/|PA2| = |PB2|/|PB1| a uhol
pri vrchole P je spolo¢ny, ¢o podla vety sus staci. Oznac¢me |4 Ay A2 P| = «, z podobnosti méme | PByBs| = a.
Vyuzime teraz, ze kruznice k a k; st rovnolahlé so stredom v bode A;. Vdaka tomu | A; 51 B1| = |4 A1SP| =2-a,
kde S je stred kruZnice k. (Obe rovnosti si rozmyslite.) A uZz to skoro mame: trojuholnik A;S;B; je rovnoramenny,
teda | A1 B1S1| = 90° — a. Teraz zostava uz len dosadit do (Y) a tesit sa. ;-)

Poznamka: Priklad sa d4 pomerne jednoducho vyrie$it aj pouZitim kruznicovej inverzie; mozZete si to vyskusat.
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