
Kore¹pondenèný Matematiký SeminárVzorové rie¹enia 1. série letného semestra 2005/2006Úloha è. 1: V tomto obdå¾niku je práve jedno nepravdivé tvrdenie.V tomto obdå¾niku sú práve dve nepravdivé tvrdenia.V tomto obdå¾niku sú práve tri nepravdivé tvrdenia....V tomto obdå¾niku je práve 2005 nepravdivýh tvrdení.V tomto obdå¾niku je práve 2006 nepravdivýh tvrdení.Koµko z tvrdení v obdå¾niku je pravdivýh?Rie¹enie: (opravoval Buggo)Pozrime sa najprv na tvrdenia v obdå¾niku. Ka¾dé obsahuje slovíèko práve. Èo znamená toto slovíèko? Keï mámpráve pä» ukríkov, tak ih nemám ani menej, ani via. To znamená, ¾e ak je pravdivé jedno tvrdenie, nem�¾e by»pravdivé ¾iadne iné. To preto, lebo v¹etky tvrdenia sa lí¹ia v èísle, ktoré nasleduje za slovkom práve.Z toho vyplýva, ¾e bude pravdivé buï jedno, alebo ¾iadne tvrdenie. Ak by nebolo pravdivé ani jedno, boli by v¹etkynepravdivé. Av¹ak práve toto tvrdí posledné z nih: V tomto obdå¾niku je práve 2006 nepravdivýh tvrdení. Tak¾eby to znamenalo, ¾e toto tvrdenie je pravdivé. To je ale riadna hlúpos», veï malo by» nepravdivé! Dospeli sme tedak sporu a ná¹ predpoklad, ¾e ani jedno tvrdenie nie je pravdivé, bol nesprávny.Èo by sa stalo, keby bolo pravdivé len jedno tvrdenie? Zvy¹nýh 2005 tvrdení by bolo nepravdivýh. Presne totoale tvrdí 2005: tvrdenie. To znamená, ¾e práve toto tvrdenie je pravdivé. (A teda je jediné.) V obdå¾niku je pretonapísané práve jedno pravdivé tvrdenie.Úloha è. 2: Zistite, aká èíslia bude na 7 000. mieste za desatinnou èiarkou v desatinnom zápise èísla 1=7 000.Rie¹enie: (opravovali Luia a Èermo)Mnohí z vás sa do tohto príkladu pustili priamym poèítaním èísla 1=7 000. Sledujme aj my túto stopu a uvidíme,èi nám vnesie trohu svetla do elého problému. Berieme do ruky papier a pero (ak »a zaujíma, preèo je to niekedylep¹ie ako kalkulaèka, pozri si poznámku) a delíme. Dopraujeme sa takto k èíslu 0; 0001428571428571 : : : Vidíme,¾e vo výsledku, ktorý sme dostali, sa po hvíµke zaènú opakova» rovnaké ifry v rovnakom poradí. Znova a znovapostupnos» i�er 142857. Dokedy to p�jde takto ïalej? Keï pokraèujeme v delení a rozpisovaní desatinného zápisu,opä» sa nám objaví tá istá postupnos» i�er. Pomaly u¾ aj tí menej d�verèiví z nás zaèínajú by» pevne presvedèenío tom, ¾e postupnos» i�er 142857 sa bude v desatinnom zápise opakova» nav¾dy a niè iné v òom u¾ nenájdeme.O tom, ¾e to tak naozaj je, si povieme o hvíµu.Ak to naozaj platí pre elý desatinný rozvoj, µahko urèíme, ¾e ifra na 7 000. mieste je 1. Vie¹ aj ty, preèo je to tak?Teraz sa pozrime na to, èi sa postupnos» i�er 142857 bude naozaj u¾ nav¾dy opakova» a nikdy sa nezmení.V¹imnime si, ako sa pri èiastoènom delení menia zvy¹ky. Tie na zaèiatku (1; 10; 100) sú pre nás nezaujímavé, lenpridávame 0, aby sme sa koneène dostali k èíslu väè¹iemu ako 7 000. A teraz u¾ koneène prídu nejaké väè¹ie, súto 1 000; 3 000; 2 000; 6 000; 4 000 a 5 000. Tieto boli v¹etky r�zne, no po 5 000 dostaneme zvy¹ok 10 000 a my u¾teraz vieme poveda», èo za ním bude nasledova», preto¾e s týmto èíslom urobíme poèas delenia presne to, èo smeurobili s predhádzajúou 1 000-kou. A takto to u¾ p�jde dookola ïalej. Zvy¹ky po delení aj ifry 142857 v podielesa budú periodiky opakova».To, ¾e sa budú ifry 142857 donekoneèna opakova», vieme ukáza» aj iným, pre mnohýh z vás iste menej známym,no o to zaujímavej¹ím sp�sobom. Uká¾eme, ¾e èísla 0; 000142857 (pruh znamená opakovanie periódy) a 1=7 000 súsi rovné. Pozrime sa na èíslo 142857. Vieme ho nejak vyèarova» z èísla 0; 000142857? Oznaème si kv�li prehµadnostia = 0; 000142857? Èíslo 109a je u¾ len kúsok od toho, èo heme dosta». Od èísla 142857 je väè¹ie o 0; 142857,tak odpoèítajme túto desatinnú èas». M�¾eme ju zapísa» ako 103a. Potom vieme èíslo 142857 zapísa» ako rozdielvýrazov 109a a 103a a m�¾eme ho ïalej takto upravi»:109a� 103a = 142857999999000a = 142857a = 142857999999000 = 17000 :



KMS 2005/2006 1. séria letnej èasti 2Tým sme ukázali, ¾e èíslo a, ktoré má nekoneèný periodiký rozvoj s periódou 142857 (tak sme ho þvytvoriliÿ), jenaozaj rovné èíslu 1=7000 a d�kaz sme ukonèili.Komentár: Na záver sa e¹te pár slovami vrátime k va¹im rie¹eniam a sp�sobu ih hodnotenia. Mnohí z vás pririe¹ení nepova¾ovali za potrebné objasòova» rovnos» 1=7000 = 0; 000142857. Ako ste si v¹imli, táto úloha v postatepozostávala z dvoh èastí, prís» na spomínanú rovnos» a pomoou nej urèi» 7000-u ifru daného èísla. Vidíme teda,¾e elý príklad stojí (aj) na správnom urèení desatinného rozvoja èísla 1=7000. Z toho d�vodu nestaèilo tento rozvojv rie¹ení len spomenú», ale bolo treba aj ukáza», ¾e je skutoène taký. Rie¹enia sme hodnotili adekvátne podµa toho,ako boli jednotlivé úvahy zd�vodòované. Rada do budúnosti: ak si v nejakom príklade nebudete istí, èi trebadokazova» nejaké tvrdenie, ktoré hrá v postupe význam, rad¹ej ho doká¾te, isto tým niè nepokazíte a snáï prídeteaj na nejaké zaujímavé my¹lienky.Poznámka: Kalkulaèka nám vie èastokrát urýhli» poèítanie s èíslami, no musíme vedie» kedy, ako a èi sa na òum�¾eme stoperentne spoµahnú». Vezmime si napríklad také �. U¾ sme sa s ním párkrát stretli a vieme, ¾e jehodesatinný zápis sa nevojde na displej ¾iadnej kalkulaèky. Napriek tomu na väè¹ine z nih nájdeme tlaèítko �a kalkulaèka s ním veselo poèíta. Pamätá si toti¾ len èas» z tohto èísla. Ak potrebujeme èíselný vysledok, èasto námpostaèí � s takou presnos»ou, ako si ho pamätá. To isté robí kalkulaèka pri delení, ak je výsledkom èíslo s veµkýmpoètom desatinnýh miest. Zaokrúhli toto èíslo a m�¾e nás doplies».Úloha è. 3: Nájdite najmen¹ie èíslo deliteµné èíslom 12, ktoré sa v desiatkovej sústave dá zapísa» pomoou piatihjednotiek a µubovoµného poètu èísli 0 a 3.Rie¹enie: (opravovala Luy)V tejto úlohe sme hµadali èíslo deliteµné 12-timi. Mnohí z vás sa zamerali na kritérium deliteµnosti 12-timi, ktorévraví, ¾e dané èíslo musí by» deliteµné tromi aj ¹tyrmi. Niektorí pou¾ili len tú jeho èas», ktorá vraví, ¾e ak má by»èíslo deliteµné 12-timi, urèite bude deliteµné aj tromi. Tak èi onak, pozrieme sa na to, èo musí plati» pre deliteµnos»tromi. Vieme, ¾e deliteµné tromi sú práve tie èísla, ktoré majú aj iferný súèet deliteµný tromi. Èíslo, ktoré vyhovujená¹mu zadaniu, má pozostáva» z piatih jednotiek, niekoµkýh núl a niekoµkýh trojok, preto bude jeho ifernýsúèet rovný 5 � 1 + a � 0 + b � 3 = (1 + b) � 3 + 2. Z tohto zápisu u¾ vidíme, ¾e neh budeme k piatim jednotkámpridáva» µubovoµne veµa núl alebo trojok, iferný súèet nebude nikdy deliteµný tromi. Neexistuje èíslo deliteµné tromivyhovujúe zadaniu (deliteµnos» ¹tyrmi ani nepotrebujeme overova»). A u¾ je zrejmé, ¾e neexistuje ani ¾iadne èíslodeliteµné 12-timi, teda ani najmen¹ie.Komentár:Mnohí z vás zvládli úlohu bravúrne, no napriek tomu sa na¹li niekoµkí, ktorýh trohu poplietla. Dajte si pozor,aby ste si nemýlili zápis v desiatkovej sústave s rozvinutým zápisom èísla v desiatkovej sústave. Podaktorí tie¾skúmali nielen deliteµnos» tromi, ale aj ¹tyrmi, a takto zistili, ¾e posledné dvojèíslie musí by» 00. To v�be nieje na ¹kodu. Týh, èo skúmali len deliteµnos» dvoma, hem upozorni», ¾e ak by nám táto úloha þnekrahlaÿna deliteµnosti tromi, tak na rie¹enie by to nestaèilo. A skúste sa e¹te zamyslie» nad tým, preèo platí kritériumdeliteµnosti tromi. To by u¾ bolo z mojej strany v¹etko.Úloha è. 4: Na obvode kruhu je pravidelne rozmiestnenýh 100 bodov. Niektorýh 50 z nih je zafarbenýh na èer-veno, zvy¹nýh 50 na modro. Pri µubovoµnom zafarbení bodov platí, ¾e poèet pravouhlýh trojuholníkov, ktorýhv¹etky tri vrholy sú èervené, je rovnaký, ako poèet pravouhlýh trojuholníkov, ktorýh vrholy sú modré. Doká¾te.Rie¹enie: (opravovali Lenka a Mazo)Aby sme dostali pravouhlý trojuholník na kru¾nii, tak musia dva z jeho vrholov tvori» priemer kru¾nie. Kde u¾le¾í tretí bod, na tom nám nezále¾í { trojuholník vytvorený z dvoh bodov na priemere a nejakého ïal¹ieho budeurèite pravouhlý. Keï¾e bodov máme na kru¾nii párny poèet a sú rozmiestnené pravidelne, ka¾dý z nih má oprotisebe práve jeden bod, s ktorým vytvára priemer.Máme 50 modrýh a 50 èervenýh bodov. Ku ka¾dej dvojii bodov rovnakej farby tvoriaih priemer máme e¹teïal¹íh 48 bodov tejto farby. Ka¾dý z týh 48 bodov nám spolu so spomínaným priemerom vytvorí jeden pravouhlýtrojuholník. Tak¾e poèet pravouhlýh trojuholníkov je urèený poètom dvojí bodov rovnakej farby tvoriaih prie-mer. D�le¾ité je, ¾e v ka¾dom trojuholníku m�¾e priemer na¹ej kru¾nie tvori» iba jedna strana.Z predhádzajúih úvah je jasné, ¾e poèet èervenýh trojuholníkov (majú v¹etky vrholy èervené) je rovný poètumodrýh trojuholníkov iba vtedy, keï je þmodrýhÿ priemerov rovnako veµa ako þèervenýh priemerovÿ. Uká¾emeniekoµko r�znyh d�kazov toho, ¾e èervenýh a modrýh priemerov je rovnako veµa.Priemery vieme rozdeli» do troh skupín: èervené, modré a dvojfarebné. Neh dvojfarebnýh priemerov je k. Tietodvojfarebné priemery obsahujú k èervenýh a k modrýh bodov. Preto ostáva 50 � k bodov tvoriaih èervenépriemery a 50� k bodov tvoriaih modré priemery. Keï¾e ka¾dý jednofarebný priemer je tvorený dvoma bodmirovnakej farby, musí by» poèet èervenýh aj modrýh priemerov rovný (50�k)=2. (Z tohto navy¹e vyplýva, ¾e poèetdvojfarebnýh priemerov je párny.)Iné rie¹enie:Vieme nájs» aspoò jeden prípad, keï máme rovnako veµa èervenýh aj modrýh priemerov? Jedno také zafarbenievyzerá tak, ¾e v¹etky modré body sú vedµa seba, takisto èervené. V tomto prípade nemáme ¾iadne jednofarebnépriemery.



KMS 2005/2006 1. séria letnej èasti 3Predstavme si nejaké zlo¾itej¹ie zafarbenie. Vieme prefarbovaním bodov dosiahnu» toto zafarbenie zo zafarbeniauvedeného vy¹¹ie? Samozrejme, pri prefarbovaní nesmieme poru¹i» rovnos» medzi poètom èervenýh a modrýhpriemerov.Je rovnako veµa modrýh a èervenýh bodov. Túto rovnováhu najµah¹ie zahováme tak, ¾e pri prefarbovaní vezmemejeden modrý bod, jeden èervený bod a naraz zmeníme ih farbu na opaènú. Tieto body sú súèas»ou nejakýh dvohpriemerov, oznaème tieto priemery AB a CD, vymieòame body A a C. (Kreslite si obrázok.) Toto oznaèeniem�¾eme zvoli» tak, ¾e bod A je èervený a bod C modrý. Ak body B a D majú rovnakú farbu, tak niè výmenoufarby A a C nedosiahneme. Ostali teda dve mo¾nosti:1. Bod B je modrý. Potom D je èervený. V tejto situáii priemery AB aj CD sú r�znofarebné. Vymeòme farbu Aa C. Potom AB bude modrý priemer a CD bude èervený priemer. Tým sa poèet modrýh aj èervenýh priemerovzvý¹il o jedna.2. Bod B je èervený. Potom bod D je modrý. Keï vymeníme farbu bodov A a C, tak ubudne jeden modrý priemera jeden èervený priemer.Èo sme zistili? Rovnováha poètu èervenýh a poètu modrýh priemerov sa výmenou farby bodov A a C nezmenila.Táto úvaha funguje pre µubovoµné body A a C. Preto si m�¾eme zvoli» ktorékoµvek dva body na kru¾nii a vymeni»ih farbu. Koneèným poètom takýhto výmen vieme dosiahnu» µubovoµné ofarbenie, premyslite si, ako.A keï¾e po ka¾dej výmene sa zahováva rovnováha medzi poètom èervenýh a modrýh priemerov, bude to plati»aj na koni.Iné rie¹enie:Doká¾eme, ¾e èervenýh a modrýh priemerov je rovnako veµa. Máme 50 priemerov, z ih krajnýh bodov je 50 bodovmodrýh a 50 bodov èervenýh. Vezmime si nejaký èervený priemer AB (ak neexistuje, skonèili sme, lebo máme0 modrýh a 0 èervenýh priemerov). Okrem neho máme na kru¾nii e¹te 49 ïal¹íh priemerov. Mohlo by sa sta»,¾e medzi nimi nie je ¾iaden modrý priemer? V tom prípade ka¾dý z týh 49 priemerov má aspoò jeden krajný bodèervený. Potom by sme ale museli ma» aspoò 51 èervenýh bodov (dva z priemeru AB a aspoò jeden z ka¾déhoïal¹ieho priemeru). To je v¹ak spor so zadaním, èervenýh bodov je iba 50.Týmto sme dokázali, ¾e na kru¾nii je aspoò jeden modrý priemer. Dajme preè jeden èervený priemer a jeden modrýpriemer. Ostalo 48 priemerov. Z ih krajnýh bodov je 48 èervenýh a 48 modrýh. Sme teda v takej situáii akona zaèiatku. Ak máme èervený priemer, tak aj modrý a oba m�¾eme da» preè. Zrejme raz skonèíme a nebudemema» ani jeden jednofarebný priemer. Keï¾e ku ka¾dému èervenému priemeru sme v¾dy na¹li jeden modrý, musí ihby» rovnako veµa.Úvaha, ktorú sme pou¾ili v tomto rie¹ení, sa nazýva Dirihletov priníp. Vo v¹eobenosti ho m�¾eme sformulova»takto: Máme m priehradiek a m+ 1 guµ�èok. Keï dáme v¹etky guµ�èky do priehradiek, v aspoò jednej priehradkebudú aspoò dve guµ�èky. Rozmyslite si, preèo je to tak. A kde m�¾eme tento priníp pou¾i» v rie¹ení? Máme49 priemerov a 50 modrýh bodov. V¹etky modré body sú konovými bodmi na¹ih priemerov a preto aspoò jedenpriemer má oba konové body modré. Hotovo.Skúste vyrie¹i» túto úlohu: V triede je 27 ¾iakov. Doká¾te, ¾e medzi nimi v¾dy vieme nájs» troh, ktorí majúnarodeniny v ten istý mesia.Úloha è. 5: Aïka sa po sústredení rozhodla, ¾e he domáe zvieratko a kúpila si ¾abièku. Aby sa ¾abièka nenudila,nakreslila jej na st�l mre¾ovú sie» a ¾abku polo¾ila do jedného z mre¾ovýh bodov. Do bodu, ktorý je o dva bodyvpravo a o dva body hore od ¾abièky, Aïka polo¾ila lentilku. Pre ¾abky je lentilka veµká pohú»ka, preto sa èoskorovydá ju zjes». ®abièka sa vie medzi mre¾ovými bodmi pohybova» iba tak, ¾e skoèí o jeden bod hore, dole, dopravaalebo doµava. K lentilke sa he dosta» po presne ¹iestom skoku (nie sk�r), prièom jej nevadí, ak medzi niektorýmidvomi bodmi skoèí viakrát. Pom�¾te Aïkinej ¾abke zisti», koµkými sp�sobmi sa vie dosta» k pohú»ke.Rie¹enie: (opravovali Tina a Mi»o)Rozdeµme si esty, ktorými sa ¾abièka mohla vyda», na dve veµké skupiny. V prvej skupine budú esty, na ktorýh¾abièka skoèí na niektorý mre¾ový bod via ne¾ raz a v druhej budú tie, na ktorýh skoèí na ka¾dý bod práve raz.1. skupina:U¾ sme si povedali, ¾e najkrat¹ie esty sú dlhé 4 skoky. Predstavme si, ¾e si ¾abièka vyberie jednu z týhto iesta skaká po nej. Zrazu sa v¹ak v jednom mre¾ovom bode pomýli a vyberie sa iným smerom ako p�vodne mala.Na¹»astie si po hybnom skoku uvedomí, èo urobila a hneï v ïal¹om skoku sa vráti spä». Potom pokraèuje po este,ktorú si vybrala. Cesta, ktorú takto ¾abièka pre¹la, má då¾ku 6 skokov a na bod, v ktorom sa pomýlila, skoèiladvakrát. Keby ¾abka odboèila z najkrat¹ej esty viakrát, då¾ka prejdenej esty by bola väè¹ia ako 6. Tie¾ keby sa¾abka ihneï nevrátila, tak buï by jej esta k lentilke zabrala via ako 6 skokov, alebo by neskoèila na niektorý bodviakrát. Dobre, teraz e¹te potrebujeme zisti», koµkými sp�sobmi si ¾abièka takto m�¾e odskoèi». Aby sme praovalitro¹ku systematiky, rozdelíme si odskoky na niekoµko druhov. Aby sme ih vedeli pekne popísa», vyberme si jednuz iest medzi ¾abkou a lentilkou, ktorá je dlhá ¹tyri skoky, a hvíµu sa rozprávajme iba o tejto jednej este.a) Prvá mo¾nos» je, ¾e ¾abièka skaká po svojej este, jeden skok spraví spä» v smere esty a potom pokraèujepodµa p�vodného plánu. Porozmý¹µajme, na koµkýh miestah sa ¾abka m�¾e vráti». (Bolo by skvelé, keby ste mali



KMS 2005/2006 1. séria letnej èasti 4niekde po ruke nakreslený vlastný obrázok ¾abièky :), lentilky a hlavne mre¾ovej siete, po ktorej ¾abièka skáèe.Do tohto obrázku si treba veµa kresli» a sledova» na òom, ako úlohu rie¹ime.) Dvakrát m�¾e spravi» niektorý z trohskokov na este, ten posledný u¾ nie, preto¾e by ¾abka skoèila k lentilke sk�r ako na ¹iesty skok. Spolu má teda¾abka v tomto prípade 3 mo¾nosti, ako si odskoèi» mimo esty. LZ AB Cb) Uva¾ujme teraz vyboèenia mimo estu, ktorú si ¾abièka vybrala. V bode Z má ¾abka navýber tri smery, ktorými si m�¾e odskoèi» (pozri si obrázok). V bodoh A, B a C má v¾dydve mo¾nosti, preto¾e dvojnásobné skoky v smere esty sme u¾ zarátali. Toto spolu dáva9 mo¾ností.Máme teda dvanás» sp�sobov, ako mo¾no zmeni» jednu z iest od ¾abièky k lentilke. Vieme,¾e takýhto iest je 6, èo nám spolu dáva 6 � 12 = 72 sp�sobov, ako sa ¾abka m�¾e dosta»k lentilke. Na záver tejto èasti treba spomenú», ¾e iest je naozaj toµko, preto¾e sme ¾aidnunezarátali dvakrát { zaruèuje to sp�sob, akým sme ih vytvárali.2. skupina:Tu to budeme ma» trohu »a¾¹ie, preto¾e v tejto skupine je síe menej iest, ale zároveò sa nedajú popísa» takdobre a prehµadne ako esty v prvej èasti. Treba ma» na pamäti, ¾e v¹etky esty, ktoré uva¾ujeme v tejto èasti,neprehádzajú ez ¾iadny bod dvakrát. Celú situáiu si uµahèime tým, ¾e si budeme v¹íma» iba esty, ktorýh prvýskok je smerom doprava, alebo smerom dole. Takto získané èíslo prenásobíme dvomi, preto¾e esty, ktoré zaèínajúskokom doµava, alebo hore, sú zrkadlovým obrazom týh ostatnýh. (Os súmernosti prehádza bodom s lentilkoua bodom, na ktorom zaèínala svoju pú» ¾abièka.) Najprv spoèítajme esty, ktoré nevyhádzajú zo ¹tvora 2 � 2urèeného ¾abkou a lentilkou. Takéto esty sú iba dve a nie je »a¾ké ih nakresli». (Urèite si to skúste.)Poïme teraz na tie, ktoré zo spomínaného ¹tvora vyhádzajú. Ak ¾abka skoèí dole, musí hneï potom skoèi»doprava, preto¾e inak by to na ¹es» skokov k lentilke nestihla, alebo by na niektorý bod skoèila viakrát. Teraz má¾abka e¹te ¹tyri skoky a musí skoèi» raz doprava a trikrát hore, aby sa dostala k lentilke. Doprava sa m�¾e posunú»prvým, druhým tretím alebo ¹tvrtým skokom. To sú zatiaµ ¹tyri rie¹enia.Èo ak skoèí ¾abièka v prvom skoku doprava? Má e¹te pä» skokov, kam v¹ade m�¾e skoèi» v nasledujúom? Dole,doprava alebo hore. Rozoberme si pozorne ka¾dú z týhto mo¾ností. Ak skoèí teraz dolu, dostane sa na to istémiesto ako v predhádzajúom odstavi, len z druhej strany. (Kreslíte si?) Jediný smer, ktorým sa m�¾e vyda»ïalej je doprava a odtiaµ stále hore a¾ k lentilke. To máme ïal¹iu mo¾nos».Ak skoèí ¾abka v druhom skoku hore, bude od lentilky na dva skoky. No ona potrebuje urobi» skoky ¹tyri. Naspä»skoèi» nesmie. Ak by skoèila doµava, preskákala by estu, ktorá nevyboèí zo ¹tvora 2 � 2 a tú u¾ sme zarátali,tak¾e zasa niè. Ostali nám u¾ voµné len smery doprava a hore. Opä» sa na hvíµu pristavme a situáiu si rozoberme.Ak ¾abka skoèí doprava, bude rovno pod lentilkou a zostávajú jej e¹te tri skoky, poèas ktorýh musí vyjs» z malého¹tvora. Zrejme má teda iba jednu mo¾nos» { jeden skok doprava a potom, keï¾e sa nem�¾e vráti», hore a doµava.Ak v momente, keï sme sa pristavili, skoèí ¾abka hore, doµava ís» nem�¾e. (Preto¾e by nesplnila jednu z podmienok,ktoré nám medzièasom pribudli: ¾abièka musí vyjs» z ¹tvora 2� 2 a nesmie na jeden bod skoèi» viakrát.) Zrejmenem�¾e ís» ani doprava, preto¾e by k lentilke pri¹la sk�r ako po ¹iestom skoku. Ostáva jej teda iba esta hore,prièom pokraèovanie je u¾ jedoznaèné: doprava a dolu.A ak by ¾abka skoèila druhým skokom opä» doprava? Cheme spoèíta» tie mo¾nosti, èo sú mimo ¹tvora 2 � 2,no doteraz ¾abièka nevyskoèila. Pozrime sa, ako to napravi». Rozmyslite si, preèo ¾abka nem�¾e skoèi» dolu a musízo ¹tvora vyboèi» niekde vpravo. Má tri mo¾nosti na to, ako to spravi», lí¹ia sa tým, ako medzi ne rozmiestnimeskoky hore. (Urèite medzi nimi musí by» aspoò jeden taký skok.)Poèet iest, na ktorýh skoèí ¾abièka práve raz na ka¾dý mre¾ový bod je teda dokopy (2 + 3 + 3 + 4) � 2 = 24.Spolu sme teda na¹li 96 sp�sobov, akými m�¾e ¾abièka doskáka» k lentilke. Si elkom má z èoho vybera», ¾e?Iné rie¹enie:Jeden z mo¾nýh postupov pri rie¹ení kombinatorikýh úloh je nájs» poèet v¹etkýh mo¾ností, a potom od nihodráta» tie, ktoré nám nevyhovujú. V na¹om prípade to bude znamena» zisti» poèet v¹etkýh iest, ktoré ¾abièkuna ¹es» skokov dovedú k lentilke, a potom od nih odráta» poèet týh, ktoré sa dostanú k lentilke aj sk�r.Aby ¾abka po ¹iestih skokoh skonèila pri lentilke, musí skoèi» dvakrát hore, dvakrát doprava a pou¾i» e¹tedvojiu skokov, po ktorýh ostane na tom istom mieste, teda doprava a doµava, alebo hore a dole. Ak budemesmery oznaèova» ¹ípkami, ¾abièkinu trasu bude tvori» nejaké poradie ¹ípok """#!!, resp. !!! "". Nie je»a¾ké uvedomi» si, ¾e v¹etkýh iest pre ¾abku bude presne toµko, koµko je r�znyh usporiadaní týhto ¹estí ¹ípok.Poïme tento poèet zisti», najprv pre prvú ¹estiu. Zaèneme tým, ¾e si vyberieme, na ktorom mieste bude #. Takáto¹ípka je iba jedna a preto je ¹es» mo¾ností, na ktoré miesto ju m�¾eme da». Pre ka¾dé z týhto umiestnení terazulo¾me dve ¹ípky !, vieme to spravi» v¾dy desiatimi sp�sobmi, nie je ta¾ké ih v¹etky vypísa». No a ¹ípky " budúna zvy¹nýh miestah. Spolu máme teda 6 �10 = 60 mo¾ností, ako zoradi» tieto ¹ípky. (Podobná úvaha sa dá spravi»aj pre väè¹ie poèty ¹ípok a to aj bez vypisovania. Ak »a to zaujíma, pozri si komentár.)Teraz od tohto poètu treba odráta» poèet sp�sobov, pri ktorýh je ¾abka pri lentilke sk�r ako po ¹iestom skoku.Zrejme sa k lentilke nevie dosta» sk�r ako na ¹tvrtý skok a ani na pä» skokov (toto si skúste rozmyslie»), musísa teda ¹tyrmi skokmi dosta» k lentilke, potom si odskoèi» a zase sa vráti». Preto musí najprv pou¾i» skoky""!! v µubovoµnom poradí, týhto poradí je 6. (Napr. si ih vypí¹te, alebo spoèítajte sp�sobom, ktorý uvádzame



KMS 2005/2006 1. séria letnej èasti 5v komentári.) Posledné dva skoky budú "# tie¾ v µubovoµnom poradí, takéto usporiadania sú dve. Spolu teda máme6 � 2 = 12 poradí skokov, pri ktorýh sa ¾abka dostane k lentilke sk�r ako na ¹es» skokov, èo nám po odrátaníod v¹etkýh mo¾ností dáva 48 sp�sobov pre ¾abièku.Pre poradie ¹ípok!!! "" je situáia takmer rovnaká a výsledok ten istý, preto¾e d�le¾ité sú poèty jednotlivýhtypov ¹ípok, nie to, aké tie typy sú. Spolu teda máme pre ¾abku opä» 96 mo¾ností.Komentár: Keï si ¹ípky rovnakého typu oèíslujeme, vieme poèet v¹etkýh usporiadaní zisti» ako poèet permutáií.1Neh bolo napr. ¹ípok typu " sedem, mali teda r�zne èísla od jedna do sedem. V¹etky poradia, ktoré sa lí¹ili ibaporadím oèíslovanýh ¹ípok ", dávali to isté poradie po zmazaní oèíslovania. A koµko je poradí s oèíslovanými¹ípkami "? Áno, je ih 7 � 6 � � � 1 = 5040. Podobný postup zopakujeme aj pre ostatné druhy ¹ípok a máme hµadanýpoèet.Úloha è. 6: Dvaja hráèi hrajú takúto hru: Na tabuli sú napísané dve èísla, napríklad 144 a 15. Hráèi sa striedajúv »ahoh. Ten, kto je na »ahu, si vyberie nejaké dve (r�zne) èísla na tabuli a pripí¹e nové, ktoré je ih rozdielom(tým kladným rozdielom, zaporné èísla sa na tabuµu nepí¹u), prièom to nové èíslo musí by» rozdielne od v¹etkýh,ktoré u¾ sú na tabuli. Takto hráèi »ahajú, a¾ kým jeden z nih nem�¾e pripísa» na tabuµu ¾iadne nové èíslo. Hráè,ktorý nem�¾e potiahnu», prehral. Popí¹te, ako má »aha» prvý hráè, aby vyhral, ak na zaèiatku sú na tabuli napísanéèíslaa) 17 a 4,b) 102 a 201.Rie¹enie: (opravovali Katka a Zuzka)S touto úlohou sa staèí tro¹ka pohra» a výsledok tak nejako þvyskoèíÿ sám. Prvý hráè vyhrá v oboh prípadoh,neh »ahá akokoµvek.2 Preèo je to ale tak? Vyhrá pri µubovoµnej poèiatoènej dvojii èísel na tabuli?Zhròme si, èo vieme poveda» o èíslah, ktoré hráèi pí¹u. Sú kladné, preto¾e 0 je rozdielom dvoh rovnakýhèísel, rovnaké èísla ale na tabuli nem�¾eme ma», preto 0 v tejto hre nikdy nedostaneme a záporné èísla podµazadania nepí¹eme. Ïalej vieme, ¾e v¹etky èísla, ktoré hráèi poèas hry budú písa» na tabuµu, sú men¹ie ako väè¹iez poèiatoènýh èísel (napr. pre èísla 17 a 4 vieme poveda», ¾e v¹etky dal¹ie èísla budú men¹ie ako 17). Táto úvahaje jednoduhá. Ak toti¾ od èísla odèítame kladné èíslo, jeho hodnotu zmen¹íme.V¹imnime si ïalej, ¾e ak na zaèiatku hry máme èísla 17 a 4, hráèom sa podarí napísa» na tabuµu v¹etky prirodzenéèísla men¹ie ako 17. Keï ale zaèneme s èíslami 102 a 201, nepodarí sa nám to, ani keby sme sa potrhali :).Preèo je to tak? Finta je v tom, ¾e èísla 102 a 201 sú súdeliteµné; ih najväè¹ím spoloèným deliteµom je èíslo 3.Majme dve µubovoµné kladné elé3 èísla m; n a oznaème ih najväè¹í spoloèný deliteµ d. Keï¾e obe èísla m a n sújeho násobkom, m�¾eme ih vyjadri» ako násobok tohto (najväè¹ieho spoloèného) deliteµa ako m = k � d; n = l � d,kde k aj l sú nejaké elé èísla. Potom platím� n = k � d� l � d = (k � l) � d;a keï¾e k�l je rozdielom dvoh elýh èísel, je to tie¾ elé èíslo. To znamená, ¾e rozdielm�n je tie¾ deliteµný èíslom d.Z týhto úvah vyplýva, ¾e odèítaním dvoh èísel dostaneme v¾dy èíslo deliteµné ih najväè¹ím spoloèným deliteµom.Tento poznatok súvisí s tzv. Euklidovým algoritmom. Vysvetlime si, èo to vlastne je. Euklidov algoritmus je postup,ktorým mo¾no pomerne µahko nájs» najväè¹ieho spoloèného deliteµa dvoh èísel. Namiesto prvoèíselného rozkladu(ktorý vie by» pri veµkýh èíslah riadna potvora) vyu¾íva práve to, ¾e odèítaním dvoh èísel v¾dy dostanemenásobok ih najväè¹ieho spoloèného deliteµa. Ako tento postup vyzerá? Na zaèiatok si vezmime dve elé èísla m; n,prièom neh m > n. Najprv vypoèítame rozdiel m � n. Ak je výsledok väè¹í ako èíslo n, opä» odrátame n, tedadostaneme m � 2n. Tento postup opakujeme a¾ dovtedy, kým nedostaneme èíslo men¹ie ako n, oznaème ho z.Pripomeòme si, ¾e èíslo z je deliteµné najväè¹ím spoloèným deliteµom èísel m a n. Teraz vezmime èísla n a za aplikujme na ne predhádzajúi postup. Zis»ujme rozdiely n� z; n�2z; : : :, a¾ kým nezískame èíslo men¹ie aleborovné ako z, a pokraèujme podobne ako predtým. Takýmito krokmi dostávame stále men¹ie èísla, prièom pre neplatí, ¾e sú deliteµné najväè¹ím spoloèným deliteµom èísel m a n { po koneènom poète krokov sa dopraujeme právek tomuto deliteµu.Èo to znamená pre ná¹ príklad? V prípade a) máme dve nesúdeliteµné èísla. Z predhádzajúih úvah výplýva,¾e sa vieme dosta» k ih najväè¹iemu spoloènému deliteµu, k èíslu 1. Potom si staèí uvedomi», ¾e ak máme natabuli napísané èíslo 1, vieme v na¹ej hre dosta» µubovoµné prirodzené èíslo men¹ie ako 17. Koµko takýh èísel viemee¹te napísa»? Èísla 17 a 4 sme mali u¾ na zaèiatku, teda èísel, ktoré m�¾eme dopísa», je 17 � 2 = 15. Toto èísloje nepárne a teda vyhrá prvý hráè bez ohµadu na to, ako bude hra». V prípade b) máme dve súdeliteµné èísla,prièom ih najväè¹ím spoloèným deliteµom je èíslo 3. Euklidovým algoritmom vieme na tabuli dosta» èíslo 3. Trebasi uvedomi», ¾e je to najmen¹ie èíslo, ktoré na tabuµu m�¾eme napísa» (1 a 2 u¾ nie sú deliteµné tromi) a ¾e okremneho vieme napísa» v¹etky násobky 3 men¹ie ako 201. Týh je 201=3 = 67. Èísla 201 a 102 sme mali na tabuli nazaèiatku, preto pripí¹eme e¹te 67� 2 = 65 èísel, èo je opä» nepárne èíslo, a preto prvý hráè opä» vyhrá.1t.j. v¹etkýh zoradení, pri ktorýh pou¾ijeme v¹etky ¹ípky2Takýto výsledok sa nikdy nezjaví sám od seba. S úlohou sa treba trohu pohra», skúsi» si niekoµko hier, r�zne sp�soby »ahaniahráèov. A keï do úlohy u¾ trohu þvidímeÿ, máme tendeniu si o jednom z mo¾nýh výsledkov myslie», ¾e je via pravdepodobný ako tieostatné; v tomto prípade si myslíme, ¾e hra pre na¹e konkrétne èísla skonèí vi»azstvom prvého hráèa.3Postup funguje aj pre záporné èísla, ale pre kladné je trohu názornej¹í.



KMS 2005/2006 1. séria letnej èasti 6Zaujímavé a pekné na tejto úlohe je uvedomi» si, ¾e ak sa k nejakému èíslu vieme dosta» nejakou postupnos»ou»ahov (teda existuje v na¹ej hre þestièkaÿ k tomuto èíslu), tak sa hráèi k tomuto èíslu urèite dostanú. Hra sa toti¾konèí práve vtedy, keï sa u¾ ¾iaden »ah urobi» nedá. To znamená, ¾e hráèi urobili v¹etky »ahy, ktoré boli mo¾né,a teda pre¹li aj na¹u þestièkuÿ. To je super! Práve sme zistili, ¾e bez ohµadu na to, ako budú hráèi hra», nakoniebude na tabuli napísaná tá istá mno¾ina èísel a hra sa skonèí po rovnakom poète »ahov (pre danú poèiatoènúdvojiu èísel). A to je presne ten d�vod, preèo je jedno, ako bude prvý hráè hra».Komentár: Väè¹ina z vás si s úlohou poradila pekne. Asi najväè¹ím problémom bolo to, ¾e viaerí z vás neuva¾ovalio tom, ¾e 3 je najväè¹ím spoloèným deliteµom èísel 102 a 201, ale iba prehlásili, ¾e obe èísla sú deliteµné 3. Skúste aleporozmý¹µa», preèo takéto vyhlásenie nestaèí. Vezmime si napríklad èísla 18 a 12. Obe sú deliteµné 3, je ale zrejmé,¾e v na¹ej hre by sme pri takýhto poèiatoènýh èíslah nikdy nenapísali 3 na tabuµu. Je to tak preto, ¾e ihnajväè¹ím spoloèným deliteµom nie je èíslo 3, ale 6.Úloha è. 7: Na tabuli bola nakreslená ¹tvorová tabuµka s 10 � 10 políèkami. V ka¾dom políèku bolo napísanéjedno elé èíslo. Èísla v riadkoh boli zoradené podµa veµkosti od najmen¹ieho po najväè¹ie. Pe»o znenazdajkypoprehadzoval èísla v ka¾dom ståpi tak, ¾e teraz sú v ka¾dom ståpi èísla zoradené podµa veµkosti od najmen¹iehopo najväè¹ie. Doká¾te, ¾e p�vodná dobrá vlastnos» tabuµky sa nepokazila, teda èísla v riadkoh sú opä» zoradenépodµa veµkosti.Rie¹enie: (opravovali Hanka a Feráè)Aby sme predi¹li akýmkoµvek nejasnostiam, upresníme si, ¾e èísla v riadku sú zoradené od najmen¹ieho po najväè¹ievtedy, ak rastú (presnej¹ie neklesajú) zµava doprava. Podobne èísla v ståpi sú zoradené od najmen¹ieho po najväè¹ie,ak neklesajú zhora nadol. Uvedomte si v¹ak, ¾e dobrá vlastnos» tabuµky by sa nepokazila, ani keby Pe»o usporiadavalèísla opaèným smerom.No a teraz u¾ poïme k rie¹eniu. Vezmite si do ruky pero a papier a situáiu si nakreslite. Naozaj! Tvrdeniezo zadania budeme dokazova» sporom. Predpokladajme, ¾e keï Pe»o poprehadzoval èísla v tabuµke, v nejakomriadku sa pokazilo ih zoradenie. Neh je to r-tý riadok (zhora). To znamená, ¾e v tomto riadku sú dve èísla x a ytaké, ¾e x > y a x je naµavo od y. Neh A je ståpe obsahujúi x a B je ståpe obsahujúi y. Èísla v B oznaèmezhora nadol b1; b2; : : : ; b10 a neh ai je to èíslo z A, ktoré bolo pred poprehadzovaním v tom istom riadku ako bi.V¹imnite si, ¾e br = y a A pozostáva z èísel a1; a2; : : : ; a10, nie v¹ak nutne v tomto poradí. Pred tým, ako sa dostalk tabuµke Pe»o, boli èísla v riadkoh zoradené, preto pre v¹etky prípustné hodnoty i platí ai � bi. No a keï¾e terazsú èísla zoradené po ståpoh, tak bi � br pre v¹etky 1 � i � r, èo nám dokopy dáva ai � bi � br = y < x pre1 � i � r. Vidíme teda, ¾e v A je aspoò r èísel men¹íh ako x: U¾ si len uvedomi», ¾e sme dostali hµadaný spor.Naozaj, v ståpi A sú èísla zoradené od najmen¹ieho po najväè¹ie, x je na r-tom mieste a okrem neho je tam e¹ter èísel od neho men¹íh. A tie na týh r � 1 miest, ktoré sú nad ním, pouklada» nedoká¾eme. Dobrá vlastnos»tabuµky sa teda nemohla pokazi».Komentár:Znaèná èas» z vás rie¹ila úlohu s dodatoèným predpokladom, ¾e èísla v tabuµke sú r�zne. Pozor, o tomto nie jev zadaní ani zmienka. Tento predpoklad ale rie¹enie nijak podstatne neuµahèí, preto sme vám za to body nestàhali.Nabudúe si v¹ak rad¹ej poriadne preèítajte zadanie, preto¾e inak m�¾ete úlohu naozaj zmeni».Úloha è. 8: Mazo dostal na Vianoe èiernu skrinku a k nej manuál obsahujúi koneèný poèet (najmenej v¹akdve) navzájom r�znyh reálnyh èísel. Keï do skrinky vlo¾íme µubovoµné èíslo z manuálu, vypadne z nej opä» jednoz èísel uvedenýh v manuáli. Mazo zistil, ¾e keï vlo¾í do skrinky µubovoµné èíslo x, vypadne mu èíslo ax+ b, kde a; bsú reálne kon¹tanty vmontované výrobom do skrinky (a 6= 0).(a) Zistite, koµko m�¾e existova» r�znyh skriniek (s r�znymi kon¹tantami) k Mazovmu manuálu.(b) Aïa sa hváli, ¾e dostala manuál, v ktorom je 2005 èísel so súètom 0 a k nemu dve r�zne èierne skrinky. Mazooveril, ¾e skrinky sú od toho istého výrobu ako jeho skrinka, zamyslel sa a potom povedal, ¾e v Adinom manuálimusí by» aj èíslo 0. Má Mazo pravdu?Rie¹enie: (opravoval Miki)(a) Najprv si oznaèíme èísla v Mazovom manuáli xi, kde 1 � i � n. Prvá ve, èo zistíme o skrinkáh pomerneµahko je, ¾e dve r�zne èísla sa musia zobrazi» na èísla, ktoré sú tie¾ r�zne. D�kaz som hel neha» na èitateµa,ale keï¾e boli Vianoe, spravím ho za vás. Sporom. Povedzme, ¾e sa dve r�zne xi a xj zobrazili na to istéèíslo . Potom axi + b =  = axj + b, z èoho mi po úpraváh vyjde xi = xj a to je spor, preto¾e tietoèísla mali by» r�zne. Z tejto dobrej vlastnosti vyplýva, ¾e v¹etky èísla z manuálu sa rozdelia do skupiniek(resp. postupností), v ktorýh platí, ¾e prvý èlen sa zobrazí na druhý, druhý na tretí atï., a¾ posledný naten prvý. (Rozmyslite si to.) Tieto skupinky preto nazvem ykly. Ak sa nejaké èíslo zobrazí na seba, takjeho yklus bude ma» jednoduho då¾ku 1. Pozrime sa teraz na nejaký yklus, prièom jeho èísla oznaème



KMS 2005/2006 1. séria letnej èasti 7x1; : : : ; xk. Platí nasledovná séria rovností ax1 + b = x2ax2 + b = x3...axk�1 + b = xkaxk + b = x1:Skúsme si vyjadri» x1 z tejto sústavy postupným dosádzaním rovní od poslednej po prvú. x1 = axk + b == a(xk�1+ b)+ b = a2xk�1+ab+ b = � � � = akx1+ak�1b+ak�2b+ � � �+ab+ b. Dajme do rovnosti najµavej¹iua najpravej¹iu èas» predhádzajúeho výrazu. Prehodením x1 na jednu stranu dostávamex1(1� ak) = b(ak�1 + ak�2 + � � �+ a+ 1)a za predpokladu ak 6= 1 predelíme. Výraz 1 � ak je pomerne známy a vieme ho rozlo¾i» na súèin1� ak = (1� a)(1 + a+ a2 + � � �+ ak�1), èím sa pravá strana dos» zjednodu¹í nax1 = b1� a .Nehajme interpretáiu tohto výrazu e¹te hvíµu tak a spoèítajme x2. Dostávamex2 = ax1 + b = ab1� a + b = b( a1� a + 1) = b 11� a = x1,èo je spor, preto¾e v¹etky èísla v ykle majú by» r�zne. Buï teda neexistuje taký yklus, kde je aj x2 a tedaka¾dé èíslo sa zobrazí na seba (a potom a = 1 a b = 0), alebo nie je splnená podmienka 1�ak 6= 0. To znamená,¾e buï a = 1 (a potom b = 0), alebo a = �1. Na¹li sme teda jednu dvojiu kon¹tánt a a b pre Mazov manuála v¹etky ostatné musia ma» a = �1.Preskúmajme teraz skrinky s a = �1. Zrejme sa u¾ èísla nebudú zobrazova» na seba. Povedzme, ¾e xisa zobrazí na xj . Potom platí �xi+ b = xj , len¾e prièítaním výrazu xi�xj dostávame rovnos» �xj + b = xi,z èoho vyplýva, ¾e xj sa zobrazí na xi. A navy¹e pre v¹etky takéto dvojie èísel, ktoré sa na seba navzájomzobrazujú, platí xi + xj = b. Pre taký manuál èísel, kde ku ka¾dému èíslu xi patrí do manuálu aj èíslo b� xiteda existuje aj druhá skrinka s parametrami a = �1 a b = b. Tak¾e k Mazovmu manuálu v¾dy existuje jednaskrinka, ale ¹peiálnom prípade m�¾u existova» aj dve r�zne skrinky.(b) Aïa má manuál od toho istého výrobu, kde existujú dve skrinky. Z predhádzajúeho odstava vyplýva,¾e èísla z manuálu sú þpopáriteµnéÿ do dvojí, ktoré sa zobrazujú na seba. Navy¹e manuál obsahuje aj èíslob=2, ktoré nemusí ma» pár, lebo sa zobrazuje opä» na b=2. Keï¾e ka¾dá dvojia, ktorá sa zobrazuje na seba,dáva súèet b, tak súèet v¹etkýh 2005 èísel bude 1002b+ b=2 = 2005b=2 a to má by» nula. Preto b = 0 a mysme u¾ spomenuli, ¾e manuál obsahuje èíslo b=2, èo je nula. A ako v¾dy, Mazo má pravdu.Úloha è. 9: Neh F1 = 1, F2 = 1 a Fn+2 = Fn+1 + Fn pre n = 1; 2; : : : (známa Fibonaiho postupnos»). Zistite,èi existuje nekoneèná rastúa aritmetiká postupnos» prirodzenýh èísel, ktorá neobsahuje ¾iadne èíslo z Fibonaihopostupnosti.Rie¹enie: (opravoval Pe»o)Keï¾e na¹ou úlohou je nájs» aritmetikú postupnos» urèitýh vlastností, bude pre nás výhodné pozrie» sa na elýproblém z perspektívy modulárnej aritmetiky. Toti¾, èo je to vlastne nekoneèná rastúa aritmetiká postupnos»?Je to postupnos» elýh èísel a0; a0 + d; a0 + 2d ; : : :, kde d je nejaké kladné elé èíslo. Na takúto postupnos» saale m�¾eme tie¾ pozera» ako na postupnos» v¹etkýh elýh èísel väè¹íh alebo rovnýh a0, ktoré dávajú po deleníèíslom d zvy¹ok rovnaký ako a0, teda a0 mod d (je jasné, ¾e tento zvy¹ok sa prièítavaním násobkov èísla d nezmení).Takejto mno¾ine èísel sa tie¾ hovorí zvy¹ková trieda modulo d, prièom na¹a aritmetiká postupnos» z nej samozrejmepokryje iba èísla väè¹ie alebo rovné prvému èlenu a0. Preto ak sa nám podarí nájs» také elé èísla a0 a d, aby ¾iadneFibonaiho èíslo nedávalo po delení èíslom d rovnaký zvy¹ok ako a0, úloha bude vyrie¹ená.Pozrime sa na to, ako vyzerá postupnos» zvy¹kov, ktoré dostaneme po delení Fibonaiho èísel nejakým priro-dzeným èíslom d, teda postupnos» fFn mod dg1n=1. Pre nás je d�le¾ité, ¾e èleny tejto postupnosti, rovnako akov prípade p�vodnej Fibonaiho postupnosti, závisia len od predhádzajúih dvoh èlenov. Tento fakt m�¾emeoveri» jednoduhým výpoètom:Fn+2 mod d = (Fn+1 + Fn) mod d = ((Fn+1 mod d) + (Fn mod d)) mod d.Preto ak sa nám v takejto postupnosti zvy¹kov zopakuje nejaká dvojia za sebou idúih èlenov, z uvedenej úvahyvyplýva, ¾e postupnos» sa bude ïalej periodiky opakova» a¾ do nekoneèna. Navy¹e (aj keï my to v na¹om rie¹ení



KMS 2005/2006 1. séria letnej èasti 8nepotrebujeme), dá sa jednoduho dokáza», ¾e nejaká dvojia sa v postupnosti sk�r èi nesk�r vyskytne znovu bezohµadu na voµbu d, èi¾e pre ka¾dé d 2 N bude postupnos» fFn mod dg1n=1 periodiká. Skúste si to.Zistili sme teda, ¾e nám staèí nájs» také d 2 N, ¾e v postupnosti fFn mod dg1n=1 sa nevyskytnú v¹etky mo¾nézvy¹ky 0; 1; 2; : : : ; d � 1 sk�r, ne¾ sa nejaká dvojia zvy¹kov zopakuje, èím sa postupnos» zayklí. Postupnýmskú¹aním malýh hodn�t sa uká¾e, ¾e najmen¹ie také d je rovné 8, postupnos» fFn mod 8g1n=1 toti¾ vyzerá nasle-dovne: 1; 1; 2; 3; 5; 0; 5; 5; 2; 7; 1; 0; 1; 1; : : : Keï¾e sa nám zopakovali dve za sebou idúe jednotky, postupnos» budeu¾ ïalej periodiká. Nikde v postupnosti sa v¹ak nevyskytol napríklad zvy¹ok 4, preto ¾iadne z Fibonaiho èíselnebude dáva» po delení �smymi tento zvy¹ok. Vïaka tomu si m�¾eme by» istí, ¾e napríklad aritmetiká postupnos»f4 + 8ng1n=0 ¾iadne Fibonaiho èíslo neobsahuje, a teda spåòa podmienky zadania.Úloha è. 10: Ras»o sa hrá s tabuµkou 6 � 6, ktorá má v ka¾dom políèku zopár kamienkov. V jednom kroku hrysi vyberie niekoµko políèok tabuµky tvoriaih ¹tvore so stranou väè¹ou ako 1 a do ka¾dého políèka tohto ¹tvorapridá jeden kamienok. Ras»o vyhrá vtedy, keï sa mu podarí dosiahnu» v ka¾dom políèku tabuµky poèet kamienkovdeliteµný tromi. Má ¹anu vyhra» pre ka¾dé poèiatoèné rozmiestnenie kamienkov v tabuµke?Rie¹enie: (opravoval Pi¹ta)Keby Ras»o vedel zmeni» poèet kamienkov v ka¾dom jednotlivom políèku, tak µahko vyhrá. Skúsme teda nájs»takýto postup pre jednotlivé políèka. Vezmeme si ¹tvorèekovaný papier a budeme sa hra». Pomoou jedného ¹tvora5� 5, dvoh ¹tvorov 2� 2 a dvoh ¹tvorov 3� 3 (umiestnenýh oproti sebe po diagonále) vieme dosiahnu», abysa menil poèet kamienkov na strednom políèku toho ¹tvora 5 � 5 a nikde inde. Zaujímajú nás iba zvy¹ky èíselna jednotlivýh políèkah po delení tromi, tak¾e sa odteraz budeme na tie èísla tak aj díva». Z popísanej kon¹trukieje jasné, ¾e vieme dosiahnu», aby na ktoromkoµvek zo ¹tyroh strednýh políèok tabuµky 6� 6 bolo µubovoµné èíslo.Vezmime si ¹tvore 4�4 a v òom ¹tvore 2�2 (v strede) a dva ¹tvore 3�3 oproti sebe po diagonále. Ih vhodnýmvyu¾itím dosiahneme, ¾e vieme súèasne zväè¹ova» o 1 poèet kamienkov na políèkah v rohoh µubovoµného ¹tvora4 � 4 (tie rohy le¾ia na konoh jednej z jeho uhloprieèok, nakreslite si to). Pou¾itím tejto kon¹trukie viemedosiahnu» µubovoµné èíslo v rohoh ¹tvora 6 � 6 a potom upravi» predo¹lou kon¹trukiou ¹tyri stredné políèkana po¾adovanú hodnotu (èíslo deliteµné tromi).Takto sa e¹te hvíµu pohráme a budeme vedie» upravi» µubovoµné z políèok le¾iaih na uhloprieèkah ¹tvora 6� 6.Ïalej v¹ak neh sa sna¾íme, ako heme, èísla sa nedajú meni» jednotlivo, ale v¾dy iba v skupináh po aspoò dveèísla. To mo¾no znamená, ¾e pre þzlúÿ pozíiu nevieme dosiahnu», aby v¹etky èísla boli deliteµné tromi. V skutoènostistaèí preskúma» 336 pozíií, preto¾e pre ka¾dé políèko m�¾e poèet kamienkov na òom dáva» tri r�zne zvy¹kypo delení tromi. Ka¾dý krok (prípustný podµa zadania) umo¾òuje prejs» z pozíie do niekoµkýh inýh. K tomuto sadá nakresli» obrázok: pozíii bude zodpoveda» bod a prehodom medzi pozíiami ¹ípky. Na¹ou úlohou je zisti», èi saz µubovoµnej pozíie (bodu) dá po ¹ípkah prejs» do bodu, ktorý zodpovedá pozíii, kde sú v¹etky poèty kamienkovdeliteµné tromi. Takýto obrázok by bol super, keby nebol priveµký. Preto sa na to budeme musie» pozrie» inak.Vezmime si takúto úlohu: Majme èíslo 1. V ka¾dom kroku prirátame 2 alebo odrátame 4. Dá sa po koneènom poètekrokov dosiahnu» èíslo 0?Odpoveï je nie, preto¾e po ka¾dom kroku máme nepárne èíslo a pritom 0 je párna. Vidíme, ¾e pozíie v tejto úlohesú buï párne èísla alebo nepárne èísla, podµa toho, èi zaèíname párnym, alebo nepárnym èíslom. Vyplýva to z toho,¾e prípustné kroky nemenia paritu. Hodnotu (resp. vlastnos»), ktorá sa nemení, nazývame invariant. Invariantomje v prípade predo¹lej jednoduhej úlohy parita èísla. Be¾ne pou¾ívané invarianty sú práve zvy¹ky po delení alebosúèty èi rozdiely nejakýh èísel (závisí to od toho, èo tvorí þpozíiuÿ).V na¹om prípade rozdelíme políèka nele¾iae na diagonálah ¹tvora 6 � 6 do dvoh skupín tak, aby sa nemenilrozdiel I súètov zvy¹kov v jednotlivýh skupináh (presnej¹ie povedané, heme, aby sa nemenil zvy¹ok tohtorozdielu po delení tromi) po pridaní kamienkov do niektorého ¹tvora. Symbol (i; j) neh oznaèuje políèko le¾iaev i-tom riadku a j-tom ståpi. Neh políèko (2; 1) je v prvej skupine. Potom políèko (1; 2) musí by» v druhej skupine.Ak by bolo v prvej, tak zvý¹ením poètu kamienkov v ¹tvori 2 � 2 umiestnenom v µavom hornom rohu veµkého¹tvora sa zvý¹i súèet zvy¹kov v prvej skupine o 2 a v druhej sa nezmení, tak¾e rozdiel I sa zväè¹í o 2 a to neheme.Túto úvahu si dobre rozmyslite, a¾ potom pokraèujte v èítaní ïalej.Políèko (4; 5) musí by» v prvej skupine, preto¾e políèko (1; 2) je v druhej a jednou z popísanýh kon¹trukií vieme sú-èasne zväè¹i» poèet kamienkov na týhto políèkah o 1. Zopakovaním podobnýh úvah nájdeme rozdelenie v¹etkýhpolíèok do skupín, ako ukazuje obrázok. 0 2 2 1 1 01 0 2 1 0 21 1 0 0 2 22 2 0 0 1 12 0 1 2 0 10 1 1 2 2 0Èo sme týmto dosiahli? Je isté, ¾e ak sa Ras»ovi podarilo vyhra», tak èíslo I má hodnotu 0. Ale µahko nájdemepozíiu, kde èíslo I má hodnotu 1 èi 2 (spravte to). Preto existujú pozíie, z ktorýh Ras»o vyhra» nem�¾e. Otvorenouotázkou zostáva, èi Ras»o vie vyhra» z ka¾dej pozíie, v ktorej je èíslo I na zaèiatku rovné 0. Skúste nájs» odpoveï.



KMS 2005/2006 1. séria letnej èasti 9Aj by sme boli hotoví, ale zabudli sme na jednu d�le¾itú ve. Naozaj je èíslo I invariantom? Aby sme si boli istí,treba overi», ¾e pre ka¾dý povolený Ras»ov »ah sa èíslo I nezmení. To znamená vyskú¹a» v¹etky polohy ¹tvorov2� 2 a¾ 5� 5, èo u¾ ponehávame na vás.Komentár: V¹eti, ktorí na¹li nejaký správny invariant, svoj d�kaz aj úspe¹ne zvládli a majú 9 bodov. Tí, ktorívedeli dosiahnu», aby na 35 políèkah bol správny poèet kamienkov, majú 5 bodov. Ostatní rie¹itelia majú najvia3 body, väè¹inou za nejakú rozumnú metódu, ktorá na¹u tabuµku upraví na þkraj¹iuÿ, alebo za nejaké postrehy.Za poznámky typu þstaèí uva¾ova» poèty modulo 3ÿ, resp. þsúèet na koni musí by» deliteµný 3ÿ som body nedával.Poznámka: Skúste sp�sobmi spomenutými v rie¹ení (obrázok so ¹ípkami, invarianty) vyrie¹i» nasledujúe úlohy:1. Máme 9 miní otoèenýh líom nahor. M�¾eme naraz otoèi» dve z nih. Vieme po koneènom poète krokov (otoèenídvojie miní) dosiahnu», aby bolo v¹etkýh 9 miní otoènýh rubom nahor?2. Tá istá úloha, ale m�¾eme naraz otoèi» 5 miní.Úloha è. 11: Zistite, pre ktoré prirodzené èísla n sa dajú èísla 1; 2; 3; : : : ; 4n rozdeli» do n skupín po ¹tyri èísla tak,aby v ka¾dej skupine aspoò jedno èíslo bolo priemerom zvy¹nýh troh.Rie¹enie: (opravoval Ras»o)Pri rie¹ení úlohy pre v¹eobené n je dobré si vyskú¹a» niekoµko malýh hodn�t n. Buï nám to priamo pom�¾enieèo objavi» alebo ak aj nie, výsledky pre malé n nám poslú¾ia ako veµmi dobrá kontrola v¹eobeného výsledku.Jednoduhým vyskú¹aním zistíme, ¾e pre n = 1 sa to nedá, ale u¾ pre n = 2 to ide. Èísla rozdelíme do dvoh skupíntakto: Prvá skupina obsahuje èísla 1, 3, 4, 8, kde èíslo 4 je priemerom zvy¹nýh troh. Druhá skupina obsahujeèísla 2, 6, 7 a èíslo 5, ktoré je priemerom predhádzajúih. Podobné rozdelenie bude fungova» aj pre v¹etky párnen. Keï je n párne, tak máme spolu 8k èísel (k = n=2). Rozdelíme si ih postupne po osmiiah do k skupín. Prváosmia teda obsahuje èísla 1 a¾ 8, druhá 9 a¾ 16, k-ta 8(k�1)+1 a¾ 8k. V ka¾dej z osmí èísla rozdelíme rovnakýmsp�sobom ako pre n = 2 do dvoh skupiniek. Èi¾e prvá skupinka (i+ 1)-ej skupiny bude ma» èísla 8i+ 1, 8i+ 3,8i + 8 a èíslo 8i + 4, ktoré je ih priemerom. Druhá skupinka bude pozostáva» z èísel 8i + 2, 8i + 6, 8i + 7 a ihpriemeru 8i+5. Pre párne n je teda v¾dy mo¾né rozdeli» èísla do n skupín po 4 èísla, tak aby bolo v ka¾dej skupineaspoò jedno èíslo priemerom zvy¹nýh.Pozrime sa teraz na tie ostatné (nepárne) n. Pre n = 3 sme dlho skú¹ali a stále niè, podozrenie, ¾e to v�benep�jde, je namieste. A naozaj. Keï¾e v ka¾dej ¹tvorii a; b; ; d by malo by» jedno èíslo priemerom zvy¹nýhtroh, tak (a + b + )=3 = d, èi¾e súèet èísel v skupine a + b +  + d = 3d + d = 4d je násobkom èísla 4. Keï¾eto platí v ka¾dej skupine, tak aj elkový súèet v¹etkýh èísel musí by» násobkom èísla 4. Súèet èísel 1 a¾ 4n je4n(4n + 1)=2 = 2n(4n + 1). Èíslo 4n + 1 je v¾dy nepárne, ak by bolo aj n nepárne, tak súèet na¹ih 4n èísel jedvojnásobkom nepárneho èísla a teda nie je deliteµný ¹tvorkou. Pre nepárne n hµadané rozdelenie neexistuje.V¹imnite si, ¾e skúmanie prípadu n = 2 (a niekoµko inýh párnyh n) nám naozaj pom�¾e pri nájdení v¹eobenéhosp�sobu rozdelenia. Na druhej strane neexistenia rozdelenia pre n = 1 èi n = 3 (získaná napríklad prebratímv¹etkýh mo¾ností) nehovorí niè v¹eobené, na d�kaz neexistenie rozdelenia treba skúma» sk�r ¹truktúru na¹ih¹tvorprvkovýh mno¾ín vo v¹eobenosti.Úloha è. 12: Neh ABCO je ¹tvorsten taký, ¾e priamky OA, OB, OC sú navzájom kolmé. Neh r je polomer guledoòho vpísanej a neh H je ortoentrum trojuholníka ABC. Doká¾te, ¾e jOH j � �r.Rie¹enie: (opravoval Kenny)Na to, aby sme sa v tejto úlohe dostali ïalej, musíme najprv zisti», v akom vz»ahu sú O a H (zatiaµ pre nás tietobody tvoria úseèku, ktorá visí kdesi v priestore a nevieme o nej niè). Po hvíµke rozmý¹µania a prezerania si obrázkovsi m�¾eme v¹imnú», ¾e OH je kolmia na rovinu ABC, a teda H je kolmý priemet bodu O do roviny ABC. Poïmeto dokáza».Zo zadania vieme, ¾e priamka OC je kolmá na priamky OA a OB. Z toho vyplýva, ¾e priamka OC je kolmána elú rovinu OAB. Keï je priamka kolmá na rovinu, je kolmá aj na ka¾dú priamku v tejto rovine, a teda ajna priamku AB. Preto kolmým priemetom priamky OC do roviny ABC je nejaká priamka p kolmá na priamku ABa prehádzajúa bodom C. Takáto priamka p je v¹ak vý¹kou v trojuholníku ABC. Zopakovaním tejto úvahy prepriemety priamok OA a OB odvodíme, ¾e priemet bodu O do roviny ABC le¾í na v¹etkýh vý¹kah trojuholníkaABC, teda je toto¾ný s jeho ortoentrom H . (Z toho tie¾ vyplýva, ¾e jOH j je najmen¹ia vzdialenos» medzi Oa rovinou ABC.)A teraz prejdime k samotnému d�kazu nerovnosti (podµa Ondra Budáèa). Nakreslite si obrázok ná¹ho ¹tvorstenatak, ¾e bod O je akoby v rohu miestnosti. (Inak povedané, priamky OA, OB, OC sú osami pravouhlej súradniovejsústavy.) Neh G je stred gule vpísanej do ná¹ho ¹tvorstena. Ïalej neh sa táto guµa dotýka trojuholníka ABCv bode S. Då¾ku úseèky GO vieme vyjadri» takto: Úseèka GO je telesovou uhloprieèkou v koke s hranami då¾kyr (preto¾e vzdialenos» bodu G od dotykového bodu vpísanej gule so stenami OAB, OBC, OAC je r a navy¹epriamka ez G a dotykový bod je kolmia na tieto roviny). Teda jGOj = rp3. Navy¹e jGSj = r. Lomená èiaraOGS je nejaká esta z bodu O na rovinu ABC a keï¾e OH je najkrat¹ia takáto esta, musia plati» nerovnostijOGj+ jGSj � jOH j;(p3 + 1)r � jOH j:



KMS 2005/2006 1. séria letnej èasti 10Druhú nerovnos» sme dostali z prvej dosadením vypoèítanýh då¾ok úseèiek jOGj a jGSj. Keï¾e � > p3 + 1,z predhádzajúej nerovnosti vyplýva aj po¾adované tvrdenie �r � jOH j.Iné rie¹enie:Úloha sa dá rie¹i» aj þhrubou silouÿ. Okrem priameho analytikého prístupu je mo¾né vyu¾i» Herónov vzore,ktorý hovorí, ¾e obsah trojuholníka so stranami a, b,  je S = ps(s� a)(s� b)(s� ), kde s = (a + b + )=2(oznaèenie s pohádza z anglikého semiperimeter, t. j. polovia obvodu). Skúste si dosadi» túto hodnotu za sa výraz roznásobi», dostanete 16S2 = 2(a2b2 + b22 + 2a2)� (a4 + b4 + 4).Objem ná¹ho ¹tvorstena vieme zráta» dvomi sp�sobmi (podobne ako obsah trojuholníka, vyskú¹ajte si to).V = 13 jOH j � SABC = 13 r (SOAB + SOBC + SOCA + SABC)Z tohto dostávame jOH jr = 1 + SOAB + SOBC + SOCASABC :Je jasné, ¾e obsahy trojuholníkov OAB, OBC, OCA sú men¹ie ne¾ obsah trojuholníka ABC, tak¾e mámejOH jr = 1 + SOABSABC + SOBCSABC + SOCASABC < 1 + 1 + 1 + 1 = 4:Nane¹»astie v¹ak � < 4, tak¾e ná¹ odhad budeme musie» zjemni».Neh jOAj = x, jOBj = y, jOCj = z. Týmto je ná¹ ¹tvorsten urèený jednoznaène. Cheme dokáza», ¾eSOAB + SOBC + SOCA = (xy + yz + zx)=2 � (� � 1)SABC : (1)Strany trojuholníka ABC majú veµkos» px2 + y2;px2 + y2;px2 + y2, ale v roznásobenom Herónovom vzorivystupujú iba v druhej monine. Paráda. Nerovnos» (1) je po umonení na druhú, vynásobení èíslom 4 a dosadeníobsahu trojuholníka ABC ekvivalentná s nerovnos»ou(xy + yz + zx)2 � (� � 1)2 � (x2y2 + y2z2 + z2y2):Tento vz»ah platí, vidno to po vhodnej substitúii alebo z Cauhyho-Shwarzovej nerovnosti (odhadneme µavústranu). Doká¾te si to sami.Poznámka: Doká¾te (bez pou¾itia Herónovho vzora), ¾e ak a, b,  sú strany nejakého trojuholníka, tak platí2(a2b2 + b22 + 2a2) > (a4 + b4 + 4):Úloha è. 13: Daný je rovnobe¾ník ABCD s prieseèníkom uhloprieèok O. Body M , N sú stredy úseèiek BO, CD(v tomto poradí). Doká¾te, ¾e ak trojuholníky ABC a AMN sú podobné, tak ABCD je ¹tvore.Rie¹enie: (opravovala Erika)K rie¹eniu úlohy sa dalo pristupova» viaerými sp�sobmi. Dobré je skúsi» si na zaèiatku obráti» dokazovanú impli-káiu.4 Ak ABCD je ¹tvore, sú trojuholníky ABC a AMN podobné? Po hvíli sna¾enia sa nám to podarí dokáza»ez uhly (nájdeme vhodný tetivový ¹tvoruholník). To napovedá, ¾e aj obrátená implikáia by mohla ís» ez uhly.A keï¾e stredy strán sú pomerne þmizernéÿ body, ak heme ráta» uhly, treba im nejako pom�». Èo prehádzaez stredy strán trojuholníka? No predsa stredné prieèky a uhly pri nih vieme µahko urèi», keï¾e sú rovnobe¾néso stranami. Vyskú¹ajte si dotiahnu» to do kona, zvoµte vhodné stredné prieèky a tetivové ¹tvoruholníky. Ïalej siuká¾eme dva iné prístupy.Prvé rie¹enie:Z podobnosti trojuholníkov ABC a AMN vyplýva, ¾e j<)NAM j = j<)CAM j. Po odèítaní veµkosti uhla CABod oboh týhto uhlov dostávame j<)NACj = j<)MABj: (1)Keï¾e trojuholníky ABC a AMN sú podobné, máme tie¾jAN jjACj = jAM jjABj : (2)Z (1) a (2) dostávame, ¾e trojuholníky NAC a MAB sú podobné, a teda j<)NCAj = j<)MBAj. Z rovnosti týhtouhlov a z vlastnosti, ¾e bod O je rovnako vzdialený od úseèiek AB a CD vyplýva, ¾e jBOj = jCOj. Teda vidíme,¾e uhloprieèky v tomto rovnobe¾níku majú rovnakú då¾ku. Vieme, ¾e iba uhloprieèky v pravouholníku majú takúto4Aj keï je to dobrý nápad, treba ma» na pamäti obmedzené mo¾nosti takéhoto prístupu, toti¾ obrátená implikáia m�¾e by» hoièood úplnej triviality a¾ po otvorený problém, vrátane toho, ¾e nemusí plati». A teda m�¾e by» aj príli¹ µahká, extrémne »a¾ká, alebo nieúlpne zmysluplná úloha. Av¹ak za pokus to stojí, veï sformulova» obrátené tvrdenie trvá obvykle iba hvíµku.



KMS 2005/2006 1. séria letnej èasti 11vlastnos», tak¾e rovnobe¾ník ABCD je buï ¹tvore, alebo obdå¾nik. Na to, aby sme ukázali, ¾e je to ¹tvore,treba ukáza», ¾e dve jeho susedné strany majú rovnakú då¾ku. Oznaème preto jABj = a, jBCj = b, jACj = u.Z podobnosti trojuholníkov NAC a MAB máme jNCjjMBj = jACjjABj :Vyjadrením a dosadením jednotlivýh då¾ok dostávame 2 � a2 = u2. Zároveò z Pytagorovej vety pre trojuholníkABC máme a2+ b2 = u2. Porovnaním poslednýh dvoh vz»ahov získame a2 = b2, èi¾e a = b. Týmto sme dokázali,¾e rovnobe¾ník zo zadania je obdå¾nik s dvoma rovnakými susednými stranami, a teda je to ¹tvore.



KMS 2005/2006 1. séria letnej èasti 12Druhé rie¹enie:Skúsme teraz úlohu rie¹i» pomoou komplexnýh èísel. Toto rie¹enie je elegantné a jednoduhé. Polo¾me rovnobe¾níkABCD do komplexnej roviny tak, aby bod A bol 0 (úlohu nerie¹ime analytiky, tak¾e bod A je naozaj iba èíslo).Ïalej neh body B, D rovnobe¾níka sú èísla B, D. Pre výpoèet èíselnýh hodn�t ostatnýh bodov m�¾eme pou¾i»klasiké postupy ako pri analytikej geometrii: C = B +D, O = (B +D)=2, M = B + (D � B)=4, N = D +B=2.Z podobnosti trojuholníkov ABC a AMN dostávame jACj=jABj = jAN j=jAM j a súèasne j<)NAM j = j<)CABj.Pokúsme sa túto podmienku prepísa» pomoou komplexnýh èísel. Zamyslime sa nad tým, èo vyjadruje zlomokC=B. Ako výsledok tohto podielu dostaneme komplexné èíslo. Vzdialenos» tohto èísla od A je jC=Bj. Uhol priradenýk tomuto èíslu je CAB. Teda keï urobíme podiel èísel C a B, tak tento v sebe zahàòa informáiu ako o uhle, takaj o veµkosti pomeru uhloprieèky AC ku strane AB. Ak preto heme vyjadri» podmienku podobnosti dvohtrojuholníkov v komplexnej rovine, staèí overi» rovnos» pomerov dvoh dvojí komplexnýh èísel. V na¹om prípademusí plati» CB = NM :Dosadením vyjadrení jednotlivýh bodov a jednoduhými úpravami dostávame rovnos» B2 + D2 = 0. Z tejtorovnosti m�¾eme jednoduho vyjadri» B pomoou D, a to ako B = iD alebo B = �iD (i je komplexná jednotka).Tieto dve rovnosti vyjadrujú, ¾e B dostaneme z D otoèením o 90 stupòov. A keï¾e z rovnobe¾níkov jedine ¹tvorespåòa uvedenú vlastnos», podarilo sa nám dokáza», ¾e rovnobe¾ník ABCD je naozaj ¹tvore.Poznámka: Násobenie komplexným èíslom k(os'+i sin') znamená vlastne zlo¾enie dvoh zobrazení: rovnoµahlostis koe�ientom k a otoèenia o uhol ', obe tieto zobrazenia majú stred v bode 0. Takéto zobrazenie sa nazývav angliètine spiral similarity, v slovenèine preò nemáme lep¹í pojem ne¾ doslovný preklad ¹pirálová podobnos».(Skúste pomoou tohto zobrazenia vyrie¹i» prvú úlohu z IMO 2005.)Komentár: Ïal¹í sp�sob rie¹enia úlohy bol pomoou analytikej geometrie. Toto rie¹enie bolo priamoèiare, preto smesa rozhodli ho vyneha». Rie¹enie pomoou komplexnýh èísel si vy¾aduje trohu hlb¹í vhµad do tejto problematiky,preto ak ste neporozumeli niektorým veiam zo vzorového rie¹enia, pospomínajte si, ako sa vlastne s komplexnýmièíslami poèíta a èo je pre ne harakteristiké.Úloha è. 14: Nájdite v¹etky funkie f : R ! R také, ¾e pre v¹etky reálne èísla x, y platíf(x+ f(x) + f(y)) = f(y + f(x)) + x+ f(y)� f(f(y)):Rie¹enie: (opravoval Jakub)Neh funkia f je rie¹ením na¹ej rovnie. Potom rovnos» zo zadania platí pre v¹etky x a y, tak¾e m�¾eme za x ajy dosádza» µubovoµné hodnoty, aby sme na¹li nutné podmienky, ktoré musí funkia f spåòa». Nu¾ dosádzajme:a) y je µubovoµné, x = y � f(y):f(y � f(y) + f(y � f(y)) + f(y)) = f(y + f(y � f(y))) + y � f(y) + f(y)� f(f(y))f(y + f(y � f(y))) = f(y + f(y � f(y))) + y � f(f(y))f(f(y)) = y (1)Z (1) vyplýva, ¾e funkia f je prostá (overte!).5b) x = y = 0: f(0 + 2f(0)) = f(0 + f(0)) + 0 + f(0)� f(f(0))f(2f(0)) = f(0)Keï¾e funkia f je prostá, tak platí 2f(0) = 0 a pretof(0) = 0: (2)) y je µubovoµné, x = 0: f(0 + f(0) + f(y)) = f(y + f(0)) + 0 + f(y)� f(f(y))f(f(0) + f(y)) = f(y + f(0)) + f(y)� f(f(y)) (pou¾ime (2))f(f(y)) = f(y) + f(y)� f(f(y)) (pou¾ime (1))y = f(y) + f(y)� yf(y) = y 55Okrem toho z toho vyplýva, ¾e oborom hodn�t funkie f je elá mno¾ina reálnyh èísel.



KMS 2005/2006 1. séria letnej èasti 13Teda jediným mo¾ným rie¹ením (ak nejaké existuje) je funkia f(x) = x. Dosadením do p�vodnej rovnie µahkooveríme, ¾e táto funkia naozaj vyhovuje zadaniu. A to je v¹etko.Komentár: Samozrejme, horeuvedené rie¹enie nie je jediné správne. Väè¹inou ste úlohu rie¹ili úplne inak, dosádzanímr�znyh inýh hodn�t. Uvedené dosadenie x = y�f(y) je v¹ak pravdepodobne þnajlep¹ieÿ. Získame pomoou nehopomerne silnú rovnos» f(f(y)) = y, z ktorej vyplýva, ¾e funkia f je prostá (s tým ste mali pri dokazovaní väè¹inounajväè¹ie problémy). Z prostosti f a rovnosti f(0) = 0 sa dá jednoduho dokáza», ¾e f(x) = x (dosadením x = 0).Ako sa dá vymyslie» dosadenie x = y � f(y)? My¹lienka za tým m�¾e by» taká, ¾e sa sna¾íme uni�kova» výrazyf(x + f(x) + f(y)) a f(y + f(x)) (teda heme, aby boli rovnaké a þvypadliÿ z rovnie). Potom musí plati»x+ f(y) = y.
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