
Vzorové riešenia 1. série letnej časti KMS 2015/2016

Úloha č. 1: Pal’o má 100 kariet, na ktorých sú postupne č́ısla od 1 do 100. Kamarát ho zavolal sa s nimi hrat’. Pal’o
rýchlo zobral karty a utekal ku kamarátovi. Ked’ začali hrat’, zistil, že si vzal len 55 kariet. To Pal’a zneistilo, lebo
mal premyslenú stratégiu, v ktorej potrebuje mat’ dve karty s rozdielom 9. Upokojte ho a dokážte, že sa medzi jeho
55 kartami vždy nachádzajú dve karty s rozdielom ich č́ısel 9, a to bez ohl’adu na to, ktorých 55 kariet si zobral.

Riešenie: (opravovali Anina a Aňa)
Pozrime sa na to, aký maximálny počet kariet si vie Pal’o zobrat’ tak, aby v nich nebol žiaden pár s rozdielom 9.
Aby sme si to vedeli l’ahko predstavit’, vytvorme si fikt́ıvnu tabul’ku tak, že do prvého st́lpca naṕı̌seme č́ısla od 1
do 9 a v každom d’aľsom st́lpci ich o 9 navýšime (teda rozdiel každých dvoch susediacich kariet v riadku bude 9).
Čiže v prvom riadku budú č́ısla, ktoré po deleńı deviatimi dávajú zvyšok 1, v druhom tie, ktoré dávajú zvyšok 2
atd’. až v poslednom riadku tie, ktoré sú delitel’né deviatimi.
Teda táto tabul’ka má 9 riadkov a 11 plných st́lpcov, v dvanástom ostane iba jedna karta s č́ıslom 100. Otázkou
je, kol’ko najviac č́ısel vieme vybrat’, aby žiadne dve nemali rozdiel 9. Všimnime si, že ak vyberieme hociktoré
č́ısla susediace v riadku, tak budú mat’ rozdiel 9 (a žiadna iná dvojica túto vlastnost’ nemá – takže sme naplno

”
zužitkovali“ informáciu). Z tohto dôvodu sa nám oplat́ı pozerat’ sa na jednotlivé riadky a skúmat’, kol’ko najviac

č́ısel vieme vybrat’ z jedného riadku.
Ked’že nevieme vybrat’ dve susedné č́ısla z riadku, tak môžme vybrat’ maximálne polovicu č́ısel z riadku (pre

nepárnu d́lžku riadku je to horná celá čast’ z polovice). V našom pŕıpade vieme vybrat’ z každého riadku maximálne
6 č́ısel, čo dohromady dáva 9 · 6 = 54 č́ısel. Dokopy môžme vybrat’ maximálne 54 kariet, ktoré medzi sebou určite
nemajú žiadnu dvojicu s rozdielom 9. Lenže Pal’o si zobral až 55 kariet. Z toho vyplýva, že Pal’o má v svojom
baĺıčku kariet aspoň jednu dvojicu s rozdielom 9.

Úloha č. 2: Betkina záhrada má tvar polkruhu s krajnými bodmi A, B. V strede oblúka AB lež́ı bod S. Z bodu
S vychádzajú dva chodńıky v tvare úsečiek, ktoré záhradu rozdel’ujú na tri záhony. Plochy jednotlivých záhonov sú
v pomere 1 : 2 : 2. V akom pomere delia tieto dva chodńıky úsečku AB? Obrázok pod úlohou je len ilustračný
a pomery v ňom nezodpovedajú zadaniu.

Riešenie: (opravoval L’ubo)
Ako to už často v geometriách býva, dobrý obrázok nám vždy vie pomôct’. Nakreslime si ho teda a za značme si
veci, ktoré vieme:

Do obrázku zo zadania sme zaznačili polomer polkruhu r a strany, ktorých pomer máme zistit’ sme označili: a, b
a c. Taktiež sme si pridali doplnky strán a a c k r. Vid́ıme, že d́lžku b môžeme tiež vypoč́ıtat’ ako (r− a) + (r− c).
Polomer Betkinej záhradky máme označený ako r, l’ahko teda zist́ıme obsah celého polkruhu, ktorý sa bude rovnat’

S =
π · r2

2
= S1 + S2 + S3.
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Z pomerov jednotlivých obsahov (1 : 2 : 2) vieme vypoč́ıtat’ ich vel’kosti, a śıce:

S1 =
π · r2

10
, S2 = S3 =

π · r2

5
.

Začnime obsahom S2, ked’že je to trojuholńık, ktorého obsah vieme jednoducho spoč́ıtat’. Obsah trojuholńıka je

S2 =
b · r

2
=
π · r2

5
=⇒ b =

2

5
· πr.

Pozrime sa, ako by sme mohli spoč́ıtat’ stranu a. Dá sa to viacerými spôsobmi, my na to využijeme4EDS, z ktorého
zist́ıme d́lžku r − a. Z tej dopoč́ıtame a. Obsah štvrt’kruhu bude

π · r2

4
= S1 + S4EDS

alebo teda

S4EDS =
π · r2

4
− S1.

Dosad’me si za S1 a S4EDS to, čo o nich vieme:

(r − a)r

2
=
π · r2

4
− π · r2

10
.

Po úpravách dostávame (premyslite si):

a = r − 3

10
· πr.

Už máme dve z troch hl’adaných strán, treba nájst’ len poslednú stranu c. Mohli by sme ju hl’adat’ rovnakým
spôsobom ako stranu a, ale jednoduchšie využit’, že a+ b+ c = 2r, teda:

c = 2r − a− b = 2r − (r − 3

10
· πr)− 2

5
· πr =⇒ c = r − 1

10
· πr.

Teraz nám už len stač́ı dat’ do pomeru strany a, b, c. Ked’ to sprav́ıme, vyjde nám:

a : b : c = (r − 3

10
· πr) : (

2

5
· πr) : (r − 1

10
· πr).

Výraz môžeme predelit’ r a pre estetickost’ vynásobit’ č́ıslom 10. Dostaneme teda:

a : b : c = (10− 3π) : 4π : (10− π).

Úloha č. 3: Janko si rád poč́ıta ciferné súčty č́ısel. Zaviedol si preto svoje označenia. Pre prirodzené č́ıslo k označil
jeho ciferný súčet ako s1(k). Ciferný súčet č́ısla s1(k) zas označil s2(k) a ciferný súčet č́ısla s2(k) označil s3(k).1

Potešte Janka a nájdite všetky dvojice prirodzených č́ısel m, n, pre ktoré plat́ı m+n = 2016 a s3(m) + s3(n) = 9.

Riešenie: (opravoval Ke3n)
Na začiatku riešenia úlohy je fajn sa s ňou trošku pohrat’ a zistit’, ako sa správa pre nejaké konkrétne pŕıpady.
Vyskúšajte si teda dvojice č́ısel 1 a 2015, 2 a 2014, . . . , 17 a 1999, 18 a 1998 (ale naozaj!). Z týchto pŕıpadov sa
môže zdat’, že nevyhovujú jedine také dvojice č́ısel, kde sú obe č́ısla delitel’né 9. Ak sa to nezdá, je fajn vyskúšat’

viac pŕıpadov. Pod’me sa pozriet’, či je to naozaj tak.
Najprv sa zamyslime, v akom rozsahu môžu byt’ č́ısla s1, s2, s3. Č́ısla m a n sú prirodzené č́ısla od 1 po 2015, takže
najväčšie s1, aké môžeme dostat’, je s1(1999) = 28 (premyslite si). Z toho vyplýva, že s1(k) sú č́ısla z rozsahu 1 až
28, s2(k) sú už len z rozsahu 1 až 10 a k chudákovi s3(k) sa dostanú už len č́ısla z rozsahu 1 až 9.
Zauj́ıma nás, kedy s3(m) + s3(n) = 9. Ak s3(m) = 9, alebo s3(n) = 9, š́ıpime problém, ich súčet určite nemôže byt’

9. Kedy bude pre nejaké prirodzené č́ıslo k platit’ s3(k) = 9? Po krátkom zaloveńı v pamäti prichádzame na to, že
č́ıslo je delitel’né 9, ak je jeho ciferný súčet delitel’ný 9 a aj naopak (ak je ciferný súčet č́ısla delitel’ný 9, potom je
naše č́ıslo delitel’né 9). Takže ak s3(k) = 9, čo je ciferný súčet č́ısla s2(k), potom je určite s2(k) delitel’né 9. Z toho
istého dôvodu je aj s1(k) delitel’né 9 a teda aj to k bude delitel’né 9. Naspät’ k našej dvojici m, n: prǐsli sme k tomu,
že ak je č́ıslo m delitel’né 9, potom s3(m) = 9. Ešte si uvedomme, že ak je m delitel’né 9, tak aj n bude automaticky
delitel’né 9 (lebo ich súčet je 2016, čo je delitel’né 9). Teda n sa môže aj zbláznit’, ale s3(m) + s3(n) nebude 9.

1Napŕıklad s1(2 999 999) = 56, s2(2 999 999) = 11 a s3(2 999 999) = 2.
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Zatial’ sme ukázali iba to, že pre dvojice č́ısel, ktoré sú obe delitel’né 9 nemôže platit’ s3(m)+s3(n) = 9. To znamená,
že ostatné majú šancu, aby s3(m)+s3(n) = 9, ale nie, že to pre ostatné určite plat́ı (viaceŕı z vás si to neuvedomili)!
Stále by niekde mohol byt’ skrytý dôvod, pre ktorý nejaké tieto dvojice nevyhovujú.
Pod’me sa teda sa pozriet’ bližšie na dvojice č́ısel m, n, z ktorých ani jedno nie je delitel’né 9. Plat́ı m + n = 2016
a 2016 je delitel’né 9, takže zvyšok m po deleńı 9 a zvyšok n po deleńı 9 musia dat’ v súčte 9 (ešte by mohli dat’

0, ale m a n delitel’né 9 sme už poriešili). Čo sa deje zo zvyškom č́ısla po deleńı 9, ak urob́ıme jeho ciferný súčet?
Naṕı̌sme si č́ıslo k v

”
cifernom“ zápise: k = k1 + k2 · 10 + ... + kn · 10n−1, potom s1(k) = k1 + k2 + ... + kn. Ako

sa správajú zvyšky pri násobeńı a sč́ıtavańı č́ısel? Ak a dáva po deleńı 9 zvyšok za a b dáva zvyšok zb, tak a · b
dáva zvyšok za · zb a a+ b dáva zvyšok za + zb (premyslite si). Všetky desiatky v cifernom zápise dávajú po deleńı
9 zvyšok 1, preto špeciálne pre delenie 9 ostane zvyšok ciferného súčtu rovnaký. A sme hotov́ı! Č́ısla m a n majú
súčet zvyškov po deleńı 9 rovný 9 a zvyšky ostanú rovnaké pre s1, s2 aj s3. Takže s3(m) + s3(n) = 9, ak nie sú
súčasne m aj n delitel’né 9 (vtedy s3(m) + s3(n) = 18).

Úloha č. 4: Anina sa ocitla v bludisku. Bludisko má tvar rovnostranného trojuholńıka so stranou dĺ̌zky n a je
rozdelené na siet’ rovnostranných trojuholńıčkov s dĺ̌zkou strany 1. Anina sa nachádza v najvyššom trojuholńıčku
a potrebuje sa dostat’ na stredný trojuholńıček v najspodneǰsom riadku. Môže sa pohybovat’ len cez stredy hrán troj-
uholńıčkov dole, doprava alebo dol’ava, pričom sa nesmie vrátit’ do trojuholńıčka, v ktorom už bola. (Vyjst’ z vel’kého
trojuholńıka nemôže.) Pre každé prirodzené č́ıslo n určte, kol’kými spôsobmi môže Anina prejst’ bludiskom. Na
obrázku je znázornené bludisko pre n = 4 a jedna možná cesta bludiskom.

Riešenie: (opravovali Kajo a Domča)
Na začiatok si uvedomme jednoduchú vec: Ked’že sa nemôžeme hýbat’ smerom hore, akonáhle źıdeme z nejakého
riadku nahol, už sa doňho nevrátime. Zároveň plat́ı, že ak vieme akým trojuholńıkom sme opúšt’ali k-ty riadok,
vieme aj, ktorým sme prǐsli do (k+ 1)-ho riadku. Ked’ v danom riadku poznáme aj trojuholńık, ktorým sme prǐsli,
aj ten, ktorým sme odǐsli, tak existuje len jedna cesta medzi nimi vrámci daného riadku (ked’že sa nemôžeme vrátit’

do toho istého trojuholńıka). Taktiež plat́ı, že ked’ sa dostaneme do posledného riadku, ostáva nám už len ı́st’ vpravo
alebo vl’avo smerom ku stredu, a teda k ciel’u.
Ked’ si to zhrnieme, tak stač́ı sledovat’ trojuholńıky, ktorými vychádzame z (pŕıpadne vchádzame do) jednotlivých
riadkov. Toto nám jednoznačne urč́ı celú cestu a zároveň každú cestu môžeme cez tieto trojuholńıčky poṕısat’.
V prvom riadku má Anina 1 možnost’, v druhom 2, . . . , v (n − 1)-vom riadku má n − 1 možnost́ı a v poslednom
už len jednu. Všetky možnosti sa môžu l’ubovol’ne kombinovat’, teda Anina má dokopy 1 · 2 · . . . · (n− 1) = (n− 1)!
možnost́ı.

Úloha č. 5: Ketrin našla v galérii zauj́ımavý obraz. Bol na ňom znázornený trojuholńık ABC so stredom vṕısanej
kružnice I. Obrazy bodu I v osovej súmernosti podl’a strán trojuholńıka BC, CA a AB boli postupne označené ako
Ia, Ib a Ic. Zauj́ımavost’ou obrazu bolo, že body Ia, Ib, Ic, A ležali na jednej kružnici. Ketrin po chv́ıli rozmýšl’ania
určila vel’kost’ uhla BAC. Určte vel’kost’ uhla BAC aj vy.

Riešenie: (opravovali Adam a Mojo)
Ked’že bod I je stredom kružnice vṕısanej trojuholńıku ABC, tak lež́ı na priesečńıku ośı všetkých vnútorných
uhlov trojuholńıka. Strany trojuholńıka ABC sú dotyčnice k jeho vṕısanej kružnici. Ak teda sprav́ıme kolmice z
bodu I na strany AB, BC a AC, dostaneme polomery vṕısanej kružnice. Všetky budú rovnako dlhé, označme si
túto d́lžku r.
Ked’ budeme robit’ obrazy bodu I v osovej súmernosti podl’a strán
trojuholńıka, znova sprav́ıme kolmice na strany trojuholńıka. Teraz
ich ale pred́lžime tak, aby boli body IA, IB a IC ktoré dostaneme,
vzdialené od bodu I dvakrát tol’ko, ako od svojich ośı súmernost́ı.
Úsečky IAI, IBI a ICI, majú d́lžku 2r. Z toho nám vyplýva, že to
sú polomery kružnice so stredom v bode I. Na tejto kružnici bude
(zo zadania) ležat’ aj bod A. Preto plat́ı: |IA| = 2r. Označme si
bod dotyku vṕısanej kružnice so stranou AB ako X. O trojuholńıku
AIX vieme celkom dost’ – je pravouhlý a poznáme d́lžky jeho dvoch
strán IA a IX. To je dost’ na dopoč́ıtanie zvyšku, a teda aj uhla
IAX. Na to použijeme śınus:

sin(|<) IAX|) =
|IA|
|XA|

=
r

2r
=

1

2

|<) IAX| = 30◦.

Uhol IAX je polovica uhla BAC, preto |<)BAC| = 60◦. A to je presne to, čo chcela Ketrin vediet’.
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Úloha č. 6: L’udka a Kika si zobrali tabul’ku m×n poĺıčok, kde m, n sú nepárne prirodzené č́ısla. Každé jej poĺıčko
zafarbili namodro alebo načerveno. L’udke sa páčia červeno dominantné riadky. To sú také riadky, ktoré obsahujú
viac červených poĺıčok ako modrých. Kika zas obl’ubuje modro dominantné st́lpce, teda také st́lpce, ktoré obsahujú
viac modrých poĺıčok ako červených. L’udka a Kika pri zafarbovańı spolupracovali, aby boli obe spokojné. V závislosti
od č́ısiel m, n nájdite najväčš́ı súčet počtu modro dominantných st́lpcov a červeno dominantných riadkov, ktorý
L’udka s Kikou mohli dostat’. Nezabudnite zdôvodnit’, prečo väčšie súčty dostat’ nemohli.

Riešenie: (opravovali Hopko a Dominik)
Ako prvé je v podobných úlohách dobré začat’ si vyfarbovat’ tabul’ku tak, aby bol čo najväčš́ı súčet modro domi-
nantných st́lpcov (MDS) a červeno dominantných riadkov (ČDR). Po chv́ıl’ke

”
hrania sa“ si všimneme, že počet

MDS a ČDR spolu súviśı. Totiž, intúıcia vrav́ı, že č́ım viac MDS, tým viac modrých poĺıčok v tabul’ke a tiež, že
č́ım viac ČDR, tým viac červených poĺıčok v tabul’ke. Ale súčet počtu modrých a červených poĺıčok je konštantný
(konkrétne mn). Takže intuit́ıvne plat́ı, že č́ım viac MDS, tým menej ČDR a naopak. Rečńıcka otázka na koniec
odstavca: Čo s tým sprav́ıme?
Chceli by sme zaplátat’ diery v našej intúıcii. Totiž občas plat́ı, že prefarbenie modrého poĺıčka na červené nemuśı
zńıžit’ počet MDS. Kedy niečo také nastane? Ked’ sme prefarbili poĺıčko v st́lpci, v ktorom nebolo (m+1)/2 modrých

poĺıčok. A týmto spôsobom vieme
”
źıskat’“ nejaké červené poĺıčka navyše – ak je v st́lpci viac ako (m+1)/2 modrých

poĺıčok, môžme beztrestne prefarbit’ všetky okrem (m+ 1)/2 a ak je v st́lpci menej než (m+ 1)/2 modrých poĺıčok,
tak ich vieme všetky beztrestne prefarbit’ na červené. Metaforické okienko: Ak vyhrám 10 zápasov 1 : 0 a jeden
prehrám 10 : 0, moje skóre je 10 : 10, ale mám 10 výhier a len jednu prehru.
Taktiež to vieme robit’ aj opačne a źıskavat’ modré poĺıčka navyše. Teda dáva zmysel, aby v každom st́lpci bolo
bud’ (m+ 1)/2 alebo 0 modrých poĺıčok (a podobne pre červené riadky). Ked’ už toto máme, nie je vel’ký problém

nájst’ konštrukciu, ktorá to takmer sṕlňa, a súčet ČDR s MDS je m + n − 2. Vo všeobecnosti, je celkom rozumné
robit’ konštrukcie čo najjednoduchšie a najsymetrickeǰsie ako to len ide, jednak sa nám to potom l’ahšie kontroluje
a dvak takéto konštrukcie často vychádzajú. V tomto pŕıpade vyhovuje napŕıklad stredovo symetrická tabul’ka
(vid’. obrázok). Pozrime sa, čo sme vlastne dostali. Č́ıslo m + n − 2 je dost’ vel’ké, okrem dvoch st́lpcov/riadkov

sú všetky správne dominantné. A navyše, v našej konštrukcii je len jeden riadok (prostredný), ktorý nesṕlňa našu
podmienku, aby bol prázdny alebo mal (n+ 1)/2 červených poĺıčok. Navyše, tento riadok sa od našej podmienky
ĺı̌si len v jednom poĺıčku. To by mohlo nasvedčovat’, že väčš́ı súčet MDS a ČDR by sa nemal dat’ dosiahnut’. Okrem
toho to naznačuje spôsob dôkazu – ak by len jeden riadok/st́lpec nebol správne dominantný, museli by sme mat’ v

riadkoch pŕılǐs vel’a červených a v st́lpcoch pŕılǐs vel’a modrých poĺıčok. Pod’me to teda skúsit’ spravit’.
Formálne na to ideme sporom a predpokladáme, že vieme skonštruovat’ tabul’ku so súčtom ČDR a MDS rovným
m+n−1. BUNV 2 vieme povedat’, že mámem ČDR a n−1 MDS. V každom ČDR muśı byt’ aspoň (n+1)/2 červených
poĺıčok, teda dokopy muśıme mat’ aspoňm(n+1)/2. V každom MDS muśı byt’ aspoň (m+1)/2 modrých poĺıčok, teda
dokopy muśıme mat’ aspoň (n−1)(m+1)/2. Takže dokopy muśı byt’ v tabul’ke aspoň m(n+1)/2+(n−1)(m+1)/2 =
mn+ (n− 1)/2. Ak n > 1, tak plat́ı, že mn+ (n− 1)/2 > mn (počet všetkých poĺıčok), čo je spor. Ak ale n = 1,
tak tento záver nevieme spravit’ a muśıme to špeciálne ošetrit’. Rozmyslite si, že v takom pŕıpade bude súčet MDS
a ČDR dokonca m+ n− 1.

Úloha č. 7: Nech p, q sú nesúdelitel’né prirodzené č́ısla. Dokážte, že⌊
p

q

⌋
+

⌊
2p

q

⌋
+ · · ·+

⌊
(q − 1)p

q

⌋
=

⌊
q

p

⌋
+

⌊
2q

p

⌋
+ · · ·+

⌊
(p− 1)q

p

⌋
.

2Bez Ujmy Na Všeobocnosti
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Zápis bac označuje dolnú celú čast’ č́ısla a, t. j. najväčšie celé č́ıslo, ktoré neprevyšuje a.

Riešenie: (opravoval Jožo)
Zoberme si najprv l’avú stranu rovnosti a vyjadrime jej hodnotu. Ked’že práca s dolnými celými čast’ami môže byt’

pre nás nepohodlná, skúsime ich odstránit’. Rozmyslite si, že

ba
b
c =

a

b
− z

b
,

kde z je zvyšok č́ısla a po deleńı b. Preto l’avú stranu vieme rozṕısat’⌊
p

q

⌋
+

⌊
2p

q

⌋
+ · · ·+

⌊
(q − 1)p

q

⌋
=
p

q
+

2p

q
+ · · ·+ (q − 1)p

q
− z1

q
− z2

q
− . . .− zq−1

q
,

kde z1, z2, . . . , zq−1 sú postupne zvyšky č́ısel p, 2p, . . . , (q − 1)p po deleńı č́ıslom q. Nie je t’ažké si všimnút’, že
tieto zvyšky sú 1, 2, . . . , (q − 1), len v inom porad́ı. Intúıciu k tomu môžme nadobudnút’ p, q. Pod’me si to ale
dokázat’.
Zaṕı̌sme si č́ısla p, 2p, . . . , (q − 1)p všeobecne ako ip. Pre žiadne i (0 < i < q) č́ıslo ip nie je delitel’né č́ıslom q.
Č́ısla p, q sú totiž nesúdelitel’né a q nemôže delit’ i, lebo i < q. Môže sa stat’, že pre rôzne i, j budú dávat’ č́ısla
ip a jp rovnaký zvyšok po deleńı q? Predpokladajme, že áno. Potom ich rozdiel ip − jp = (i − j) · p je delitel’ný
č́ıslom q. Ked’že však č́ısla p a q sú nesúdelitel’né, tak q muśı delit’ i− j. Vzhl’adom na to, že i, j môžu nadobúdat’

len hodnoty 1, 2, . . . , q − 1, tak i− j je delitel’né q len vtedy, ak i = j. Dostali sme spor s predpokladom, že i a j
sú rôzne. Preto pre rôzne i, j majú č́ısla ip a jp rôzne zvyšky po deleńı q.
Dokázali sme, že zvyšky z1, z2, . . . , zq−1 sú navzájom rôzne a nenulové. Preto sú to v nejakom porad́ı zvyšky
1, 2, . . . , q − 1. Pri sč́ıtavańı však na porad́ı nezálež́ı a my si ich môžeme poprehadzovat’. Tak môžeme dokončit’

výpočet l’avej strany.

⌊
p

q

⌋
+

⌊
2p

q

⌋
+ · · ·+

⌊
(q − 1)p

q

⌋
=
p+ 2p+ · · ·+ (q − 1)p

q
− z1 + z2 + · · ·+ zq−1

q
=

=
p(1 + 2 + · · ·+ q − 1)

q
− 1 + 2 + · · ·+ q − 1

q
=

=
pq(q − 1)

2q
− q(q − 1)

2q
=

1

2
(q − 1)(p− 1)

Vyjadrili sme tak hodnotu l’avej strany. Ak sa pozorne pozrieme na pravú stranu, tak je taká istá ako l’avá, len má
vymenené p a q. Preto aj jej hodnota bude rovnaká, len s vymenenými p, q, teda 1

2 (p − 1)(q − 1). To je tá istá
hodnota, akú má l’avá strana. Tým sme rovnost’ zo zadania dokázali.

Iné riešenie:
Uvažujme štvorčekovú siet’ p×q štvorčekov so stranou d́lžky 1. Na každý vnútorný mrežový bod položme kamienok
(ako na obrázku). Spoč́ıtajme po riadkoch kamienky pod uhlopriečkou (na obrázku sú okrúhle). Zvol’me bod X
ako vnútorný mrežový bod úsečky AB, teda |AX| ∈ {1, 2, . . . , q−1}. Priesečńık riadku, v ktorom sa nachádza bod
X s uhlopriečkou AC označme Y . Ak |AX| = i, tak z podobnosti trojuholńıkov |XY | = (ip)/q. Rozmyslite si, že
počet kamienkov na úsečke XY je rovný b(ip)/qc. Takýmto spôsobom vieme postupne spoč́ıtat’ počet kamienkov
pod uhlopriečkou v prvom, druhom až (q − 1)-om riadku. Dostaneme tak⌊

p

q

⌋
+

⌊
2p

q

⌋
+ · · ·+

⌊
(q − 1)p

q

⌋
,

čo je výraz na l’avej strane rovnice.
Podobne vieme spoč́ıtat’ po st́lpcoch počet kamienkov nad uhlopriečkou (štvorčekové). V j-tom st́lpci je čast’ st́lpca
nad uhlopriečkou dlhá (jq)/p a teda obsahuje b(iq)/pc kamienkov nad uhlopriečkou. Ak toto sprav́ıme v každom

od prvého po (p− 1)-vý st́lpec, dostaneme⌊
q

p

⌋
+

⌊
2q

p

⌋
+ · · ·+

⌊
(p− 1)q

p

⌋
,

čo je výraz na pravej strane. Počet kamienkov nad uhlopriečkou je rovnaký ako počet kamienkov pod uhlopriečkou.
Vd’aka nesúdelitel’nosti p, q ani žiaden kamienok nie je na uhlopriečke. Ked’že l’avá a pravá strana rovnosti vyjadrujú
ten istý počet kamienkov, musia sa rovnat’.

Komentár: Rovnost’ zo zadania plat́ı, aj ked’ sú p a q súdelitel’né. Dôkaz pomocou štvorčekovej sieti sa drobnou
úpravou dá zovšeobecnit’ pre l’ubovol’né č́ısla. V prvom spôsobe to bude vyžadovat’ viac námahy.
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Úloha č. 8: Miki a Zajo hrajú hru s bojovými figúrkami. Ked’̌ze nie sú žiadni amatéri, vystačili si s perom a pa-
pierom a figúrky si zaznačili ako body. Po dlhom boji ostali Mikimu tri figúrky uložené v bodoch A, B, C. Zajovi
zas ostali štyri figúrky uložené v bodoch K, L, M, N . Body K, L sa nachádzajú postupne na stranách AB, AC
v bodoch dotyku vṕısanej kružnice do trojuholńıka ABC. Body M, N ležia postupne na osiach uhlov ABC, BCA
tak, že |<)BMC| = |<)BNC| = 90◦. Miki sa pousmial a rozhodol sa vystrelit’ po priamke MN . Mysĺı si, že takto
zasiahne všetky Zajove figúrky. Dokážte, že priamka MN prechádza bodmi K, L.

Riešenie: (opravovali Kika a Mǐso)
Máme trojuholńık ABC, nejaké špeciálne body a chceme dokázat’, že body K, L, M a N sú na jednej priamke.
To sa dá dokázat’ rôzne, napŕıklad tak, že dokážeme, že úsečka MN pret́ına strany AB a AC v bodoch K a L,
alebo dokážeme, že úsečky KL, KN a aj LM sú kolmé na na tú istú priamku. Taktiež môžeme dokátat’, že
|<)KML| = 180◦ (ak je M vnútri trojuholńıka), alebo |<)MLK| = 180◦ (ak je bod M mimo trojuholńıka), a zároveň
|<)NKL| = 180◦ (ak je N mimo trojuholńıka) alebo |<)KNL| = 180◦ (ak je bod N v trojuholńıku). Všetky tieto
cesty viedli k správnemu riešeniu. My si dopodrobna prejdeme možnost’ dokazovania, ktorú sme spomenuli ako
prvú.
Priesečńık ośı vnútorných uhlov trojuholńıka ABC si označme I,
priesečńık priamky MN so stranou AB označme X a priamky MN
so stranou AC ako Y . Ak dokážeme, že body B, I, N a X ležia na
kružnici, tak |<)BNI| = |<)BXI|, pretože sú to obvodové uhly k
oblúku BI a ked’že |<)BNI| = 90◦, tak aj |<)BXI| = 90◦ a teda X
je bod dotyku vṕısanej kružnice trojuholńıku ABC a strany AB.
Podobne, ked’ budú body C, I, M a Y na kružnici.
Zo zadania vieme, že |<)BMC| = 90◦ a aj |<)BNC| = 90◦. Ked’že
toto plat́ı, tak musia body B, C, M a N ležat’ na Tálesovej kružnici
nad priemerom BC. Tak a teraz pod’me uhlit’! Ak máme uhly
štandardne označené (|<)BAC| = α, |<)ABC| = β a |<)ACB| = γ),
tak |<)ABI| = |<) IBC| = β/2 a |<)ACI| = |<) ICB| = γ/2. Na-
kol’ko body B, C, M a N ležia na kružnici, tak aj |<)Y NC| = β/2
a |<)XMB| = γ/2.
Ked’že |<)Y NC| = β/2, tak vel’kost’ susedného uhla |<)XNC| =
180◦−β/2. Pozrime sa na štvoruholńık BINX. Súčet protil’ahlých
uhlov je |<)XBI| + |<) INX| = β/2 + (180◦ − β/2) = 180◦ a teda
je to tetivový štvoruholńık, čo sme chceli dokázat’.
Ešte treba dokázat’, že body C, I, M a Y sú na kružnici. Tak sa po-
zrime na štvoruholńık CIYM . Už vieme, že |<)Y CI| = |<)YMI| =
γ/2. Počkat’, počkat’, ale toto môže platit’, iba ak sú to obvodové
uhly v štvoruholńıku CIYM prislúchajúce oblúku Y I. Teda tento štvoruholńık muśı byt’ tiež tetivový. Hotovo.
Úlohu sme dokázali pre pŕıpad, ked’ N je v trojuholńıku ABC a M je mimo trojuholńıka ABC. Ale ošetrit’ to
všeobecne nechávam už na vás, miĺı riešitelia.

Úloha č. 9: V mestečku Algebrovo žije niekol’ko výrazov. Klub racionálnych č́ısiel zorganizoval súkromný večierok,
na ktorý sú pozvané len výrazy, ktoré nenadobúdajú často celoč́ıselné hodnoty. Zistite, ktoré výrazy to sú. Nájdite

všetky párne celé č́ısla a také, že
an + 1

n
je celé č́ıslo len pre konečne vel’a prirodzených č́ısiel n.

Riešenie: (opravovali Zajo a L’udka)
Pre párne celé č́ıslo a si označme výraz zo zadania ako

Va(n) =
an + 1

n
.

Dokazovat’, že výraz Va(n) je celé č́ıslo pre nekonečne vel’a n, je podstatne jednoduchšie ako dokazovat’, že Va(n)
je celé č́ıslo len pre konečne vel’a n. V prvej možnosti nám totiž stač́ı nájst’ niekol’ko (samozrejme nekonečne vel’a)
č́ısel n, s ktorými sa nám bude l’ahko pracovat’, pre ktoré bude daný výraz celé č́ıslo. Napŕıklad pri a = 2 to sú
mocniny č́ısla 3. Pri hlbšom pozorovańı sa nám ako dobrý kandidát pre všeobecný pŕıpad ponúknu mocniny č́ısla
a + 1, pŕıpadne mocniny l’ubovol’ného delitel’a a + 1. Tak si môžeme za toho delitel’a zvolit’ nejaké prvoč́ıslo, lebo
tie majú pekné vlastnosti a môžu nám ul’ahčit’ nejakú prácu. V tomto pŕıklade dokonca dôkaz s mocninami č́ısla
a+ 1 nie je ani o vel’a zložiteǰśı.
Zoberme teda prvoč́ıslo p, ktoré deĺı č́ıslo a + 1. Na to, aby také prvoč́ıslo existovalo, tak a + 1 muśı byt’ rôzne
od −1 a 1, teda a je rôzne od 0 a −2. Navyše p > 2, ked’že a + 1 je nepárne. Matematickou indukciou podl’a k

ukážeme, že pre n = pk je výraz Va(n) celé č́ıslo. Teda, že pre všetky prirodzené č́ısla k č́ıslo pk deĺı a(p
k) + 1.

Zoberme k = 1. Ked’že p | (a+ 1), tak a ≡ −1 (mod p). S využit́ım toho, že p je nepárne, dostaneme ap ≡ (−1)p ≡
−1 (mod p), teda p | (ap + 1).
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Predpokladajme, že pre k = t plat́ı pt | (a(pt) + 1). Pre k = t+ 1 máme čitatel’ zlomku rovný a(p
t+1) + 1, čo si vieme

upravit’ na (a(p
t))p + 1. Označme A = a(p

t). Vd’aka tomu, že p je nepárne, vieme čitatel’a upravit’

a(p
t+1) + 1 = Ap + 1 = (A+ 1)(Ap−1 −Ap−2 + · · ·+A2 −A+ 1).

Z indukčného predpokladu vieme, že A + 1 = a(p
t) + 1 je delitel’né pt. Už nám stač́ı ukázat’, že druhá zátvorka je

delitel’ná prvoč́ıslom p. Ked’že pt | (A+1), tak aj p | (A+1), teda A ≡ −1 (mod p). Z toho vieme vypoč́ıtat’ zvyšok
druhej zátvorky po deleńı p ako

(−1)p−1 − (−1)p−2 + · · ·+ (−1)2 − (−1) + 1 ≡ 1 + 1 + · · ·+ 1 + 1 + 1 ≡ p ≡ 0 (mod p).

Dostali sme, že druhá zátvorka je delitel’ná p, teda celý výraz Ap + 1 = a(p
t+1) + 1 je delitel’ný č́ıslom pt+1, čo sme

chceli dokázat’.
Ukázali sme, že pre a rôzne od 0 a −2 výraz Va(n) je celé č́ıslo pre každé n = pk a takých n je nekonečne vel’a.
Ostáva nám vyriešit’ zvyšné pŕıpady. Pre a = 0 ide o výraz 1/n, ktorý je celoč́ıselný len pre n = 1, teda a = 0
vyhovuje zadaniu.
Pozrime sa teraz na a = −2. Ak je n párne, tak (−2)n + 1 je nepárne a teda ich podiel nebude celé č́ıslo. Ukážeme,
že pre nepárne n rôzne od 1 nie je č́ıslo (−2)n + 1 delitel’né n. Pod’me na to sporom a predpokladajme, že pre
nejaké nepárne n 6= 1 plat́ı n | ((−2)n + 1). Zoberme najmenšie prvoč́ıslo p, ktoré deĺı n (najmenšie preto, aby
sme l’ahšie dospeli ku sporu). Ked’že n je nepárne, tak p muśı byt’ tiež nepárne. Potom p | ((−2)n + 1), čo v reči
zvyškov znamená, že (−2)n ≡ −1 (mod p). Ked’že n je nepárne, vieme si to upravit’ na 2n ≡ 1 (mod p). Podl’a
Malej Fermatovej vety plat́ı 2p−1 ≡ 1 (mod p). Ak označ́ıme D ako najväčšieho spoločného delitel’a n a p− 1, tak
si rozmyslite, že muśı platit’ 2D ≡ 1 (mod p).
Ak D > 1, tak dostávame, že D | n. Ale ked’že aj D | (p − 1), tak D < p a č́ıslo n tak muśı mat’ menšieho
prvoč́ıselného delitel’a ako p, čo je v spore s našou vol’bou p. Ak D = 1, tak zas dostávame 2 ≡ 1 (mod p), čo pre
žiadne prvoč́ıslo p nemôže nastat’.
Ukázali sme, že pre a = −2 nadobúda výraz V−2(n) celoč́ıselnú hodnotu len pre n = 1, čo je konečne vel’a č́ısel n.
Teda −2 a 0 sú jediné hodnoty a, pre ktoré je výraz Va(n) celé č́ıslo len pre konečne vel’a prirodzených č́ısel n.

Úloha č. 10: Mat’o má rád mozaiky, tak sa rozhodol, že si jednu sprav́ı. Tak zapálene sa pustil do navrhovania, až
sa pozastavil nad tým, či to vôbec tak komplikovane pôjde spravit’. Rozhodnite, či je možné rozdelit’ rovnostranný
trojuholńık na viac ako 9000 konvexných3 čast́ı tak, aby l’ubovol’ná priamka pret́ınala menej ako 26 z nich.

Riešenie: (opravoval Vodka)
Na prvý pohl’ad sa zdá, že to vôbec nie je možné. Skrátka to č́ıslo, 9 000, je naozaj absurdne vel’ké. Avšak ak sa
pokúsime dokázat’ (poriadne), že by to nemalo ı́st’, tak nám nejde ani to. A z našich pokusov môžeme nadobudnút’

dojem, že by to predsa len mohlo ı́st’.
Dobre povedzme si to na rovinu, ide to a konštrukcia vôbec nie je náročná. Ako však na ňu pŕıst’? Treba skúšat’

a skúšat’, až nám ten správny vzor nejako napadne. Základné dobré pozorovanie je to, že ak niekde budeme mat’

1 000 000-uholńık, tak je to dobré, lebo ak za časti použijeme jeho rohy, tak budme mat’ 1 000 001 čast́ı a l’ubovol’ná
priamka pret́ına najviac 3 z nich. Viac pokecu a motivácie o tom, ako na to pŕıst’, nájdete vo videovzoráku4.
Takže tá spomı́naná konštrukcia: Budeme postupovat’ v krokoch. Na začiatku máme trojuholńık a odsekneme mu
3 rohy – pri každom vrchole úsečkou oddeĺıme trojuholńık (tak aby sa nepret́ınali). Tieto 3 trojuholńıky budú 3
časti. V strede zostal 6-uholńık. Tomu zase odsekneme 6 rohov – 6 trojuholńıkov. V strede ostane 12-uholńık. Takto
pokračujeme, až v poslednom 12. kroku máme v strede 3·211-uholńık a odsekneme jeho 3·211 rohov. A ako posledná
čast’ ostane v strede 3 · 212-uholńık. Takto nám vznikne 3 + 6 + 12 + · · ·+ 3 · 211 + 1 = 3(20 + 21 + · · ·+ 211) + 1 =
= 3(212 − 1) + 1 = 12 286 > 9 000 čast́ı. Zjavne sú všetky konvexné.
Čo si ostáva uvedomit’ je, že l’ubovol’ná priamka pret́ına najviac 2 trojuholńıky odrezané v jednom kroku. Nech sme
osekali n-uholńık. Ak priamka pret́ına nejaký trojuholńık, muśı pret́ınat’ aj jednu z jeho 2 strán ktoré sú na obvode
n-uholńıka. Avšak obvod tohto n-uholńıka je pret’atý tou priamkou maximálne 2-krát, a preto pret́ına maximálne
dve také strany tých trojuholńıkov. Tým je dokázané, že pret́ına najviac 2 trojuholńıky z l’ubovol’ného kroku.
Krokov bolo 12 to znamená, že každá priamka pret́ına najviac 2 · 12 trojuholńıkov a ešte môže pret́ınat’ ten vel’ký
3 · 212-uholńık v strede. To je však spolu len maximálne 25 čast́ı. Dokázané.

3Konvexný útvar je taký útvar, v ktorom spojnica l’ubovol’ných dvoch vnútorných bodov lež́ı celá vnútri útvaru.
4https://www.youtube.com/watch?v=pJQDgbkyfRM
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Výsledková listina

kategória BETA

Por. Meno Roč. Škola κ 4 5 6 7 8 9 10 p s
∑

1. Onduš Peter 2. GAlej KE 4 9 9 9 9 9 45 45

1. Sásik Tomáš 2. Gamča BA 4 9 9 9 9 9 9 45 45

1. Sládek Samuel 4. GAB NO 7 9 9 9 9 9 45 45

1. Záhorský Ákos 2. G Šahy 4 9 9 9 9 9 45 45

5. Koževnikov Danil 2. GJK Praha 2 9 9 9 8 9 44 44

5. Vǐstanová Laura 3. Gmad’ KE 4 9 9 8 9 9 44 44

7. Parada Matej 2. Gamča BA 4 9 9 7 9 7 41 41

8. Csenger Géza 3. GHS 4 9 9 1 9 9 37 37

9. Kopfová Lenka 1. G Mendel ČR 3 9 9 7 9 34 34

9. Poljovka Jakub 2. GPár NR 4 9 9 9 7 34 34

11. Dlugošová Michaela 2. GKuk PP 4 9 9 3 8 4 33 33

12. Šuchová Martina 2. GPár NR 4 9 9 7 7 32 32

13. Pǐst’ák Daniel 4. GChD Praha 8 9 9 7 6 31 31

14. Sládeček Michal 3. GVar ZA 5 9 9 9 27 27

14. Súkeńık Peter 4. GVO ZA 9 9 9 9 27 27

16. Murin Marek 4. GJH BA 9 7 9 6 4 26 26

17. Kut’ková Sára 2. Gamča BA 4 9 9 7 25 25

17. Švihoŕık Tomáš 2. GPár NR 4 9 9 7 0 25 25

19. Mertanová Hana 4. PiarG TN 4 9 1 7 7 24 24

20. Hanzely Slavomı́r 4. GJAR PO 9 8 8 7 23 23

20. Tóthová Andrea 4. GJH BA 6 9 7 4 3 23 23

22. Bod́ık Juro 4. Gamča BA 10 9 8 4 1 22 22

22. Kopf Daniel 4. G Slez ČR 10 7 8 7 22 22

24. Marčeková Michaela 1. GPár NR 2 9 9 0 2 20 20

24. Ralbovský Peter 3. GJH BA 8 4 9 7 0 20 20

26. Frankovská Zuzana 4. GJH BA 8 9 9 18 18

27. Škrlec Adam 4. GJH BA 6 9 6 15 15

28. Onduš Daniel 4. GAlej KE 8 9 5 14 14

29. Krajmerová Barbora 4. G Šurany 6 9 2 11 11

30. Vančo Šimon 4. CGsvM SL 5 9 1 10 10

31. Mičko Juraj 3. GPoš KE 7 9 9 9

31. Porubsky Michal 4. GsvCM NR 6 9 9 9

33. Szöllősová Timea 0. Gamča BA 0 2 1 1 0 0 4 4

34. Kudelč́ıková Martina 4. GVO ZA 7 1 1 1

34. Marčeková Kataŕına 4. GJH BA 8 1 0 1 1
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Por. Meno Roč. Škola κ 4 5 6 7 8 9 10 p s
∑

kategória ALFA

Por. Meno Roč. Škola κ 1 2 3 4 5 6 7 p s
∑

1. Brezinová Viktória 1. GAlej KE 2 9 9 9 9 9 45 45

1. Ďuračková Mária 1. GJH BA 2 9 9 9 9 9 45 45

1. Fülöp Jozef 0. Gamča BA 0 9 9 9 8 9 9 9 45 45

1. Glevitzká Štefánia 1. GVBN PD 2 9 8 9 9 9 9 45 45

1. Kollár Pavol 1. Gamča BA 2 9 9 9 9 9 45 45

1. Krajčoviechová Lucia 0. GIH BA 0 9 9 9 9 9 9 45 45

1. Mǐsiak Dávid 1. GJH BA 2 9 9 9 9 9 9 45 45

1. Oravkin Richard 1. 1SG BA 2 9 9 9 9 9 45 45

1. Pisoňová Karoĺına 1. G Bánovce 1 9 9 9 9 9 45 45

1. Poturnay Marián 1. GPdC PN 2 9 8 9 9 9 9 45 45

1. Števko Martin 1. GAlej KE 2 9 9 9 9 9 7 45 45

1. Winczer Tobiáš 1. ŠPMNDG BA 2 9 9 9 9 9 45 45

13. Adam Dominik 1. GJH BA 1 9 9 8 9 9 44 44

13. Klein Pavol 1. GPdC PN 2 9 8 9 9 9 44 44

13. Krajči Samuel 1. GAlej KE 2 9 8 9 9 9 44 44

13. Parada Jakub 1. Gamča BA 1 8 9 9 9 9 44 44

13. Stańık Michal 1. GL’Š TN 1 9 9 8 9 9 44 44

13. Šánta Adam 1. GJH BA 1 9 9 8 9 9 44 44

19. Zubčák Matúš 1. GPár NR 2 9 9 9 9 6 42 42

20. Hečko Michal 1. GPOH DK 2 9 2 9 9 5 8 40 40

20. Lacko Dávid 1. GPOH DK 1 9 3 9 9 5 8 40 40

20. Mráz Michal 1. ŠPMNDG BA 2 9 7 9 9 6 40 40

23. Jóža Bohdan 1. GJH BA 2 9 5 9 9 7 39 39

23. Molnár Michal 1. Gamča BA 2 9 8 9 9 4 39 39

23. Moško Matej 1. Gamča BA 2 9 5 9 9 1 7 39 39

23. Prokopová Tereza 1. GJH BA 1 9 4 9 9 8 39 39

23. Rosinsky Juraj 1. I de Lancy 2 9 7 9 7 7 39 39

23. Studeničová Kataŕına 2. GPOH DK 3 6 9 9 7 8 39 39

29. Machalová Monika 1. GJH BA 2 9 5 9 9 6 38 38

30. Portašiková Jasmı́na 1. GVar ZA 1 9 4 9 9 6 37 37

31. Hrmo Matej 1. GPár NR 2 9 9 9 9 36 36

31. Juŕıková Róberta 1. GVBN PD 1 9 5 9 9 4 36 36

31. Kebis Pavol 1. G PK 2 9 7 9 9 2 36 36

31. Královič Tomáš 1. GPár NR 2 9 7 9 9 2 36 36

31. Pifková Andrea 2. Gamča BA 2 9 2 9 9 7 36 36

31. Tódová Tereza 1. GPár NR 2 9 8 9 9 1 36 36

37. Dujava Jonáš 1. SPŠE Prešov 2 9 8 9 9 35 35

37. Hluško Jakub 1. ŠPMNDG BA 1 9 9 8 9 35 35

37. Koževnikov Danil 2. GJK Praha 2 9 9 9 8 35 35

37. Žd́ımalová Michaela 1. GIH BA 1 9 9 7 9 1 35 35

41. Marčeková Michaela 1. GPár NR 2 9 7 9 9 34 34

42. Benková Nina 1. GPdC PN 2 9 4 9 9 2 33 33

43. Č́ıž Jozef 1. GJH BA 1 9 9 4 9 0 31 31

43. Findra Michal 1. GDT PP 2 9 9 4 9 9 31 31

45. Ondovč́ıková Lucia 1. G Modra 2 9 4 7 9 1 1 30 30

46. Baláž Lukáš 1. G Bánovce 1 9 2 9 9 29 29

47. Gaĺıková Krist́ına 1. SúkG Česká 2 9 9 7 9 3 28 28

48. Kalašová Martina 1. GJH BA 2 9 6 9 9 1 25 25

48. Kopfová Lenka 1. G Mendel ČR 3 9 9 7 25 25

48. Pieš Dávid 1. ŠPMNDG BA 2 2 3 9 9 2 25 25
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Por. Meno Roč. Škola κ 1 2 3 4 5 6 7 p s
∑

51. Belák Tomáš 1. GAV LV 2 3 6 9 1 4 23 23

51. Kňaze Gabriel 1. GJCh BR 1 4 9 9 1 23 23

51. Novota Matej 1. SŠsvFA 1 9 5 9 23 23

54. Častuĺıková Kataŕına 2. 1SG BA 3 2 9 7 3 21 21

55. Turčanová Veronika 2. GJav 2 9 2 9 20 20

56. Ghirbaková Karin 1. Gamča BA 1 9 2 7 0 18 18

57. Rečková Veronika 1. GJH BA 1 1 9 5 0 2 17 17

58. Feketeová Viola 1. GBST LC 1 0 9 2 3 1 1 1 16 16

59. Cinová Tatiana 1. GPár NR 2 3 3 9 12 12

59. Pozsonyi Karol 1. GBil BA 2 8 3 0 1 0 12 12

61. Sarvaš Marek 2. GBST LC 2 9 9 9

62. Majer Matúš 1. ŠPMNDG BA 2 4 6 6 6

62. Sadovská Jana 2. ŠPMNDG BA 3 5 6 6 6

64. Kofira Eduard 3. BiG Sučany 3 4 0 0 1 5 5

64. Szöllősová Timea 0. Gamča BA 0 1 2 1 1 5 5


