
Vzorové riešenia 2. série zimnej časti KMS 2016/2017

Úloha č. 1: V mestečku Algebrovo nemajú nikoho, kto by vedel násobit’ vel’ké č́ısla. Nevedia tak vyriešit’ nasledujúci
problém.
Určte ciferný súčet súčinu 99 . . . 9 · 44 . . . 4. Oba činitele sú 2016-ciferné.

Riešenie: (opravovala Kika)
Chceme zistit’ ciferný súčet č́ısla 99 . . . 9 · 44 . . . 4. Najprv zist́ıme, ako vyzerá, a potom spoč́ıtame jeho ciferný
súčet. Č́ıslom tvaru 99 . . . 9 sa nenásob́ı ideálne (podobne ani 44 . . . 4), preto sprav́ıme takúto fintu: č́ıslo 99 . . . 9
zaṕı̌seme ako 100 . . . 0−1, čo vieme naṕısat’ aj ako 102016−1. Teraz nám stač́ı zistit’ rozdiel 102016 ·44 . . . 4−44 . . . 4.
Uvedomme si, čo je 102016 · 44 . . . 4 za č́ıslo. Je to 44 . . . 400 . . . 0. Tak a teraz bez hanby odč́ıtajme tieto dve vel’ké
č́ısla, tak ako nás to asi na základnej škole naučili, a śıce pod seba.
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Oj, ja som tam rovno už aj výsledok naṕısala. Niečo si k nemu povieme. Posledná cifra výsledku je 6, lebo
10− 4 je 6. Zobrali sme si 1 z predchádzajúcej cifry, čo môžeme opravit’ tak, že namiesto odč́ıtania cifry 4 budeme
tentokrát odč́ıtavat’ cifru 5. Teda ked’ zist’ujeme aká je cifra na mieste desiatok, tak odč́ıtavame 10 − 5. Toto sa
nám vždy opakuje, až sa nám cifry v menšiteli minú. Ale aj pri odč́ıtavańı prvej cifry č́ısla 44 . . . 4 sme si požičali
1 z prechádzajúcej cifry, takže ešte z poslednej štvorky menšenca (44 . . . 400 . . . 0) treba odč́ıtat’ 1, a tak tam
vznikne 3. Od ostatných štvoriek už nemáme čo odč́ıtat’, a teda zostanú štvorkami. Naše výsledné č́ıslo vyzerá:
44 . . . 4355 . . . 56. Kol’ko je tam štvoriek a pätiek? Štvoriek je tam o jednu menej ako v pôvodnom č́ısle, pretože
posledná štvorka sa zmenila pri odč́ıtavańı na trojku. Teda ich je 2015. Podobne sme na tom s pät’kami. Všetky
pät’ky vznikli ako rozdiel 10− 5, teda z každej nuly menšenca, až na poslednú, od ktorej sme odč́ıtali 4. Pätiek je
takisto 2015. Takže naše č́ıslo sa skladá z 2015 štvoriek, 1 trojky, 2015 pätiek a 1 šestky. Jeho ciferný súčet teda
vieme spoč́ıtat’ ako 2015 · 4 + 3 + 2015 · 5 + 6 = 18144. Ciferný súčet súčinu 99 . . . 9 · 44 . . . 4 je teda 18144.

Úloha č. 2: Martin, ktorý je v Algebrove najlepš́ı hráč kociek, si našiel zauj́ımavú hru. Povrch bielej kocky 3×3×3
zafarbil nazeleno. Následne rozdelil kocku na 27 menš́ıch kociek 1× 1× 1. Náhodne si vyberal jednu z kociek a hodil
ňou.

a) Aká je pravdepodobnost’, že stena kocky ležiaca na zemi je zelená?

b) Martin si hodil kockou a uvidel 5 bielych stien (spodnú stenu nevidel). Aká je pravdepodobnost’, že si hodil
kockou, ktorá má všetky steny biele?

Riešenie: (opravovali Čeky a Mojo)
Ako prvé si všimneme, že všetky malé kocky majú dokopy 6 · 27 = 162 stien. A teraz prichádza najzauj́ımaveǰsia
myšlienka celého riešenia: každá z týchto 162 stien má úplne rovnakú šancu, že bude v Mat’ovej hre naspodu. Kto
tomu neveŕı, nech ṕıli, farb́ı a hádže. Tak tiśıckrát. Budeme radi, ak nám zašlete výsledky vašich experimentov.
Pravdepodobnost’ v tomto pŕıpade teda vypoč́ıtame, ako pomer priaznivých možnost́ı ku všetkým možnostiam.
Zelených stien je 6 · 9 = 54. Pravdepodobnost’ toho, že naspodu bude zelená, je preto 54/162 = 1/3.

Teraz si vyškrtnime všetky steny, ktoré nesṕlňajú podmienku v b). Ostanú nám teda tie steny, ktoré majú
okrem seba na kocke pät’ bielych stien. Takých je 6 zelených (sú to tie v strede stien vel’kej kocky) a 6 bielych
(všetky steny malej kocky, ktorá bola v strede vel’kej kocky). Všetkých možnost́ı je teda 6 + 6 = 12 a priaznivých
je 6. Hl’adaná pravdepodobnost’ je teda 6/12 = 1/2.
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Úloha č. 3: Námestie Algebrova má tvar štvorca ABCD. Na jeho uhlopriečke BD lež́ı jeden osamelý bod E.
Označme postupne H a K priesečńıky výšok trojuholńıkov ABE a ADE. Dokážte, že BKDH je rovnobežńık.

Riešenie: (opravoval Samo, Ivka)
Chceme ukázat’, že štvoruholńık BKDH je rovnobežńık. Body B a D sú vrcholmi zadaného štvorca a body
K, H vznikli ako priesečńıky výpšok trojuholńıkov, teda sú to ortocentrá. Na dôkaz tvrdenia použijeme vetu,
že v rovnobežńıku sa rozpol’ujú uhlopriečky. Ked’že uhlopriečka BD je aj uhlopriečkou štvorca ABCD a druhá
uhlopriečka KH lež́ı na AC, bod E je presne v strede BD. Teda |DF | = |BF |.

Teraz treba to isté ukázat’ o uhlopriečke KH (že F je jej stred). Priamky KE a EH sú výšky v trojuholńıkoch,
teda plat́ı, že KE je kolmé na AD a EH je kolmé na AB. Z toho nám ale vyplýva, že KE||CD a EH||AD. Vd’aka
týmto rovnobežnostiam vieme: |<)DCA| = |<)EKH| a |<)CDA| = |<)KEH|. Teda trojuholńıky ACD a HKE
sú podl’a vety (uu) podobné. Ked’že trojuolńık ACD je rovnoramenný, tak bude musiet’ byt’ rovnoramenný aj
trojuholńık HKE. Pozrime sa teraz na ich výšky. V trojuholńıku ACD je výškou úsečka DF . Ked’že vrchol E
trojuholńıka HKE lež́ı na tejto úsečke, výškou v HKE bude úsečka EF . Pretože trojuholńıky sú podobné, tak ak
F je stred základne AC, bude musiet’ byt’ aj stredom HK, teda ju rozpol’uje.

Ukázali sme teda, že v štvrouholńıku BKDH sa rozpol’ujú uhlopriečky. Z toho vyplýva, že BKDH je rov-
nobežńık, čo bolo treba dokázat’.
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Úloha č. 4: Ako v každom meste, aj v Algebrove majú vybudovanú siet’ na š́ırenie klebiet. Dokonca sa ňou chvália,
že je najlepšia spomedzi okolitých miest.
V meste je n klebetńıc. Na začiatku vie každá z nich jednu klebetu. Všetky klebety sú navzájom rôzne. Klebety sa
š́ıra SMS-kami. Odosielatel’ka pošle v jednej SMS-ke všetky klebety, ktoré vie, nejakej inej klebetnici. Pre každé
prirodzené č́ıslo n určte, kol’ko najmenej SMS-iek je potrebných na to, aby každá klebetnica vedela o všetkých
klebetách. Nezabudnite zdôvodnit’, prečo menej SMS-iek nestač́ı.

Riešenie: (opravoval Iveta, Adam)
Našou úlohou je zistit’ a následne dokázat’, kol’ko najmenej SMS treba, aby všetky klebetnice poznali všetky klebety.
Ako prvé si muśıme uvedomit’, že SMS sa posielajú postupne, a zároveň po jednej SMS sa zmeńı počet poznaných
klebiet iba jednej klebetnici. Z toho vyplýva, že v určitom momente bude práve jedna klebetnica poznat’ všetky
klebety. Určite vieme, že do tejto chv́ıle muselo byt’ poslaných aspoň n−1 SMS, jedna od každej z klebetńıc, okrem
tej, ktorá pozná všetky klebety. Ak by ich bolo n−2 alebo menej, mali by sme aspoň 2 klebetnice, z ktorých žiadna
neposlala SMS, teda aspoň 2 klebety, ktoré pozná iba jedna klebetnica. Nebolo by teda možné, aby jedna poznala
všetky. Potom potrebujeme ešte aspoň n − 1 d’aľśıch odoslaných SMS, lebo ak jedna pozná všetky, zostáva ešte
n− 1 klebetńıc, ktorým treba zmenit’ počet poznaných klebiet, to je d’aľśıch n− 1 SMS. Dokopy teda potrebujeme
aspoň 2n− 2 SMS.

Aby sme dokázali, že taký systém posielania SMS naozaj existuje, predstavme si situáciu, ked’ prvých n − 1
klebetńıc pošle SMS n-tej klebetnici. Poslali sme n − 1 SMS a máme práve jednu klebetnicu, ktorá pozná všetky
klebety. Teraz n-tá klebetnica pošle SMS každej z n− 1 zostávajúcich klebetńıc, teda každá klebetnica vie všetky
klebety. Tým sme dokázali, že naozaj stač́ı 2n− 2 SMS.

Iné riešenie:
Povedzme si, že máme n klebetńıc, ktoré si medzi sebou nejako posielajú svoje klebety a nakoniec poznajú

všetky klebetnice všetky klebety. Predpokladajme, že to robia najefekt́ıvneǰsie, ako sa len dá. Počet SMS, ktoré si
medzi sebou poslali, označme k.
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Ako sa zmeńı k, ked’ sa k nim pridá nová klebetnica? Zjavne bude musiet’ nová klebetnica poslat’ aspoň jednu
SMS – aby sa jej klebeta dostala do obehu. Taktiež bude musiet’ aspoň jednu SMS prijat’, aby mohla mat’ všetky
ostatné klebety. To znamená, že k sa zväčš́ı aspoň o 2. Vieme zabezpečit’ aby sa k zvýšilo s novou klebetnicou práve
o dva?

Vieme. Na začiatku pošle nová klebetnica niektorej starej svoju klebetu – to je jedna správa navyše. Staré
klebetnice si d’alej posielajú svoje klebety tak, ako predtým. Jediný rozdiel je, že ked’ stará klebetnica, ktorá
dostala klebetu od novej, posiela svoju vlastnú klebetu, prilož́ı k nej novú klebetu. Obe klebety sa d’alej posielajú
spolu, čiže v podstate splynú a celkový počet SMS sa nezmeńı. Na konci, ked’ už všetky klebetnice vedia všetko,
pošle jedna z nich všetky klebety novej klebetnici, a tým sa k zvýši ešte o jedna.

Ukázali sme tak, že ked’ pŕıde do skupiny klebetńıc nová, najmenš́ı počet SMS, ktoré si musia poslat’, sa zvýši
o dva. Teraz si zoberme pŕıpad, kde máme len dve klebetnice, n = 2. Riešenie je zjavné, jedna pošle svoju klebetu
druhej a naopak, použijú tak 2 SMS. Ked’ k nim pŕıde nová a n = 3, zvýši sa počet poslaných SMS o dva, čiže
budú po novom potrebovat’ 4 SMS. Ked’ pŕıde d’aľsia, bude n = 4 a k = 6, pre n = 5 k = 8 a tak d’alej. S každou
novou klebetnicou muśı počet SMS stúpnut’ o dva.

Ked’ teda dostaneme hocijaký počet klebetńıc, môžeme si to predstavit’, že na začiatku sme mali dve a k nim
sa postupne pridali ostatné (ak máme len jednu klebetnicu, zjavne žiadne SMS posielat’ nepotrebujeme). Ak je
klebetńıc n, na začiatku boli dve, ktoré potrebujú dve správy, plus pridalo sa n − 2 klebetńıc, z ktorých každá
potrebovala dve správy. To sč́ıtame a voilà – máme riešenie: 2 + 2(n− 2) = 2n− 2.

Úloha č. 5: V jednom mestečku hl’adajú zločincov, v inom zlato, v Algebrove však hl’adajú č́ısla. Nájdite všetky
prvoč́ısla p, q, r také, že plat́ı

2p+1 + q2 = r2.

Riešenie: (opravoval L’ubo)
Pod’me si rovnicu zo zadania trochu poupravovat’. Ako prvé nás nabáda nechat’ mocninu č́ısla 2 na l’avej strane
rovnice a obe druhé mocniny prvoč́ısiel mat’ na pravej strane. Dostávame 2p+1 = r2 − q2. Vid́ıme, že pravú stranu
si vieme naṕısat’ v tvare súčinu a vnikne nám

2p+1 = (r − q) · (r + q).

Všimnime si, že oba výrazy na pravej strane delia výraz 2p+1, čo znamená, že aj ony samotné budú nejakou
mocninou č́ısla 2. Môžeme preto naṕısat’ nasledovné:

• r − q = 2k,

• r + q = 2p−k+1.

A tu ako by nám niečo chcelo nahrat’, že skúsme sč́ıtat’ tieto dve rovnice, zbav́ıme sa tým q a snád’ nám to niečo
povie o r. Máme teda 2r = 2p−k+1 + 2k, čo si vieme celé predelit’ ešte č́ıslom 2. Vznikne nám

r = 2p−k + 2k−1.

To nám však o r toho vel’a nepovedalo. Zamyslime sa však trochu. Nevieme niečo zistit’ o exponente k, ktorý
by nám jasne určil vel’kost’ výrazu r − q? Vieme! Ked’ sa totiž pozrieme na paritu tejto rovnice, uvedomı́me si, že
r bude určite nepárne. To vieme, nakol’ko určite plat́ı, že r je väčšie ako q. A ked’že obe sú prvoč́ısla, tak r bude
aspoň 3. No a všetky prvoč́ısla od väčšie alebo rovné 3 majú takú vlastnost’, že sú nepárne. To nám ale vrav́ı,
že aj pravá strana muśı byt’ nepárna. L’ahko si môžete overit’, že p muśı byt’ väčšie ako k, teda mocnina 2p−k je
vždy párna. A teda ak má byt’ pravá strana rovnice nepárna, muśı byt’ nepárny práve výraz 2k−1, čo nastáva práve
vtedy, ak k = 1. Teraz už vieme že:

• r − q = 2k ∧ k = 1, takže r − q = 2;

• r + q = 2p−k+1 ∧ k = 1, takže r + q = 2p.

Z prvej rovnice si môžeme vyjadrit’ r = q + 2 (môžeme si všimnút’, že q bude tiež nepárne) a dosad́ıme do druhej
rovnice. Dostaneme

2q + 2 = 2p a teda q = 2p−1 − 1.

Analogicky dostaneme
2r − 2 = 2p a teda r = 2p−1 + 1.

Tu ste už všetci, ktoŕı ste zriešili tret́ı pŕıklad minulej série, št’astńı, lebo viete, že mocniny č́ısla 2 dávajú po
deleńı tromi vždy zvyšok bud’ jeden alebo dva. A teda r alebo q je vždy nejaký násobok trojky. Pre tých, ktoŕı
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nevedia o čo ide, si ukážeme niečo trochu iné. Zistime, akú paritu môže nadobúdat’ p. Dá sa l’ahko overit’, že p muśı
byt’ nepárne. Pri pohl’ade na výraz, ktorému sa rovná q, vid́ıme, že exponent p− 1 je vždy párny. Budeme sa teda
zauj́ımat’ len o zvyšky párnych mocńın č́ısla 2 po deleńı tromi, čo je identické so zist’ovańım zvyšku mocńın č́ısla 4
po deleńı tromi. Naṕı̌sme si 40 ako 3m+ 1. Ak toto č́ıslo vynásob́ıme štyrmi, dostaneme nasledovnú mocninu č́ısla
4, ktorú vieme naṕısat’ ako 4 · (3m + 1) = 12m + 4 = 3(4m + 1) + 1. Stač́ı si uvedomit’, že pri d’aľśıch mocninách
sa deje vždy to isté a śıce, že niečo delitelné tromi bude stále delitelné tromi aj po vynásobeńı štyrmi a že zvyšok
jeden bude po vynásobeńı štyrmi vždy štyri, čo vieme preṕısat’ ako 3 + 1, teda nám znovu zostane zvyšok jeden.
Takže všetky mocniny č́ısla 4 dávajú po deleńı tromi zvyško jeden.

To ale znamená, že q bude vždy delitelné tromi, ked’že tam sa práve ten zvyšok odpoč́ıta. A aké poznáme
prvoč́ısla delitelné tromi? No jedine trojku samotnú, teda q = 3, potom r = 5 a dopoč́ıtame, že p = 3. Jediným
riešeńım rovnice zo zadania je teda usporiadaná trojica

(p, q, r) = (3, 3, 5).

Úloha č. 6: Algeborovské legendy rozprávajú o tajomnej podmnožine prirodzených č́ısel X, ktorú ešte nikto nikdy
nevidel. Podl’a legiend má nasledujúcu vlastnost’: Aritmetický priemer č́ısel v každej podmnožine Y množiny X je
celé č́ıslo. Dokážte, že množina X môže obsahovat’ práve 2016 rôznych č́ısel. Taktiež ukážte, že nie je možné, aby
množina X obsahovala nekonečne vel’a č́ısel.

Riešenie: (opravoval Dominik)
Úlohu si rozdeĺıme na dve časti, pretože chceme dokázat’ dve rôzne tvrdenia.
Prvá čast’. Chceme ukázat’, že vieme nájst’ množinu X takú, že počet jej prvkov bude 2016. Z toho vyplýva, že
vel’kost’ jej podmnožiny Y môže byt’ od 1 po 2016. Ked’že nás zauj́ıma aritmetický priemer podmnožiny Y , ktorý
vyrátame ako podiel súčtu všetkých a počtu prvkov, stač́ı nám vytvorit’ množinu X tak, aby každé č́ıslo v nej
bolo delitel’né každým celým č́ıslom od 1 po 2016. To zvládneme napŕıklad tak, že za prvky množiny X vezmeme
celoč́ıselné násobky č́ısla 2016!.
Druhá čast’. Teraz nás zauj́ıma, či množina X môže byt’ aj nekonečná. Najskôr však ukážme, že č́ısla v množine X
musia mat’ rovnaký zvyšok po deleńı každým č́ıslom n, ktoré môže predstavovat’ počet prvkov nejakej podmnožiny
množiny X. Vezmime si dve podmnožiny vel’kosti n, nazvime ich Y1 a Y2, v ktorých sú všetky prvky rovnaké až
na jeden, ten nazvime a1 pre podmnožinu Y1 a a2 pre podmnožinu Y2. Je zrejmé, že prvkami a1, a2 môžu byt’

l’ubovol’né prvky z množiny X.
Jednoznačne plat́ı S1 − a1 = S2 − a2, kde S1, respekt́ıve S2 sú súčty prvkov množ́ın Y1, respekt́ıve Y2. Na to,

aby platilo aj S1 ≡ S2 ≡ 0 (mod n), aby aritmetický priemer bol celé č́ıslo, muśı platit’ aj a1 ≡ a2 (mod n). Teda
všetky prvky z množiny X musia mat’ rovnaký zvyšok po deleńı č́ıslom n.

Keby množina X bola nekonečná, mohla by obsahovat’ podmnožiny l’ubovol’nej vel’kosti. Potom každý jej prvok
by musel mat’ rovnaký zvyšok po deleńı l’ubovol’ným prirodzeným č́ıslom. To však znamená, že by všetky prvky
v tejto množine museli byt’ rovnaké. Pretože ak vezmeme l’ubovol’né č́ısla a a b z množiny X, vždy vieme nájst’

prvoč́ıslo väčšie ako ktorékol’vek z nich. Teda zvyšky č́ısel a a b po deleńı tým prvoč́ıslom budú a a b, o ktorých sme
už ukázali, že musia byt’ rovnaké. Takto dostávame spor s tým, že množina X obsahuje nekonečne vel’a rôznych
č́ısel. Preto taká množina X, ktorý by obsahovala nekonečne vel’a rôznych č́ısel, neexistuje.

Úloha č. 7: V Algebrove majú jeden nepŕıjemný zvyk. Miešajú tam hrušky s jablkami, teda presneǰsie dĺ̌zky strán
s vel’kost’ami uhlov. V trojuholńıku ABC so štandardným označeńım dĺ̌zok strán a vel’kost́ı uhlov dokážte, že plat́ı

60◦ ≤ αa+ βb+ γc

a+ b+ c
< 90◦.

Riešenie: (opravoval Slavo, Zajo)
Bez ujmy na všeobecnosti, nech a ≥ b ≥ c (ak by to tak nebolo, tak si môžeme zmenit’ označenia strán, úloha
sa nezmeńı). Ked’že oproti najväčšej strane je najväčš́ı uhol a oproti najmenšej strane je najmenš́ı uhol, plat́ı
α ≥ β ≥ γ.

V strednom člene nerovnosti máme uhly α, β, γ , vo zvyšných členoch máme uhly 60◦ a 90◦. Chceme to
zjednotit’. Ked’že plat́ı α+ β + γ = 180◦, môžeme nahradit’ 60◦ = 1

3 (α+ β + γ) a 90◦ = 1
2 (α+ β + γ).

Zadanie sme si nahradili ekvivalentným tvrdeńım

α+ β + γ

3
≤ αa+ βb+ γc

a+ b+ c
<
α+ β + γ

2
.

Rozdeĺıme si nerovnosti na 2 časti. Chceme ukázat’, že

α+ β + γ

3
≤ αa+ βb+ γc

a+ b+ c
a

αa+ βb+ γc

a+ b+ c
<
α+ β + γ

2
.
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Dôkaz pravej nerovnosti:
αa+ βb+ γc

a+ b+ c
<
α+ β + γ

2
.

Prenásob́ıme nerovnost’ kladným výrazom 2(a+ b+ c) a presunieme všetky členy na pravú stranu. Dostaneme

0 < αb+ αc− αa+ βa+ βc− βb+ γa+ γb− γc.

Vyňat́ım α, β, γ pred zátvorky źıskame:

0 < α(b+ c− a) + β(a+ c− b) + γ(a+ b− c).

Ked’že a, b, c tvoria trojuholńık, platia pre ne trojuholńıkove nerovnosti (b+c−a) > 0, (a+c−b) > 0, (a+b−c) > 0.
Výraz α(b+ c− a) + β(a+ c− b) + γ(a+ b− c) má všetky zátvorky kladné, teda je určite väčš́ı ako 0.
Dôkaz l’avej nerovnosti:

α+ β + γ

3
≤ αa+ βb+ γc

a+ b+ c
.

Analogicky, ako pri pravej nerovnosti, prenásob́ıme nerovnost’ kladným výrazom 3(a+ b+ c) a presunieme všetky
členy na pravú stranu. Dostaneme

0 ≤ 2αa− αb− αc+ 2βb− βa− βc+ 2γc− γa− γb.

Táto nerovnost’ sa dá upravit’:

0 ≤ (a− b)(α− β) + (a− c)(α− γ) + (b− c)(β − γ),

0 ≤ (a− b)(α− β) + (a− c)(α− γ) + (c− b)(γ − β).

Ked’že a ≥ b ≥ c a zároveň α ≥ β ≥ γ, výraz (a− b)(α− β) + (a− c)(α− γ) + (c− b)(γ − β) má všetky zátvorky
nezáporné, teda je aspoň 0.

Ukázali sme, že

60◦ =
α+ β + γ

3
≤ αa+ βb+ γc

a+ b+ c
<
α+ β + γ

2
= 90◦.

Všetky úpravy, ktoré sme použili, boli ekvivalentné. Nerovnosti zo zadania sme tak dokázali.

Úloha č. 8: Nie je žiaden Algebrovčan, ktorý by nepozal tamoǰsiu špecialitu – algebrovské č́ısla.
Nech n je dané prirodzené č́ıso. Algebrovské č́ısla sa označujú A(i, j) a sú definované pre každú dvojicu nezáporných
celých č́ısel (i, j) nasledovne: A(0, j) = A(i, 0) = 0, A(1, 1) = n a

A(i, j) =

⌊
A(i− 1, j)

2

⌋
+

⌊
A(i, j − 1)

2

⌋
pre všetky kladné celé č́ısla (i, j) 6= (1, 1).1 Pre dané n určte, kol’ko existuje usporiadaných dvoj́ıc prirodzených č́ısel
(i, j) takých, že č́ıslo A(i, j) je nepárne.
Zápis bac označuje dolnú celú čast’ reálneho č́ısla a, t. j. najväčšie celé č́ıslo, ktoré neprevyšuje a.

Riešenie: (opravoval Pedro, Jožo)
Naše algebrovské č́ısla majú dve súradnice, i a j. Preto, ak si ich chceme nejako zaṕısat’, môže nám pomôct’

nekonečná dvojrozmerná tabul’ká, v ktorej poĺıčko v i-tom riadku a j-tom st́lpci bude mat’ súradńıce (i, j) a bude
predstavovat’ č́ıslo A(i, j). Na obrázku môžeme vidiet’ takúto tabul’ku (resp. jej konečnú čast’) pre n = 15.

i\j 0 1 2 3 4 5

0 0 0 0 0 0 0
1 0 15 7 3 1 0
2 0 7 6 4 2 1
3 0 3 4 4 3 1
4 0 1 2 3 2 1
5 0 0 1 1 1 0

1Napŕıklad pre n = 47 plat́ı A(2, 1) = b0/2c + b47/2c = 23, A(2, 8) = 0, A(4, 7) = 4.
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Budeme sledovat’ súčet algebrovských č́ısel na tých diagonálach tabul’ky, pre ktoré plat́ı i + j = k pre nejaké
celé nezáporné č́ıslo k a danú diagonálu budeme označovat’ ako k-ta diagonála. Na druhej diagonále teda máme
č́ıslo A(1, 1) = n. Teraz sa pozrime na l’ubovol’né algebrovské č́ıslo A(i, j). Toto č́ıslo priamo ovplyvňuje hodnotu
č́ısel A(i+ 1, j) a A(i, j + 1), ktoré sú obe na (k + 1)-vej diagonále. K obom č́ıslam prispieva hodnotou b 12A(i, j)c.

Ak A(i, j) je párne, tak ⌊
A(i, j)

2

⌋
=
A(i, j)

2
.

Čiže párne A(i, j) dokopy akoby
”
odovzdá“ d’aľsej diagonále celú svoju hodnotu. Naopak, ak A(i, j) je nepárne,

potom ⌊
A(i, j)

2

⌋
=
A(i, j)

2
− 1

2
, teda 2

⌊
A(i, j)

2

⌋
= A(i, j)− 1.

Takže nepárne A(i, j)
”
odovzdá“ d’aľsej diagonále len hodnotu A(i, j)− 1. Z opačného pohl’adu je jasné, že č́ısla na

(k + 1)-vej diagonále závisia len od č́ısel na k-tej diagonále. Preto rozdiel medzi súčtom č́ısel na (k + 1)-vej a k-tej
diagonále bude rovný práve počtu nepárnych č́ısel v k-tej diagonále.

Ak existuje diagonála (rôzna od nultej a prvej), na ktorej už budú len samé nuly, tak zrejme aj na každej d’aľsej
diagonále už budú len nuly. Teda súčet č́ıslel na diagonálach klesol z č́ısla n (pre druhú diagonálu) na nulu. Ako
sme vyššie ukázali, každé nepárne č́ıslo v tabul’ke tento súčet zmenšilo o 1. Preto na týchto diagonálach muśı byt’

n nepárnych č́ısel. A ked’že vo zvyšku tabul’ky sú len párne nuly, všetkých nepárnych č́ısel v tabul’ke bude tiež n.
Stač́ı teda ukázat’, že súčet č́ısel na diagonálach v konečnom č́ısle diagonály klesne na nulu.

Pre spor predpokladajme, že to tak nie je. To by ale znamenalo, že od istého momentu, povedzme od m-tej
diagonály, už budú v každej diagonále s indexom aspoň m samé párne č́ısla. Označme j najmenš́ı taký st́lpec, že
poĺıčko m-tej diagonály v st́lpci j je nenulové. Riadok, v ktorom sa toto poĺıčko nachádza, označme i. Diagonála m
obsahuje po (j−1)-vý st́lpec iba nuly. Každá d’aľsia diagonála tiež obsahuje po st́lpec j−1 (vrátane) iba nuly, lebo

vznikla súčtom 2 členov z predchádajúcej diagonály (o ktorých vieme, že sú nulové). Teda st́lpec j − 1 obsahuje
počnúc (i+ 1)-vým riadkom iba nuly.

Z toho ale vyplýva, že všetky č́ısla v j-tom st́lpci v riadkoch s č́ıslom väčš́ım ako i už budú iba dolnou celou
čast’ou z polovice č́ısla nad ńım. Ked’že pre kladné č́ıslo x plat́ı

⌊
x
2

⌋
< x, tak sa raz dopracujeme k nule. Lenže na

nulu sa vieme dostat’ jedine z jednotky (rozmyslite si). To sme ale v spore s tým, že od m-tej diagonály už máme
samé párne č́ısla.

Ukázali sme teda, že počnúc nejakou m-tou diagonálou budú vo všetkých diagonálach len samé nuly. Preto
počet nepárnych č́ısel v tabul’ke, čo je hl’adaný počet nepárnych algebrovských č́ısiel, je n.

Komentár: Úloha sa dala riešit’ aj tým, že sa budeme pozerat’ na to, ako sa zmeńı počet nepárnych č́ısel, ak zväčš́ıme
n o 1, resp. o inú hodnotu. Je l’ahké ukázat’, že ak párne n zväčš́ıme o 1, dostaneme o jedno nepárne č́ıslo viac. To
sa môže ponúkat’ ako sl’ubná cesta. Na druhej strane, ukázat’ podobnú vec pre nepárne n je podstatne zložiteǰsie.
Pri niektorých zvýšeniach n sa totiž pomenia všetky hodnoty v tabul’ke. Treba sa preto pozriet’ na to, ako sa tieto
zmeny š́ıria tabul’kou a čo sa s nimi deje na párnych a nepárnych poĺıčkach. Avšak riadne formulovat’ všetky detaily
tohoto postupu je celkom náročné.

Úloha č. 9: Jedna z d’aľśıch miestnych legiend hovoŕı o jednom podivuhodnom č́ısle. Nech n je prirodzené č́ıslo
väčšie ako 1. Dokážte, že existuje prirodzené č́ıslo m > nn také, že

nm −mn

n+m

je prirodzené č́ıslo.

Riešenie: (opravoval Marek, Mǐso)
Riešeńı existuje viacero. Stač́ı však nájst’ jedno a my ukážeme, že pre nepárne n vyhovuje m = 2nn−n a pre párne
n > 2 vyhovuje m = (n− 1)nn − n.

Najprv overme, či je zlomok
n2n

n−n − (2nn − n)n

2nn

pre nepárne n celé č́ıslo. O druhom člene si všimnime, že (2nn−n)n ≡ −nn (mod 2nn). Zlomok bude celým č́ıslom
práve vtedy, ked’ bude celým č́ıslom zlomok s −nn namiesto tohto člena. Ďalej vyberieme nn pred prvý člen a
dostaneme

nnn2n
n−2n + nn

2nn
=
n2n

n−2n + 1

2
.

Č́ıslo n je nepárne a aj n2n
n−2n je nepárne a ked’ sč́ıtame dve nepárne č́ısla, dostaneme párne č́ıslo, a to už je

delitel’né dvoma.
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Pre párne n dostávame zlomok
n(n−1)n

n−n − ((n− 1)nn − n)n

(n− 1)nn
,

ktorý analogicky uprav́ıme na
n2n

n−2n − 1

n− 1
.

Ked’že n ≡ 1 (mod n− 1) a po umocneńı zvyšok ostane 1, tak čitatel’ dáva zvyšok 0 po deleńı menovatel’om, takže
je ńım delitel’ný. Aj druhý zlomok je teda celým č́ıslom.

Všimneme si, že pre n = 2 potrebujeme podmienku overit’ špeciálne, pretože m = (n− 1)nn−n = 2 a to nie je
viac ako nn = 4. Pre ostatné n je zrejmé, že m > nn. Pre n = 2 vyhovuje m = 5 kde zlomok je (25 − 52)/7 = 7/7,
teda to plat́ı.

V d’aľsej časti ukážeme, že zlomky sú nie len celé, ale aj prirodzené č́ısla. (Vynechanie tejto časti body nikomu
neovplyvnilo.) Stač́ı nám už len ukázat’, že čitatel’ je kladný.

Nájdime x > 1 také, aby m = xn. Budeme potom vediet’ z výrazu vyňat’ n. Odhadnime teraz čitatel’ nm−mn.

nm −mn = nxn − (xn)n = nn(n(x−1)n − xn) = nn
(
(nx−1)n − xn

)
> nn

(
(ex−1)n − (x− 1 + 1)n

)
≥ 0

Posledná nerovnost’ vyplýva zo známej (a pomerne slabej) nerovnosti ex ≥ x+ 1.
Našli sme teda riešenie pre každé n.

Úloha č. 10: Vyznat’ sa v linkách MHD Algebrova nie je žiadna sranda. Môžete si ich skúsit’ nakreslit’.
Body A, B, C, D ležia na kružnici k. Priamky AC a BD sa pret́ınajú v bode K. Označme I1, I2, I3, I4 postupne
stredy kružńıc vṕısaných trojuholńıkom ABK, BCK, CDK, DAK a M1, M2, M3, M4 postupne stredy oblúkov
AB, BC, CD, DA kružnice k, tak aby body A, M1, B, M2, C, M3, D, M4 ležali na kružnici k v uvedenom porad́ı.
Dokážte, že priamky M1I1, M2I2, M3I3, M4I4 sa pret́ınajú v jednom bode.

Riešenie: (opravovala Vodka)
Máme ukázat’, že štyri priamky sa pret́ınajú v jednom bode. Na to stač́ı ukázat’ to, že každé tri z nich sa pret́ınajú

v jednom bode. Avšak je jasné, že ak ukážeme, že napr. priamky M1I1, M2I2, M4I4 sa pret́ınajú v jednom bode,
tak úplne analogicky budeme vediet’ dokázat’, že aj ostatné trojice priamok sa pret́ınajú v jednom bode. Preto nám
stač́ı ukázat’ len to, že tri priamky sa pret́ınajú v jednom bode.

To ale nevyzerá ako jednoduchá úloha. Na začiatok môžeme začat’ s nejakými triviálnymi pozorovaniami.
Napŕıklad vieme, že M1 je Švrčkov bod oblúka AB, a preto sú DM1 a CM1 osi uhlov ADB a ACB. Ďalej vieme,
že I4 je stred vṕısanej kružnice AKD, a preto muśı ležat’ na osiach uhlov trojuholńıka AKD – špeciálne na priamke
DM1. Tak isto lež́ı aj na AM3. Analogicky vieme dostat’ to, že I1 = AM2 ∩BM4 a tiež I2 = CM1 ∩BM3.

Ked’ si nakresĺıme obrázok, tak sa zdá, že I2I4 ‖ M2M4. A teraz to dokážeme. Priamka M1M3 je os uhla
AM3B a aj uhla CM1D (lebo M1, M3 sú Švrčkove body oblúkov AB, CD). To znamená, že trojuholńıky M1M3I2
a M1M3I4 sú zhodné podl’a vety sus. (Majú spoločnú stranu M1M3 a rovnaké uhly pri nej.) Preto sú osovo súmerné
podl’a priamky M1M3, a teda nutne I2I4 ⊥M1M3 (obrázok 2).

A

B

C
D

I4

M1

M3

I2

Obr. 2

A

B

C
D

M4

M2

M1

M3

L

Obr. 3
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Celkom známa vec je to, že M1M3 ⊥M2M4. Z toho už potom vyplýva, že M2M4 ‖ I2I4. Pre istotu si to však
dokážeme. Označme si L priesečńık M2M4 a M1M3. Zrejme plat́ı

|<)M2M4M3|+ |<)M4M3M1| = |<)M2M4C|+ |<)CM4M3|+ |<)M4M3A|+ |<)AM3M1| =

= |<)M2M3B|+ |<)DM2M3|+ |<)M4M2D|+ |<)BM3M1| = |<)M4M2M3|+ |<)M2M3M1|.
Využili sme to, že Mi sú stredy oblúkov, a preto obvodové uhly nad AM1 a BM1 (a ostatné analogické dvojice)
sú zhodné. No my vieme, že |<)M2M4M3| + |<)M4M3M1| + |<)M4M2M3| + |<)M2M3M1| = 180 ◦, a preto nutne
|<)M2M4M3| + |<)M4M3M1| = 90◦. Z trojuholńıka M4M3L vyplýva, že |<)M4LM3| = 90◦, čo sme chceli dokázat’

(obrázok 3).
Ďaľśıch podobných vzt’ahov by sme asi mohli nájst’ vel’a, no nič z toho nám zatial’ vel’mi nenapomáha dopracovat’

sa k tomu, že sa tie tri priamky pret́ınajú v jednom bode. Skúsme na to využit’ nejakú vetu. A to konkrétne
Desarguovu vetu2. Tá hovoŕı to, že ak sa priamky AA′ BB′ a CC ′ pret́ınajú v jednom bode (resp. sú rovnobežné),
tak priesečńıky priamok AB s A′B′, AC s A′C ′ a BC s B′C ′ ležia na jednej priamke.

Označme X priesečńık M2I2 a M4I4. Skúsme pomocou Desarguovej vety ukázat’, že body X, M1, I1 ležia na
jednej priamke. Muśıme nájst’ 6 bodov, pre ktoré vetu použijeme. Zrejme chceme aby tam boli priamky I2M2

a I4M4, lebo ich priesečńık je X. Chceme doplnit’ ešte dva body tak, aby pŕıslušné priesečńıky boli M1 a I1. Do
tejto úlohy sa ponúkajú body P, Q na 4. Pričom P = DM1 ∩ BM4 a Q = CM1 ∩ AM2. Vid́ıme, že ak ukážeme,
že priamky M2M4, I2I4, PQ sú rovnobežné, tak už to z Desarguovej vety vyplýva (pre lepšiu názornost’ si pozrite
obrázok 4).

Ale to, že M2M4 ‖ I2I4 už máme. Potrebujeme, ešte zistit’ niečo o PQ. L’ahko si môžeme všimnút’, že P, Q sú
stredy kružńıc vṕısaných do trojuholńıkov ABD, ABC (pretože ležia na ich osiach uhlov). A z d’aľsej vlastnosti
Švrčkovho bodu máme, že |M1A| = |M1B| = |M1P | = |M1Q|. Ak tento vzt’ah náhodou nepoznáte, dá sa vel’mi
l’ahko dokázat’ dopoč́ıtańım uhlov. To ale znamená, že trojuholńık M1PQ je rovnoramenný a tiež vieme, že aj
trojuholńık M1I2I4 je rovnoramenný. Preto nutne I2I4 ‖ PQ.

Takže ked’ to zleṕıme dokopy, tak naozaj z Desarguovej vety máme, že priamky M1I1, M2I2, M4, I4 sa pret́ınajú
v jednom bode, č́ım je celá úloha dokázaná.

A

B

C
D

M4
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Obr. 4

Výsledková listina

kategória BETA

Por. Meno Roč. Škola κ 4 5 6 7 8 9 10 p s
∑

1. Kollár Pavol 2. Gamča BA 4 9 9 9 9 9 45 90

1. Melicher Martin 2. GPoš KE 2 9 9 9 9 9 45 90

1. Mǐsiak Dávid 2. GJH BA 4 9 9 9 9 8 9 45 90

2Tú môžete nájst’ napr. na https://en.wikipedia.org/wiki/Desargues%27s theorem
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Por. Meno Roč. Škola κ 4 5 6 7 8 9 10 p s
∑

1. Sásik Tomáš 3. Gamča BA 7 9 9 9 9 9 45 90

1. Vǐstanová Laura 4. Gmad’ KE 6 9 9 9 9 9 45 90

6. Krajčoviechová Lucia 1. GJH BA 2 9 9 9 9 8 44 89

6. Poturnay Marián 2. GPdC PN 4 9 9 9 9 8 44 89

8. Glevitzká Štefánia 2. GVBN PD 4 9 9 9 9 3 39 82

8. Krajči Samuel 2. GAlej KE 5 9 9 9 9 2 38 82

8. Parada Jakub 1. Gamča BA 2 9 9 9 9 2 38 82

11. Števko Martin 2. GAlej KE 4 9 9 9 9 36 81

12. Marko Alan 3. LEAF 5 9 9 9 9 36 80

13. Kebis Pavol 2. GJH BA 4 9 9 9 5 2 34 79

14. Fülöp Jozef 1. Gamča BA 2 9 9 2 9 3 32 76

15. Ralbovský Peter 4. GJH BA 10 9 9 8 9 35 72

16. Mráz Michal 2. ŠPMNDG BA 4 9 9 9 5 32 71

17. Adam Dominik 2. GJH BA 3 9 9 2 5 25 70

17. Molnár Michal 2. Gamča BA 4 7 9 9 9 3 37 70

19. Brezinová Viktória 2. GAlej KE 4 9 9 9 9 4 40 68

20. Dujava Jonáš 2. SPŠE Prešov 3 5 9 2 5 7 28 64

20. Oľsák Radek 2. Mensa 2 9 1 9 19 64

22. Záhorský Ákos 3. G Šahy 6 9 9 9 27 63

23. Dlugošová Michaela 3. GKuk PP 6 9 5 5 6 25 61

23. Ďuračková Mária 2. GJH BA 4 9 9 7 25 61

23. Machalová Monika 2. GJH BA 4 5 9 7 0 3 0 24 61

26. Moško Matej 2. Gamča BA 4 4 2 2 9 2 19 56

27. Klein Pavol 2. GPdC PN 4 7 4 7 0 1 19 55

28. Jóža Bohdan 2. GJH BA 4 4 7 3 0 1 15 54

28. Onduš Peter 3. ŠPMNDG BA 6 9 9 18 54

30. Oravkin Richard 2. 1SG BA 4 9 9 9 7 34 52

31. Winczer Tobiáš 2. ŠPMNDG BA 4 9 9 2 20 50

31. Zubčák Matúš 2. GPár NR 4 8 9 2 5 24 50

33. Poljovka Jakub 3. GPár NR 6 9 2 9 20 49

34. Švihoŕık Tomáš 3. GPár NR 6 9 3 5 17 47

35. Č́ıž Jozef 2. GJH BA 3 9 0 0 9 18 45

35. Šuchová Martina 3. GPár NR 5 9 2 5 2 0 18 45

37. Parada Matej 3. Gamča BA 5 9 9 42

38. Pajger Šimon 3. GVO ZA 5 9 9 0 0 18 39

39. Kalašová Martina 2. GJH BA 3 9 5 4 18 38

40. Ondovč́ıková Lucia 2. G Modra 3 9 2 3 3 17 37

40. Prokopová Tereza 2. GJH BA 3 4 3 3 0 10 37

42. Gaĺıková Krist́ına 2. ŠPMNDG BA 3 2 2 4 34

43. Jurečeková Alžbeta 2. EGMT 2 4 2 0 1 3 10 27

43. Kut’ková Sára 3. Gamča BA 6 0 27

45. Studeničová Kataŕına 3. GPOH DK 5 0 24

46. Findra Michal 2. GDT PP 3 0 20

47. Krutek Robert 4. GJGT BB 5 0 18

48. Kopfová Lenka 2. G Mendel ČR 4 0 17

49. Sadovská Jana 3. ŠPMNDG BA 4 7 9 0 16 16

50. Pajúnková Anežka 1. GMH Trstená 1 2 7 3 12 14

51. Janeta Tomáš 3. GAB NO 4 0 12

52. Drotár Pavol 4. GPoš KE 7 9 0 9 9

53. Kofira Eduard 4. BiG Sučany 4 0 5

54. Vranovský Michal 1. GCSL BA 1 2 1 0 3 4

55. Ďurina Marián 3. G Šurany 3 0 1

56. Janč́ık Michael 4. GL’Š Turzovka 4 0 0
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kategória ALFA

Por. Meno Roč. Škola κ 1 2 3 4 5 6 7 p s
∑

1. Macko Miroslav 1. ŠPMNDG BA 1 9 9 9 9 9 9 45 90

1. Melicher Martin 2. GPoš KE 2 9 9 9 9 9 9 45 90

3. Krajčoviechová Lucia 1. GJH BA 2 7 9 9 9 9 43 88

4. Pravda Jakub 1. ŠPMNDG BA 1 9 9 9 9 6 7 43 86

5. Horanský Michal 1. ŠPMNDG BA 1 9 9 9 5 9 41 85

5. Šumšala Tomáš 1. GJH BA 1 9 6 9 5 9 9 42 85

7. Kajan Michal 1. 1SG BA 1 9 6 9 5 9 7 9 43 81

8. Tran Marek 1. Gamča BA 1 9 6 8 2 9 34 78

9. Juŕıková Róberta 2. GVBN PD 2 7 6 2 9 9 33 77

10. Koutenský Martin 1. Gamča BA 1 7 6 8 2 9 32 76

10. Matejková Tatiana 1. GPár NR 1 9 6 9 2 5 31 76

12. Nemcová Kornélia 1. Gamča BA 1 9 6 9 3 9 36 75

13. Barnǐsin Michal 3. GJAR PO 3 9 9 9 9 36 74

13. Sabovč́ık Róbert 1. GPoš KE 1 9 6 9 9 7 40 74

15. Bielaková Tánička 1. Gamča BA 1 7 4 9 9 9 38 73

16. Vojtek Matej 1. Gamča BA 1 9 6 7 1 8 31 72

17. Parada Jakub 1. Gamča BA 2 9 9 9 9 36 71

18. Masrna Michal 1. GPoš KE 1 9 6 9 9 33 69

19. Demková Karin 1. GJH BA 1 9 6 9 4 9 37 68

20. Pisoňová Karoĺına 2. G Bánovce 3 9 6 9 8 32 67

21. Bölcskei Matej 1. GPár NR 1 7 5 9 2 2 25 66

21. Calvo Natália 1. GPár NR 1 9 6 7 2 0 24 66

21. Hronská Marianna 1. BiG Sučany 1 9 6 9 4 9 37 66

21. Řehulka Erik 1. ŠPMNDG BA 1 9 6 7 6 9 37 66

25. Ganz Tomáš 1. SPŠSDSJ TT 1 9 9 9 9 6 42 65

25. Portašiková Jasmı́na 2. GVar ZA 2 6 9 9 2 9 35 65

27. Fülöp Jozef 1. Gamča BA 2 9 9 2 9 29 64

28. Stupta Frantǐsek 1. GPár NR 1 7 6 8 2 2 25 63

29. Adam Dominik 2. GJH BA 3 9 9 2 5 25 61

29. Baláž Lukáš 2. G Bánovce 2 7 9 9 9 34 61

31. Hanus Matej 1. GPoš KE 1 9 6 9 24 60

32. Kuniak Adam 1. Gamča BA 1 7 5 7 2 2 23 57

33. Hrmo Matej 2. GPár NR 3 9 9 9 2 29 56

34. Macáková Elǐska -3. SZS CENADA BA -3 8 6 7 4 4 2 9 34 55

35. Farnbauer Michal 0. Gamča BA 0 9 6 9 2 2 28 54

35. Kalašová Martina 2. GJH BA 3 9 9 5 4 27 54

35. Stańık Michal 2. GL’Š TN 3 7 3 9 9 0 28 54

38. Chud́ıc Alex 1. ŠPMNDG BA 1 9 5 6 2 22 53

39. Rusnák Patrik 1. GAlej KE 1 9 6 * 2 9 26 52

40. Baranč́ıková Barbora 1. ŠPMNDG BA 1 9 6 7 2 1 25 50

40. Bobeničová Michaela 2. GPoš KE 2 6 9 4 2 21 50

42. Žd́ımalová Michaela 2. GJH BA 2 7 7 5 2 21 49

43. Čerńıková Jana 2. GJH BA 2 5 9 9 23 48

43. Dujava Jonáš 2. SPŠE Prešov 3 5 9 2 5 21 48

45. Genčur Andrej 1. GAM TT 1 7 6 * 2 6 1 22 46

45. Oľsák Radek 2. Mensa 2 9 1 9 19 46

45. Prokopová Tereza 2. GJH BA 3 9 4 3 3 0 19 46

45. Starovič Martin 1. Gamča BA 1 9 9 5 6 8 37 46

49. Benková Nina 2. GPdC PN 3 9 3 2 2 16 45

50. Královič Tomáš 2. GPár NR 3 8 3 6 17 44

50. Priesol Matej 1. ŠPMNDG BA 1 9 6 9 4 28 44

50. Rosinsky Juraj 2. I de Lancy 3 9 9 2 0 20 44
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Por. Meno Roč. Škola κ 1 2 3 4 5 6 7 p s
∑

50. Szombay Šimon 1. GPár NR 1 7 6 1 2 2 18 44

54. Rampašeková Svetlana 1. GPár NR 1 0 43

55. Kluvancová Hana 1. GPár NR 1 0 42

55. Paška Jaroslav 2. ŠPMNDG BA 2 7 7 42

57. Cinová Tatiana 2. GPár NR 3 9 2 2 2 5 20 39

58. Barla Adam 1. GJGT BB 1 7 7 7 2 23 38

58. Krásny Matej 2. ŠPMNDG BA 2 6 9 4 4 23 38

60. Kriek Patrik 2. GL’Š ZV 1 6 2 0 8 36

60. Pajúnková Anežka 1. GMH Trstená 1 7 7 1 2 7 24 36

62. Jurečeková Alžbeta 2. EGMT 2 5 5 4 2 0 16 35

63. Č́ıž Jozef 2. GJH BA 3 9 0 0 9 18 33

63. Grigová Natália 1. Gamča BA 1 7 6 4 17 33

63. Šavelová Gabriela 1. Gamča BA 1 0 33

66. Ondovč́ıková Lucia 2. G Modra 3 9 2 3 14 31

66. Tomášik Ondrej 1. GJGT BB 1 7 6 0 0 0 13 31

66. Vranovský Michal 1. GCSL BA 1 6 5 2 1 0 14 31

69. Pozsonyi Karol Rudolf 2. GBil BA 3 9 3 6 18 30

70. Šánta Adam 2. GJH BA 2 0 28

71. Balogh Matúš 1. GMA BA 1 0 27

71. Halama Andrej 1. GVO ZA 1 7 6 3 1 17 27

73. Ganzová Veronika 3. GAM TT 3 6 3 8 17 26

74. Gaĺıková Krist́ına 2. ŠPMNDG BA 3 2 2 4 25

74. Sládečková Laura 2. GVar ZA 2 0 25

76. Balheim Boris 2. 1SG BA 2 5 3 9 17 24

77. Géciová Alexandra 1. GJH BA 1 6 4 3 1 14 22

78. Magula Daniel 3. PiarG NR 1 6 2 5 13 21

79. Belák Tomáš 2. GAV LV 3 0 20

79. Sojka Peter 1. GJCh BR 1 7 4 11 20

81. Funková Veronika 3. GLN SE 3 9 9 18

82. Ghirbaková Karin 2. Gamča BA 2 0 17

82. Chalúpek Adam 1. Gamča BA 1 0 17

82. Tarča Matej 1. GPoš KE 1 0 17

85. Findra Michal 2. GDT PP 3 0 16

85. Hluško Jakub 2. ŠPMNDG BA 2 0 16

87. Kopunec Matúš 3. GL’Š TN 3 6 9 15 15

87. Novák Samuel 1. GPoš KE 1 0 15

87. Vrtiaková Anna 1. GJH BA 1 7 6 0 2 15 15

90. Jambrichová Anna 0. BiG Sučany 0 6 5 0 0 1 12 12

91. Letenayova Nina 2. GJH BA 2 0 11

91. Pet’ová Natália 1. GAE BA 1 7 2 2 11 11

93. Pankuch Andrej 1. GAlej KE 1 0 9

94. Michálková Júlia 1. GJH BA 1 0 5

94. Stásiniak Šimon 3. GLN BA 3 0 5

96. Bratková Krist́ına 3. EGJAK KE 3 2 2 0 4 4

96. Fojtová Gabriela 1. GFGL BA 1 0 4

98. Feketeová Viola 2. GBST LC 3 0 2

99. Beliansky Patrik 3. GJH BA 3 0 0

99. Ďurina Marián 3. G Šurany 3 0 0

99. Janeta Tomáš 3. GAB NO 3 0 0

99. Kollár Filip 1. GAV LV 1 0 0


