Vzorové rieSenia 2. série letnej ¢asti KMS 2016/2017

Uloha &. 1: Alzbetka si doniesla na ihrisko kriedy. Bielou kriedou si nakreslila na ihrisko n bodov. Potom niektoré
dvojice bodov spojila bielou ¢iarou tak, aby sa ¢iary nepretinali inde, ako v nakreslenych n bodoch. Nakoniec zobrala
tri farebné kriedy a rozhodla sa, Ze kaZdy z n bodov, ¢o nakreslila na zaciatku, vyfardi jednou farbou. Vyfarbuje ich
viak tak, aby kaZdé dva body, ktoré si spojené ciarou, mali roznu farbu. Aviak za Ziadnu cenu sa Alzbetke nepodarilo
takto zafarbit vietky body. Ndjdite najmengie kladné celé ¢islo n, pre ktoré sa to mohlo Alzbetke stat. Ako napriklad
mohli vyzerat body a ¢iary, ktoré na zaciatku nakreslila? Preco sa jej to nemohlo staf pre mensie n?

Riesenie: (opravovala Iveta)

KedZe hladdme najmensie kladné n, predstavme si situdciu pre malé kladné ¢&isla. Pre n = 1 méame iba jeden bod,
ktory nemdme s ém spojit, teda nemame Ziadne &iary. TakZe neplati, Ze by nejaka ¢iara mala oba konce rovnakej
farby.

Pre n = 2 mame dva body, vieme ich spojit ¢iarou. Mozeme vSak pouzit 3 rozne farby, preto staéi, ak kazdy
zafarbime inou farbou.

Pre n = 3 moéZeme znovu zafarbit kazdy bod inou farbou, teda aj keby sme spojili kazdy vrchol s kazdym,
ziadna ¢iara nebude maf rovnaké konce. Co sa vsak stane, ak je pocet bodov vii¢si nez pocet farieb?

Vezmime n = 4 a spojme kazdy bod s kazdym tak, ako na obrazku 1. Museli sme sa trochu potrapit, aby sa
nam to podarilo bez krizenia ¢Ciar. Zafarbime nejaky prvy bod nejakou farbou, napr. modrou. Teraz druhy bod je
spojeny s kazdym, teda aj s prvym, preto musi maf ind farbu, povedzme, 7e ¢erveni. Treti bod je tiez spojeny
s oboma predchddzajicimi, teda musi maf tretiu farbu, napriklad zelent. Stvrty bod je ale tiez spojeny so vietkymi
prechadzajicimi bodmi, takZe musi mat ind farbu. Mézeme ale pouzit iba 3 farby, takze stvrty bod bude mat iste
rovnaku farbu ako niektory z predchadzajicich, teda ¢iara, ktord ich spdja, ma oba konce rovnakej farby. Najmensie
mozné n je teda 4.

Obr. 1

Uloha &.2: Adam, Brasio a Cyril hraji futbal. Avsak v trojici sa hrd zle, ak kaZdy chce byt brankdrom. Preto si
chlapci vymysleli nasledovny systém: Dvaja hrdci hraji proti sebe, wtocia na jednu brdnku, kde chytd treti hrdc.
Kto streli gol, vymeni sa s teraj§im brankdrom. Ked ich to prestalo bavit, uwwedomili si, Ze Adam odkopal (nebol
v brdne) 12 minizdpasov, Braro odkopal 21 minizdpasov a Cyril odchytal v brdne 8 minizdpasov. Je mozné zistit
len z tychto cisel, kto strelil siesty gol?

Riesenie: (opravovala Veronika)

Podme zistit, kolko minizdpasov chalani celkovo odohrali. Cyril odchytal v brdne 8 minizépasov, teda Adam
a Braiio hrali proti sebe 8-krat. Adam a Cyril hrali proti sebe 12 — 8 = 4 minizépasy, zatial ¢o bol Braiio v branke.
Bratio a Cyril hrali proti sebe 21 — 8 = 13 minizdpasov, zatial ¢o v brdnke chytd Adam. Zapasov bolo celkovo
8 4 13 4+ 4 = 25. Nase zistenia si prehladne napiseme do tabuliek.

Kedze sa hraci po géle vzdy vystriedaji, tak nemoze byt jeden z hracov dvakrit za sebou v branke. Kolko
najviac minizépasov by mohol byt jeden hra¢ v branke? Kazdy druhy minizédpas. Ak by v branke za¢inal, bol by tam
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odkopal | odchytal pocet zapasov odkopali odchytal
Adam 12 13 8 Adam, Braino Cyril
Brano 21 4 13 Brano, Cyril Adam
Cyril 17 8 4 Adam, Cyril Brario
1., 3., 5., ..., 25. zdpas, ¢o je dokopy 13 zdpasov. Ak by bol v branke kazdy parny minizédpas, ¢ize 2., 4., 6., ..., 24.

minizapas, ¢o je dokopy 12 zapasov.

Ked sa pozrieme do tabulky, vidime, Ze Adam bol v branke 13-krét, &iZe bol v branke kazdy neparny minizdpas.
Adam teda musel strelif gél v kazdy parny minizépas, aby sa dostal naspét do branky.

Ukézali sme si, ze je mozné zo zadania zistit, kto strelil Siesty gél. Strelcom Siesteho gélu bol Adam.

Uloha &.3: Marek sa nerdd hrd futbal, tak sa zabdval redukovanim ¢&isel. Prirodzené &islo vieme zredukovaf, ak
ho mézeme bezo zvysku predelit jeho poslednou cifrou. Ndjdite vsetky ¢isla, ktoré vieme zredukovat na éislo 1.
Nezabudnite zdovodnit, Ze ste naozaj nasli vsetky éisla. (Mozeme pouZit redukciu aj viackrdt.)

Riesenie: (opravovali Kika a Marian)

Aby sme nemuseli stéle vypisovat, Ze nejaké éislo sa d4 zredukovat na &slo 1, budeme takéto ¢islo skratene volat
zredukovatelné. Teda nasou tilohou je najst vetky zredukovatelné &isla.

Jednociferné éisla st zredukovatelné, pretoze éislo po predeleni samym sebou je 1. Ak vieme é&islo zredukovat na
jednociferné éislo, tak ho nésledne vieme zredukovat aj na jednotku. Ak éislo m4 posledni cifru 1, tak redukovanim
dostdvame to isté ¢islo. Teda jediné zredukovatelné &islo s poslednou cifrou 1 je prave &islo 1. Neexistuje prirodzené
¢islo delitené nulou, preto &isla s poslednou cifrou 0 nevieme redukovat. Ostévaji ndm tak éisla, ktoré maji aspon
dve cifry a nekoncia sa cifrou 0 ani 1.

Pozrime sa najprv, ¢o sa deje pri redukovani. Zoberme si ¢islo x s poslednou cifrou a. Oznacme si ¢&islo, ktoré
vznikne po zredukovan{ = ako y. Teda y = x/a alebo po prendsobeni a -y = z. Aby tdto rovnost platila, mus{ mat
stcin a -y posledni cifru rovni a. Ozna¢me si poslednt cifru ¢isla y ako b. Zjavne &isla a - y a a - b maju rovnakui
poslednu cifru.

N4jdime teraz vsetky dvojice cifier (a,b), pre ktoré m4 sicin a - b posledni cifru a a obe cifry si rézne od nuly
a jednotky. Napriklad to moZeme spravif tak, Ze najprv pre a = 2 najdeme vSetky vyhovujice cifry b, potom pre
a = 3 atd. N4jdeme tak nasledovné dvojice (a,b) (vzdy na prvom mieste je a a na druhom b):

(2,6), (4,6), (6,6), (8,6), (5,3), (5,5), (5,7), (5,9).

Pod'me teraz rozobraf jednotlivé moznosti.

Za¢neme najprv s jednoduchsim pripadom. Zoberieme si aspon dvojciferné ¢islo s poslednou cifrou a = 6,
ktoré je zredukovatelné. Jedind dvojica (a,b), kde a = 6, je dvojica (6,6). Preto redukovanim takéhoto ¢isla x
ziskame &fslo konéiace cifrou 6, ktoré je tiez zredukovatelné. Ak budeme redukcie opakovat, tak stdle budeme
dostévat zredukovatelné ¢isla konéiace Sestkou. Nakoniec dostaneme jednociferné éislo 6, ktoré zredukujeme na 1.
Ak sa na tento proces pozrieme od konca, tak éfslo 1 sme néasobili niekolko krét Siestimi. Preto vietky zredukovatelné
¢isla, ktoré maju posledni cifru 6, st tvaru 6F pre nejaké kladné celé éislo k (zahrnuli sme sem uz aj jednociferné
¢islo 6).

Dalej si zoberme zredukovatelné &slo 2 > 10 s poslednou cifrou a = 2. Opit z nésho zoznamu dvojic vidime,
ze jediné vyhovujice b je b = 6. Preto redukovanim &isla z dostaneme zredukovatelné éislo y konéiace cifrou 6.
Tieto &isla sme uz vsak nasli, preto y = 6% pre nejaké celé kladné ¢islo k. Cislo = ziskame z ¢isla y vyndsobenim
a =2, a teda x musi byt v tomto pripade tvaru 2 - 6*. Rovnakym spésobom zistime, Ze jediné zredukovatelné ¢isla
kon&iace cifrou 4, resp. 8 st &isla tvaru 4 - 6%, resp. 8 - 6¥.

V nasom zozname dvojic (a, b) sa nenachddza dvojica, kde by a bolo nejaké z ¢isel 3, 7 alebo 9. Preto neexistuje
ziadne zredukovatelné éislo, ktoré mé aspoi dve cifry a konéf cifrou 3, 7 alebo 9.

Ostdva ndm teda posledny pripad, a to pripad, kedy zredukovatelné éislo z > 10 konéf na cifru a = 5. Z nésho
zoznamu vidime, Ze po zredukovani ¢isla x dostaneme ¢éislo koncéiace cifrou 3, 5, 7 alebo 9. AvsSak uz vieme, ze
jediné zredukovatelné éisla konéciace na 3, 7 alebo 9 st 3, 7 a 9. V taktom to pripade naSe redukovanie konéi.
Ak po redukcii ¢isla x dostaneme ¢islo konciace cifrou 5, sme v rovnakej situdcii, ako na zaciatku. Teda v tomto
pripade vyzerd redukovanie tak, Ze ich najprv delime piatimi, kym to ide. Nakoniec sa dopracujeme bud k é&islu
5 a nésledne 1, alebo k ¢islu 3, 7 alebo 9, z ktorého jednou redukciou dostaneme &islo 1. Ak sa ne tento proces
pozrieme spétne, tak najprv jednotku vynasobime ¢islom 3, 5, 7 alebo 9 a potom ho len nasobime piatimi. Teda
ziskavame tak zredukovatelné éisla tvarov 3 - 5%, 5% 7. 5% a 9. 5% pre nejaké kladné celé ¢islo k.

Jendociferné ¢&fsla sme vyriesili zvI43t a pri viaccifernych éislach sme rozobrali vietky moznosti poslednej cifry.
Vsetky zredukovatelné éisla teda st éisla tvarov 2-6%, 3-5%, 4.6%, 5% 6% 7.5% 8.6% 9.5* kde k je nezdporné celé
¢islo. Vsimnite si, Ze tento zapis zahfiia aj vietky jednociferné éisla, staéi si zvolit k = 0, resp. k = 1. Zo sposobu,
akym sme ich nagli, vyplyva, Ze vietky tieto &isla naozaj vieme zredukovat na é&islo 1.



KMS 2016/2017 2. séria letnej casti 3

Uloha &. 4: Kristinka si od svojej mladsej sestry A{ébetky pozicala kriedy troch farieb. Po hodine vytrvalého kreslenia
nimi zafarbila' celyj beténovy stvorec so stranou dizky 1m. Dokdzte, Ze v zafarbenom Stvorci existuje dvojica bodov
P, Q rovnakej farby, ktorijch vzdialenost je vicsia ako 1,00778 m.

Riesenie: (opravovali Adam a Mojo)

Chceme dokézat, Ze v kazdom takomto Stvorci existuje dvojica bodov P, Q rovnakej farby, ktorych vzdialenost
je véigsia ako 1,00778 m. Mozeme to spravit napriklad tak, Ze dokazeme, Ze Stvorec, kde by vsetky dvojice bodov
rovnakej farby boli od seba vzdialené nanajvys 1,00778 m neexistuje (ddkaz sporom).

Prva vec, ktord hned vii¢sinu z vés napadla bola, ze ked mame tri farby a $tyri vrcholy §tvorca, aspon dva
vrcholy budi mat rovnakid farbu. Ak by malo existovat nejaké vyfarbenie stvorca, ktoré by odporovalo zadaniu,
musia byt tieto dva vrcholy susedné. Keby totiz boli oproti sebe, teda spajala by ich uhlopriecka, boli by od seba
vzdialené v/2, ¢o je viac ako 1,00778.

Tieto dva susedné vrcholy s rovnakou farbou si moézeme napriklad oznacit A a B, a povedzme, Ze ich farba je
modra. Ked chceme zistit, kde vSade este mozu byt modré body, nakreslime si z bodov A aj B kruznice s polomerom
1,00778. Body mimo ich prieniku zjavne neméozu byf modré, lebo by aspoii od jedného z bodov A alebo B boli
dalej ako 1,00778. Ozna¢me si prieniky tychto kruznic so stranami stvorca AD a BC postupne ako K a L.

Teraz si vieme jednoducho vyratat diiky usecieck AK a BL, kedZe st to odvesny pravouhlého trojuholnika
s druhou odvesnou diiky 1 (strana AB) a preponou diiky 1,00778 (polomer nasich kruznic). Z Pytagorovej vety

bude
|AK| = |BL| = \/|BK|* — |AB|* = \/1,00778% — 12 ~ 0, 124982,

Toto &islo nie je prilis pekné a zle by sa ndm s nim poéitalo dalej. My ho vSak ani nepotrebujeme presné, mézeme
si ho zaokrihlit na 0,125, ¢o si vieme zapisat este krajsie ako %. Dolezité je, ze sme zaokriihlili nahor, a teda bod
ktory bude lezat na AD a od bodu A bude vzdialeny %, bude este o kisok d'alej aj od bodu B.

Tito vzdialenost budeme pouzivat aj d'alej, na stranidch AD a BC si vyznaéime body A, Ay, As, ..., A;
a Bi, By, Bs, ..., By, tak, ze sa nachddzaji v osmindch oboch stran (teda AA; = %, AAs = %, oo, AAr = %)
Len pre kontrolu, dlzka tseciek AB; a BA; bude
12 1
ABI| = [BA)| = /12 + 5 = S V5 ~ 1,0077822185,

¢ize o kusok viac ako 1,00778.
Z toho jednoznaéne vyplyva, ze body A; a B; budi maf uréite iné farby ako A, B. Teraz mame dve moznosti.
(1) Body A; a By maju rovnaku farbu, povedzme, ze ¢ervent. Teraz

sa mozeme pozriet na body A, a Bs. As mé znovu vzdialenost od By D X C
rovnu % 65, ¢ize nemdze byt erveny. Zaroven, vzdialenost od B je este A

vicsia (je celkom zrejmé preco), takze neméze byt ani modry. Bude teda A7 By
zeleny. Rovnakou dvahou, len symetricky otocenou, dojdeme k tomu, ze 4 G B

aj By musi byt zeleny, lebo Ziadna iné farba ndm uZ nezostéva. Fajn,
doteraz nam to sedelo, skiisme teda pokracovat. Bod A3 znova nemdze As Bs
byt zeleny kvoli bodu Bs, ¢erveny kvoli By a modry kvoli B. Kedze A, By
méme k dispozicii len tri farby, A3 nemoéze mat ani jednu z nich a kazdy

; ) . . . Ag Bg
bod musi byt ofarbeny, prichadzame k sporu. \

(2) Body A; a By maji rozne farby, napriklad A; je cerveny a By Aa| : ot Bo
zeleny. Teraz si pomozeme bodom X, ktory umiestnime do stredu CD. 4 B
Vzdialenost od oboch bodov k bodu X bude kvéli symetrif rovnakd 1= e
a znovu ju vieme jednoducho vypoéitat pomocou Pytagorovej vety: A L™ e B

7217 1
|A1X| = |B1X| =/|A1 D> + |DX> = 3ty = g\/@

Z toho ndm vyplyva, Ze bod X nemoéze byt ani éerveny ako A;, ani zeleny ako B; a nakoniec ani modry ako A a B.
Tymto ho ale dostdvame do rovnakej neprijemnej pozicie, v akej bol bod A3z v predchddzajucom pripade, a nas
dostavame k druhému sporu.

V oboch pripadoch sme narazili na spor, dokézali sme teda, ze neexistuje také vyfarbenie stvorca, kde by ziadne
dva body s rovnakou farbou neboli od seba d’alej ako 1,00778 m, ¢im sme vlastne dokdzali tvrdenie zo zadania.

Uloha &. 5: Tvetka si zabudla formicky do piesku, tak jej neostalo ni¢ iné, ako sa hrat s logaritmami.? Dokdste, Ze

s

pre véetky trojice redlnych cisel a, b, c vicsich ako 1 plati:

log, (bc) + logy (ca) + log.(ab) > 4(log,, ¢ + logy,. a + log,, b).

ITeda kazdy bod &tvorca (vratane vnitornych) je zafarbeny prave jednou z troch farieb.
2log, y je také redlne &islo z, pre ktoré plati £* = y. Viac o logaritme ako aj jeho zdkladné vlastnosti sa mézete dozvedief napriklad
tu https://sk.wikipedia.org/wiki/Logaritmus.
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Riesenie: (opravovali Juro a Zajo)

Ako prvé je dobré si uvedomit, ako sa da pracovat s logaritmami. Na uvedenej wiki stranke boli tieto dva
vzoréeky, vd'aka ktorym si vieme nasu nerovnost upravit na prijatelnejsi tvar:

log,bc  log, b+ log, c
log, bc = 8q2¢ _ 8 8q .
log, a

log, a

Dobrou radou v takychto prikladoch je upravit vsetky logaritmy na rovnaky zdklad. Upravme preto vsetky
logaritmy na nejaky zaklad va&sf ako 1, nemusime si ani urcit, Ze presne na aky. Lavé strana:

logbc 1
log,, bc + log, ac 4 log. ab = 0goc | oeac

logab  logb+logc loga+loge loga +logb
loga  logh = loge  loga log b loge
Potom prava strana:
log c loga logb logc loga logb
4(1 1 b+1 =4 = .
(log,y ¢ +log,, b+ logy. a) <log ab + logeb  logac loga + logb + log b+ logc * loga + logc
Spojenim stran dostdvame takiito nerovnost:

logb + logc
loga

log ¢ log a

logb
loga +logb logb+logc loga+logc
V celej nerovnosti méame len tri rézne logaritmy, preto si zjednoduSme pracu tym, ze zavedieme substiticiu

x = loga, y = logh, z = logc. Vdaka podmienke zo zadania, vieme Ze z, y, z si viicsie ako 0, a teda mozeme
beztrestne tymito &slami delif a ndsobit. Vznikne ndm takto nové nerovnica

loga +loge  loga+logbd
+ 2
logd

logc

r+z T+ +z T z
+ 2T, Y 24( + 24 >.
Y z T Zz+y z+x Y+«

Jeden zo spdsobov riesenia je tprava nerovnosti na taky tvar, v ktorom budeme méct pouzit AH nerovnost?.
Pre dve kladné realne ¢isla aq, as vyzera nasledovne:

a1+a2> 2
2

-1, 1
al + az
V nasom vyraze najprv upravime zlomky na pravej strane do tvaru

x 1
z+y Z+ ¥

z
x
ktory sa vyskytuje v AH nerovnosti. Nédsledne obe strany nerovnosti predelime dvomi, ¢im dostaneme

Ttz Tty y+z
e g otu e x 2
T et e S0
2 z+y z+4+x y+x
Teraz vidime, Ze tdto nerovnost je sti¢tom troch AH nerovnosti

vy o 2
5>

L o
2 T 24

)

w8

+ 2
2 +
Ked teda tieto tri nerovnosti séitame, dostdvame presne to, ¢o sme chceli — nasu nerovnost.

w e

+

)

< |8

>

< |n
8 e
A
w8
NS

Iné rieSenie:

Dalsia dobrd myslienka bola na zaciatku rieenia si zvolit za ¢ (zéklad logaritmu, na ktory upravujeme hodnotu ¢
(alebo a ¢i b). Niektoré ¢leny sa ndm tym paddom zmenia na jednotky a strany nerovnice budi vyzerat nasledovne:

log . bc 1 1 b log.b+1 1 1
log,, bc + logy, ac + log,. ab = og.oc | log.ac | log.ab _ log b+ og.a+
log,.a log,. b

1 log,.b
log, ¢ log,. a log,. b +logoa+ log. b,

materialy.

3 Ak ste o tejto nerovnosti este nepoculi, odporicame si o nej nieco preéitat na internete. Ako tvorcovia vzordku odporic¢ame anglicky
¢ldnok https://brilliant.org/wiki/power-mean—-qagh/, ale ak by jazyk mal byt prekazkou, daji sa pohladat aj ¢eské, resp. slovenské
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log,. c log,. a log. b\ 1 n log. a log,. b
log.ab  log.cb log,ac) log.a+1log.b  log.b+1 log.a+1)"

Teraz nasa nerovnica obsahuje uz len dve nezname a teda pojde o velky kus jednoduchsie riesit rozndsobenim
a rozbitim na ¢iastkové nerovnosti. Ak by sme ju roznasobili a poodéitavali ¢leny, ¢o ndm ostani na oboch stranéch,
dostali by sme len stiéet niekolkych AG-nerovnosti, s ktorymi by sme si uz hravo poradili.

4(10gab c+ logac b + 1Ogbc a) =4 <

Komentar:
Najcastejsia chyba bola v nasledovnej myslienke. Ak si namiesto x = loga, y = logb, z = logc zavedieme
takuito substiticiu:
_ log(c) + log(b) _ log(a) + log(b) _ log(b) 4 log(c)
- logla) 7 7 logle) T 7 log(a)

)

dostaneme tak nerovnost 1 11
rTHy+z>4(-+-+-).

x Yy =z
Dalej, ak tiito nerovnicu upravime, vidime tam tri ¢iastkové nerovnosti (tvaru z — % > 0). Ak z, y, z st aspon 2,
tak t4 nerovnost plati. To je spravna tivaha, no bohuzial niektorad z nezndmych moze byt mensia ako 2. Ak plati
celd nerovnost, tie ¢iastkové platif nemusia, na to si treba do budticna ddvat pozor (aj ked opacne to funguje).
Viaceri ste svoje rieSenie zakonéili na tomto kroku, kedy ste tvrdili, Ze musia byt jednoducho viésie ako 2, ¢o ale
neplati.

Uloha ¢. 6: Malyj Janko sa vozi na kolotoci, ktory md n sedadiel usporiadanych do kruhu. Vozi sa n jizd. Po kazdej
jazde (okrem poslednej) si presadne v smere hodinovyjch ruciciek o najviac n — 1 miest. Ndjdite vietky kladné celé
¢isla n, pre ktoré je mozné, aby Janko v kaZdej jazde sedel na inom mieste, pricom po kaZdej jazde si presadne
o i1 pocet miest. Nezabudnite zdévodnif, predo to pre ostatné n nie je moiné.

Riesenie: (opravovali Katka a Dominik)

V tejto tlohe je délezité uvazit, o kolko sedadiel sa celkovo vo vietkych presadnutiach Janko posunie a ndsledne
zistit, ¢i a ako je mozné posuny realizovat.

Janko sa presunie zo sedacky na int po kazdej z jazd od 1 po n — 1, vzdy o iny pocet sedadiel. Z toho vyplyva, ze
sa musi prave raz presunit o 1 miesto, préve raz o 2 miesta a takto az po n — 1 miest. Celkovo sa teda pred n-tou
jazdou posunie o

n-(n—1)

2
sedadiel. Podmienkou v zadani je, Ze po (n — 1)-vej jazde musi Janko sedief na inej sedatke ako na zaciatku.
UkéZeme si, Ze pre niektoré ¢isla bude sediet opit tam, kde za¢inal (tie budeme moct vylaéit).

Rozdelme si &isla na dve skupiny: neparne a parne. Pre neparne n plati, Ze %(n —1) je celé éislo, teda %n (n—1)
je celo¢iselny nasobok n. To znamend, Ze po (n — 1)-vej jazde by Janko musel nutne sedief na sedadle, kde zacinal.
Z toho ale vyplyva, ze na jednom z n — 1 ostatnych sedadiel urcite nesedel. A to je problém, ak je n > 1, pretoze
nesplnime zadanie. V $pecidlnom pripade n = 1, zjavne moze sedief len na jedinom mieste, teda n = 1 Spifla
zadanie.

Pre pérne n tento problém nevznikne, pretoze %(nf 1) nie je celé ¢islo. Ukdzeme si, Ze pre parne n Janko dokéze
sediet na koloto¢i podla zadania. Ide to napriklad takymto sposobom: Najprv sa Janko posunie o 1 sedadlo, potom
o n—2, ¢im sa dokopy dostane o 1 sedadlo proti smeru hodinovych ruciciek od toho, kde zac¢inal. Takto st obsadené
sedadl4 nalavo aj napravo od poéiatoéného. Nésledne Janko pokracuje tak, Ze obsadi dvojicu miest, ktoré ohraniéuju
miesta, kde uz predtym sedel. Postupne sa tak posuva o 3, n —4, 5, n — 6, ... sedadiel a rozsiruje tak miesta, na
ktorych sedel dolava aj doprava, az kym nepride k poslednému, na ktoré pride posunom o 2 sedadld. Zjavne si
takto posedi na kazdom zo sedadiel prave raz. NavySe vyuzije posun kazdej diiky, pretoze ak si vSimneme, posuny
o nepérne &isla pokryje v neparnych jazdach od 1 az po n — 1 a posuny o parne é&isla zase klesajtiicou postupnostou
od n — 2 az po 2.

A to je vsetko, pretoZe sme si ukézali, Ze pre parne n a jednotku zadanie splnif vieme a pre neparne n nie.

14+2+..+(n—1)=

Uloha &.7: Na ihrisku si vysadené stromy. Nie su vysadené len tak hocijako, ale totdlne symetricky. Koneénd
mnozina M bodov v Tovine sa nazgva totdlne symetrickd, ak obsahuje aspori 3 body a pre kaZdi dvojicu bodov A, B
mnoziny M je mnoZina M osovo symetrickd vzhladom na os usecky AB. Dokdzte, ze ak md totdlne symetrickd
mnozina n bodov, tak jej body tvoria vrcholy pravidelného n-uholnika.

Riesenie: (opravoval Slavo)

Pod'me sa hrat s mnoZinou M. Prekldpajme si ju podla osi useciek. Vzdy, ked ju preklopime, tak dostaneme
znovu M. Teda M sa prekldpanim cez osi vobec nehybe. O tom chceme povedat nieco viac. Co ndm vie niec¢o
povedat o polohe bodov v rovine? Napriklad ich tazisko.

Tazisko je v tejto chvili pre nés super bod, lebo sa pri prekldpani neposiva (ako celd mnozina M). Cize lezi na
kazdej osi tisediek. Ked'ze fazisko lez{ na kazdej osi isecky dvojici bodov z M, tak kazd4 dvojica bodov z mnoziny
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M s nim tvori rovnoramenny trojuholnik. Teda vSetky body z mnoziny M st od neho rovnako vzdialené. Vsetky
teda lezia na kruznici so stredom v fazisku.

Co ném este treba ukézaf na to, aby body mnoziny M tvorili vrcholy pravidelného n-uholnika? Ze st na kruznici
pravidelne (t. j. Ze si medzi nimi rovnaké vzdialenosti). Sta¢i ukdzat, Ze od lubovolného vrcholu st susedné vrcholy
rovnako vzdialené. Pod'me na to.

Nech A, B, C s po sebe idtice vrcholy na kruznici. Chceme ukézat, ze |AB| = |BC|. Inak povedané, Ze vrchol
B lezi na osi tsecky AC. Oznac¢me si B’ bod, ¢o vznikne z bodu B preklopenim cez os tsecky AC. (Ukdzeme, Ze
oba body B a B’ lezia na kruznici medzi A a C, a teda bod B’ je totozny s bodom B. Tymto bude dékaz hotovy.)

Os tisecky BB’ prechadza taziskom, teda B’ lezi na kruznici. Ked'Ze zdroven plati BB'||AC (obe st kolmé na
os tsecky AC), tak body B, B’ lezia na rovnakej strane tsecky AC. KedZe susedné vrcholy vrcholu B st A a C,
vrchol B’ musi byt totozny s vrcholom B, teda vrchol B lezi na osi AC.

Ukézali sme, ze body mnoziny M lezia na kruznici a si medzi nimi rovnaké vzdialenosti. Z toho vyplyva, ze
tvoria pravidelny n-uholnik.

Uloha &. 8: Prijemny klud na ihrisku sa pominul, ked prisla celd §k6lka realnych cisel a1, as, ..., ay. Aby toho
nebolo mdlo, prisla aj dalsia skolka redlnych éisel by, b, ..., b, spliajicich 1 > by > by > --- > b, > 0. Dokdste,
Ze existuje kladné celé ¢islo k < n, pre ktoré plati

la1by + agby + -+ + anbyp| < lag +az + -+ + agl.

Riesenie: (opravoval Jozo)

Nagou tilohou je néjst ¢islo k, pre ktoré plati nerovnost zo zadania, budeme ju oznacovat ako (x). Za k si moZeme
vyberaf z éisel 1, 2, ..., n. Mozeme si vSimnut, Ze pri zmene k sa vyraz na lavej strane nemeni (je to vzdy to
isté &fslo), zatial ¢o na pravej strane sa vyraz moze menit. Ak nerovnost (x) plati pre nejaké k, tak urcite plati aj
pre také m, pre ktoré je sucet |a; + as + - - - + ap| najvacsi mozny. Preto hladanie k vybavime hned na zaciatku
a budeme dokazovat nerovnost (x) pre k = m. Ale ako na to?

Casto pouzitelny sposob, ako sa daji dokazovat nerovnosti, je postupné upravovanie jednej strany nerovnosti
na d’aldie vyrazy, medzi ktorymi plati spravna nerovnost. Na lavej strane mdme v absoliitnej hodnote sticet ¢isel.
Pri takychto pripadoch pride vhod nerovnost |z +y| < |z| + |y| (pre redlne &isla z, y), ktord mozno lahko dokdzat
a taktiez aj zovseobecnit pre sicet n ¢isel. Takto vieme dostat sucet vyrazov |a;b;|, resp. |a;|b; vdaka nezdpornosti
b;. Avsak z takychto vyrazov tazko ziskame spit sicet |a; + az + -+ + apm-

Dalsim nedostatkom je, ze zatial nevyuzivame volbu k = m. Té4to volba ndm ddva totiz vela nerovnosti, ktoré
moézeme vyuzit. Tieto nerovnosti sa tykaji sictov |aj +ag + - - - + a;|, aby sa ndm s nimi lahsie pracovalo, oznacime
si s; = ay +as+-- -+ a; pre celé &isla 1 < 4 < n. Tak budeme mat na pravej strane v absoliitnej hodnote len jednu
nezndmu a k nej sa uz dopracujeme lahsie.

Teraz si vsak musime premenné ai, as, ..., a, vyjadrif pomocou s, s5 ..., S,. Zjavne a; = s1, potom as =
s9 — 81 a vSeobecne a; = s; — s;_1 pre 2 < i < n. Lavi stranu si vieme teda zapisat ako

la1b1 + agbs + - - - + apby| = |s1b1 + (s2 — s1)ba + -+ + (S5, — Sp—1)bp| =
= I(b1 — b2)81 + -+ (bn—l — bn)Sn—l + bn8n|

Teraz mozeme sticet v absolitnej hodnote odhadntt stiétom absolitnych hodnét, ako sme spomenuli vyssie.
[(b1 —b2)s1 + -+ (bno1 = bn)sn—1 + bpsn| < [(b1 — b2)si| 4+ 4+ [(br_1 — bn)Sn—1| + [bnsnl.

Vdaka podmienke b; > b; 1 st rozdiely b; — b; 1 nezdporné.* Preto ich mozeme vybrat z absolitnych hodnot, ¢im
dostaneme

[(b1 — b2)s1| 4 -+ [(bno1 = bn)sp_1]| + |bnsp| = (b1 — b2)[s1]| + -+ + (bp—1 — bp)|sn—1| + bp|sn|.

Je na ¢ase vyuzit, ze m sme si zvolili tak, Ze hodnota |s,,| je najvicsia spomedzi |s;|, plati |s;| < |s;,|. Vdaka
nezdpornosti b; — b1 plati aj (b; — b;r1)]8:| < (bj — bit1)|Sm|. Ziskavame tak d'alsi vztah

(bl - b2>|51| +e (bn—l - bn)‘sn—ll + bn|5n| < (bl - b2)|5m| + (b1 — bn)|£ﬂl‘ + bn|5m| =
= (bl - b2 + b2 - b3 + -+ bnfl - bn + bn)|sm| = b1|sm‘~
Nakoniec nam staci vyuzit, ze by < 1, a preto by |s;,| < |sm|. Spojenim vietkych nerovnosti, pripadne rovnosti, cez

ktoré sme presli, dostdvame
|CI,1b1 + a2b2 + -+ anbn| S |5m|7

4Tu je trochu formalny problém, ked' i = n, lebo tu dostdvame nezndme &islo by, 11. Aby sme nemuseli tento pripad riesit osobitne,
tak si definujeme by4+1 = 0.
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¢o sme mali ukazat.

Uloha &.9: Terezka, Kristinkina starsia sestra, si tieZ zobrala kriedy. Ked'Ze je vsak starsia, namiesto nezmyselnijch
carbanic si nakreslila trojuholnik ABC'. Vpisala do neho kruznicu, ktord sa dotgkala stran BC, AC, AB postupne
v bodoch D, E, F. Oznacila K, L, N, M postupne stredy useciek FB, BD, CD, EC. Nakoniec priesecnik priamok
KL a MN pomenovala P. Dokdzte, Ze |BP| = |CP|.

Riesenie: (opravovali Miso a Pedro)
Sposobov ako sa dala riesit tato tiloha je viacero. UkdZeme rieSenie nadviizujiice na ndpovedu. Toto rieSenie vyuziva
vlastnosti chordal, o ktorych sa moéZete doc¢itat aj v nasej KMS zbierke. Spéitne vysvetlené, chorddla je mnoZina
bodov, ktoré maji rovnakid mocnost k dvom kruzniciam. Mocnost bodu M ku kruznici so stredom S a polomerom
r je ¢islo |[MS|? — r? a toto &fslo je zaroven dizka dotyénice z bodu M umocnens na druhi, éo sa dd lahko overit
Pytagorovou vetou. Nou vieme overif aj to, ze chordila je priamka. Na zdver spomenieme, ze vieme vyuzit aj
kruznicu s nulovym polomerom, t. j. bod. Cez vzdialenost od stredu vieme presne definovat mocnost bodu k bodu
a chorddla bodu a kruznice (aj dvoch bodov) bude stdle priamka. V tejto tilohe to bude obzvl4st uzitoéné.
Zoberme si body B, C a kruznicu k, ktord je vpisand trojuholniku ABC. Chordéla kruznice k a bodu B je
priamka K L. Chordéla kruznice k a bodu C je priamka MN. Bod P teda leZi na tychto dvoch chorddlach. Ked'ze
chordéla je mnozina bodov majticich rovnaki mocnost k danym dvom kruzniciam, tak bod P musi mat rovnaki
mocnost k bodu B a kruznici k, lebo lez{ na priamke K L. Zaroveii bod P musi mat rovnakd mocnost k bodu C
a kruznici k, lebo leZ{ na priamke M N. Tym piddom m4d bod P rovnakid mocnost k bodu B ako k bodu C. To
znamens, ze |PB|? = |PC|? (to je jeho mocnost, lebo polomer je 0), teda P musi byt od oboch bodov vzdialeny
rovnako a tloha je tym dokazana.

Uloha &.10: Matko sa hrd na schovdvacku s monickymi polyndomamsi. Skuste si to aj vy! Najdite vsetky mo-
nické polynémy® P s celoéiselnymi koeficientami a nasledujiicou vlastnostou: Existuje prirodzené éislo N také, Ze
2(P(p)!) + 1 je delitelné p pre kazdé prvocislo p > N.

Riesenie: (opravoval Cd)

Polyném P radu n je funkcia tvaru

P(z) = apz" + ap_12" ' 4+ 4 ayz + ag,

kde ag, a1, ..., Gn_1, G, s jeho parametre. Polyném je monicky, ak jeho vedtci ¢len je a, = 1. Kazdy monicky
polyném je uréeny svojim radom n a k tomu n koeficientami ag, ..., an—1. V tomto priklade mame néjst vetky

monické polynémy, ktoré splitaji p | 2(P(p)!) + 1 pre vietky dost velké prvocisla p.

Ako prvé si véimnime, Ze monickych polynémov je vela. Ale naozaj, naozaj vela. Bolo by teda super obmedzit
tito skupinu polynémov, aby sme ich nemuseli uvazovat vietky naraz. Pri prikladoch s polynémami je éasty prvy
krok rozobrat pripady podla rddu polynému, do éoho sa hned’ pustime.

Uvazujme na zaciatok polynémy stupiia 0. Takychto polynémov je dokopy... jeden, ked'Ze vediici (a zdroveii
jediny) ¢len musi byt rovny jednej. Konkrétne je to P(x) = 1. Pre kazdé prvoéislo p mame 2(P(p)!) + 1 = 3, €o nie
je delitené Zziadnym prvoéislom okrem 3. Monické polynémy rddu 0 teda nemusime uvazovat.

Ako druhy pripad uvazujme monické polynémy rdadu aspon dva. V tomto pripade ndm bude ndpomocné pozoro-
vanie, Ze ak existuje prvoéislo p pre ktoré P(p) > p, tak potom p t 2(P(p)!)+1, ked'Ze p | P(p)!. Z predchadzajiceho
vyplyva, Ze ak mame polyném P a prvocislo p pre ktoré P(p) > p, tak tento polyném nespfﬁa poziadavku zo za-
dania. V d'alSom ukdzeme, Ze pre vietky monické polynémy rddu aspoii dva vieme takéto prvoéislo p najst.

Uvazujme polyném Q(z) = P(z) —z. Polyném Q je tiez monicky aspoi stupiia dva. Chceme ukdzat, Ze existuje
prvocislo p, pre ktoré Q(p) > 0. Jedna z vlastnost{ monickych polynémov je, Ze pre ,dost velké“ z majui iba kladné
hodnoty. Ak teda zvolime ,dost velké“ prvoéislo p, ndm bude platit Q(p) > 0, ¢o sme cheeli dokézat a teda monické
polynémy rddu asponn dva uvazovat tieZ nemusime.

Pre tplnost si tvrdenie o ,,dost velkych® é&islach dokdZzeme. Nech x > 1 a nech M je najviésie z absolitnych

hodnét parametrov |agl, . . ., |an_1|. Potom vieme spravit nasledovné odhady
n—1 n—2 > n—1 n—2
Ap—_1T + ap_oT +-daxtar > —|ap_1lx — |an—2o|z — ... —|ai]z = |ao]
> —Ma" ' Ma"?— .. - Mx-M
> —Maz" ' = Maz"'— . — Maz"' = Ma"!
n—krat
= —nMaz"1,

kde v poslednom odhade sme pouzili, ze > 1 pre z > 1 a i > 1. Ak teda zvolime x > nM, tak mame

Q) = 2"+a, 12" '+ - +axta > 2"—Mnz"' = 2" Yzx—-Mn) > 0,

5Monicky polyném je polyném s vediicim koeficientom 1, teda v tvare ™ + anp—_12" "' + ... + a1z + ag.
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¢o sme presne chceli dokézat.

Na zaver ndm ostala poslednad kategéria monickych polynémov a tie majui rad 1. Vo vSeobecnosti mézeme
takyto polyném zapisat ako P(z) = z + k, kde k je celé &islo. Vsimnime si, Ze ak k > 0, tak bude existovat
prvocislo p také, ze P(p) > p, €o ndm z vyssie uvedenych dovodov opiit nevyhovuje zadaniu. Ostdvaji ndm teda
polynémy so zapornym k, ktoré si pre jednoduchsie chdpanie preznaéime na P(x) =z — k, pre k > 0.

Vo zvysku postupu sa ponorime do tajomného sveta kongruencii.® V nasledujicom vyuzijeme tri vlastnosti
kongruencii, konkrétne:

1. a+b="b (mod a), pre véetky a e Na b € Z,
2. a=b(modd) = ac=bc (mod d), pre vietky a,b,c € Z ad €N,
3. (Wilsonova veta) (p — 1)! = —1 (mod p), pre vietky prvocisla p.

Prvé dve vlastnosti st standardné. Wilsonova veta je menej zndma, ale zaroveii kli¢ova pre ttito tlohu.

Podmienku pre hladany polyném zo zadania mézme pomocou kongruencif zapisat ako 2(P(p)!) = —1 (mod p),
pre vetky dost velké prvoéisla p. Dosadenim uvazovaného tvaru polynému P dostdvame podmienku 2((p — k)!) =
= —1 (mod p). Na lavej strane mame faktoridl, ktory doplnime do (p — 1)! tym, 7e (vyuzitim 2. vlastnosti vyssie)
prendsobime obe strany postupne (p — 1), (p —2), ..., (p — k + 1). Tym dostdvame podmienku

20p-1))=(-1)(pP-2)...(p —k+1) (mod p).
Vyuzitim 1. vlastnosti spomenutej vyssie mame
(p—1)(p—2)...(p—k+1) = (—1)(=2)... (—k +1) = (=1~ (k — 1)! (mod p),
¢o nam upravi pravi stranu podmienky na
2(p— 1)) = (1" (k = 1)! (mod p).

Pouzitim Wilsonovej vety na lavej strane a nésledne pri¢itanim ¢isla 2 na obe strany (zase vyuZitim 1. vlastnosti)
dostavame
0= (=1 k—1)!+2 (mod p).

Nasa posledn kongruencia hovori, Ze vyraz nezavisly od prvoéisla p je delitelny vsetkymi dost velkymi prvoéislami.
To méze nastat, iba ak je dany vyraz rovny nule. Teraz uz lahko dopoéitame, Ze jediné k Spiflajﬁce rovnost
(=1)F1(k —1)! = 0 je k = 3. N&3 jediny kandidit na riesenie prikladu je teda polyném P(z) = x — 3. Lahko
overime, 7Ze vSetky vysSie uvedené kroky vieme nasledovaf aj opaénym smerom a P(x) = z — 3 teda skuto¢ne
vyhovuje zadaniu.

Vysledkova listina

kategoria BETA

Por. | Meno Roc. Skola k| P |4|5[6|7|8]910])>
1. David Misiak 2 GJH 4 145191919 919190
2. Marian Poturnay 2 GPiest 4 14419191919 9 89
3. Pavol Kolldr 2 GAMCA 5 | 43 91919 9|8 |87
3. Tomés Sasik 3 GAMCA 8 | 43 9191819987
5. | Akos Zahorsky 3 GSahy 7 138 9199988
6. Samuel Krajci 2 GAIKE 5 | 43 919 9 79
7. Martin Stevko 2 GAIKE 4 14119 8 9 76
8. Peter Ralbovsky 4 GJH 11 | 28 81919191972
8. Lucia Kraj¢oviechova 1 GJH 313719191819 72
10. | Monika Machalova 2 GJH 4 1341919181229 71
11. | Jakub Pravda 1 SpMNDaG | 2 |40 |9 |9 |8 0 66
11. | Matej Mogko 2 GAMCA 413319198 |4 3 66
13. | Peter Ondus 3 SpMNDaG | 6 | 35 91919 62
14. | Tereza Prokopova 2 GJH 4 13 191]19]8 0 61
15. | Pavol Kebis 2 GJH 41391918 3 | 60

SKongruencia je len fancy (¢ftaj ,fensi“) sposob ako zapisat, ze s a t davaji rovnaky zvysok po deleni u, &o zapiSeme pomocou
kongruencif ako s = ¢t (mod u). Pre kongruencie plati kopec §tylovych vztahov a &itatelom, ktory nie si s tymito vztahmi obozndmeny
odporticame nalistovat kapitolu 4.6 v zbierke KMS (https://kms.sk/zbierka/).
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Por. | Meno Roc. Skola k| P|4|5|6|7|8|9]|10] >
15. | Viktéria Brezinova 2 GAIKE 4 13319(91(415 60 |
17. | Michal Horansky 1 SpMNDaG | 2 {33 |4 (9|8|2]3 59
18. | Richard Oravkin 2 GBajkBA | 4 {35 ]9 816 58
19. | Jonas Dujava 2 SPIPO 4 13014(1919|5 0 57
20. | Stefania Glevitzka 2 GPriev 41301998 56
21. Maria Durackova 2 GJH 4 12819 9 9 55
22. | Michal Stanik 2 GLSTN 4 127191919 1 55
23. | Radek Olgak 2 In4 skola 3 |41 9 50
24. | Jakub Poljovka 3 GParNT 7|27 918 5 49
24. | Jozef Fiilop 1 GAMCA 312719 815 49
26. | Misgka Dlugosova 3 GKuPP 7 | 30 919 0 48
27. | Pavol Klein 2 GPiest 411614199 9 47
28. | Jakub Parada 1 GAMCA 3134 |1 8 3 46
28. | Michaela Zdimalova 2 GJH 312612981 0 46
28. | Daniel Magula 3 GPiaNT 4 1269|318 46
28. | Nina Benkova 2 GPiest 4126131918 46
32. | Matus Zubcdk 2 GParNT 4 117191919 44
32. | Luk&s Balaz 2 GBaénov 312719 8 44
32. | Michal Molnar 2 GAMCA 4 | 20 6|9 9 44
35. | Eliska Macakova 6zs SZScenada | -3 | 25 91015 43
36. Martina KalaSova 2 GJH 3 | 27 8|1 0 37
37. | Veronika Ganzovéa 3 GMerTT 4 | 17 916 35
38. | Filip Cermak 3 Ina skola 3 | 34 34
38. | Jaroslav Paska 2 SpMNDaG | 3 | 21 | 9 4 34
40. | Jozef Ciz 2 GJH 4 118 |6 9 33
41. | Alan Marko 3 Leaf 710 9181519 31
42. | Karolina Pisomniova 2 GBénov 4 11319 8 30
43. | Marianna Hronska 9zs BiGSu¢ 1 | 1703 |8 1 29
44. | Tatiana Matejkova 1 GParNT 2 |17 3|8 0] 28
45. | Juraj Rosinsky 2 Ide Lancy | 3 | 26 26
46. | Michal Mréz 2 SpMNDaG | 4 | 24 24
47. Martina Suchova 3 GParNT 6 |0 918 0 17
48. Katarina Studenic¢ova 3 GDKubi 510 518 3 16
49. | Jana Cernikova 2 GJH 3110312 15
50. | Kristina Galikova 2 SpMNDaG | 4 | 7 7
51. | Lucia Ondovéikova 2 GModra 4 | 4 4

kategoria ALFA

Por. | Meno Roc¢. Skola k| P|1|12]3[4|5|6|7]|>

1. Miro Macko 1 Leaf 2 | 44 919199 |8|5]| 88
2. Matej Priesol 1 SpMNDaG | 2 | 41 9191998 85
2. Michal Kajan 1 GBajkBA | 2 | 40 919191994185
4. Jakub Pravda 1 SpMNDaG | 2 | 38 919191918 82
5. Lucia Kraj¢oviechova 1 GJH 3| 37 9199|8981
5. Eliska Macédkova 6z5 | SZScenada | -3 |43 699419 ]0]|5]|81
7. Barbora Barancikova 1 SpMNDaG | 2 | 42 91912198 79
8. Timea Szoll6sova 1 GAMCA 113199 219719 74
9. Erik Rehulka 1 SpMNDaG | 2 | 32 919141918 71
9. Michal Masrna 1 GPosKE 2 | 36 91919 8 71
11. | Martin Starovié 1 GAMCA 2 |37 918141148 70
11. Réberta Jurikova 2 Ina skola 3 | 37 9161919 70
13. | Tomas Ganz 1 SpMNDaG | 2 | 27 918|398 64
13. | Kristina Grolmusova 1 BiGSuc 1 134 [519|19|0|5]2 64
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Por. | Meno Roc¢ Skola k| P 2(3|4|5|6 >
15. | Filip Csonka 2 GAIKE | 2 | 30 9 9195 62 |
15. | Matej Hanus 1 GPosKE | 2 | 30 91915 9 62
17. | Tatiana Matejkova 1 GParNT 2129 919 318 58
18. | Luk&as Gaborik 9zs ZSRadBB | 0 | 30 916 1 54
18. | Patrik Rusnak 1 GAIKE 2|29 9 41418 54
20. | Gabriela Savelova 1 GAMCA | 2|23 9192 8 51
21. | Kornélia Nemcova 1 GAMCA | 2|26 919 1 50
22. | Alex Chudic 1 SpMNDaG | 2 | 25 9192 45
23. | Jitka Muravska 1 GAMCA 1] 31 412 3 42
23. | Adam Kuniak 1 GAMCA | 1] 19 9 6 42
25. | Andrej Pe¢imith 3 GNZam 1|27 6 8 41
26. | Jozef Fiilop 1 GAMCA | 3| 18 9 8 40
27. | Ténicka Bielakova 1 GAMCA | 2| 14 91512145 39
27. | Michal Horansky 1 SpMNDaG | 2 | 16 4198 39
29. | Michaela Zdimalova 2 GJH 3|17 2198 37
29. | Marianna Hronska 9z8 BiGSuc 1126 03|38 37
31. | Alexandra Géciova 1 GJH 1114 913]|0 0 36
32. | Lukas Baléaz 2 GBéanov 3118 9 8 35
32. | Jasmina Portasikova 2 GVarZA 3|21 213 5 35
34. | Jakub Parada 1 GAMCA | 3] 25 1 8 34
34. | Martina Kalasova 2 GJH 3|24 1 8 34
36. | Jaroslav Paska 2 SpMNDaG | 3 | 20 9 4 33
36. | Radek Olsak 2 Ind skola | 3 | 24 33
38. | Hana Kluvancova 1 GParNT 110 915 918 31
39. | Jana Cernikova 2 GJH 3|16 913]|2 30
40. | Ondrej Tomasik 1 Ind skola | 1 | 28 28
41. | Matej Vojtek 1 GAMCA | 2| 27 27
42. | Karin Demkova 1 GJH 219 911 (1]2|4 26
42. | Rébert Sabovéik 1 GPosKE 110 8136 26
44. | Filip Cermak 3 Iné skola | 3 | 25 25
45. | Juraj Rosinsky 2 I de Lancy | 3 | 24 24
45. | Martin Koutensky 1 GAMCA |2 | 24 24
45. | Andrej Gencur 1 Ind skola | 2 | 8 91314 24
48. | Tomas Sumsala 1 GJH 2| 23 23
48. | Anezka Pajunkova 1 Ind skola | 2 | 5 919 0 23
50. | Adam Barla 1 GTajBB 1122 22
50. | Svetlana RampaSekova 1 GParNT 110 9|4 9 22
52. | Alzbeta Jurecekova 2 ezsmt 319 51111 19
53. | Tomas Simek 9z8 | SpMNDaG | 0 | 18 18
54. | Jakub Hlusko 2 SpMNDaG | 2 | 17 17
54. | Karin Ghirbakova 2 GAMCA | 2] 0 918 17
56. | Marek Tran 1 GAMCA | 2|16 16
57. | Ema Hartmannova 2 GPriev 2|13 13
58. | Natalia Calvo 1 GParNT | 2 | 10 10
59. | Matus Tama&si 2 Ind skola | 2 | 9 9
59. | Laura Sladeckova 2 GVarZA 210 9 9
61. | Andrej Bederka 2 SpMNDaG | 2 | 5 5
62. | Natélia Grigova 1 GAMCA | 1] 4 4
62. | Jana Viktoéria Kovacikova 3 Ind skola | 3 | 4 4
64. | Michal Vranovsky 1 GCSLewis | 2 | 2 2




