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RieSenia 2. kola zimnej Casti

2.1 Kreativne Mirove Schopnosti (k < 1) opravovali Adam a Veronika

Zadanie. Mr. Miro je slavny svojou dokonalou dedukciou. Jeden zndmy mu raz rozpraval o rovnobezniku, ktory
bol rozdeleny priamkou na dva stvoruholniky. Sotva prezradil, Ze tieto dva stvoruholniky majii rovnaky obsah,
Mr. Miro hned hovoriac ,,Easy!“ doplnil, Ze v takom pripade musia isto mat aj rovnaky obvod. Dokdze, Ze Mr. Miro
mal pravdu.

Ako sa pise v zadani, Mr. Miro je slavny svojou dokonalou dedukciou, v tomto pripade to vsak, ako si ukdzeme,
nemal az také tazké. Zacat mohol napriklad tym, Ze sa zamyslel ako vlastne td priamka nas rovnobeznik
pretina. Ked priamka pretneme dve susedné strany (niekde na strane, nie vo vrchole), dostaneme trojuholnik
a patuholnik. Ked podobnym $tylom pretneme dve protilahlé strany, dostaneme dva $tvoruholniky (presne to
potrebujeme). Lahko odskusame, aké vsetky rozne dvojice n-uholnikov vieme pretinanim dostat, no zistime
ze spdsob, ako dostat dva $tvoruholniky, je jediny.

Super, nasa deliaca priamka teda pretne dve protilahlé strany. KedZe robime s rovnobeznikom, vieme Ze tieto
strany budu rovnobezné. Vysledné dva stvoruholniky teda nebudu len tak hocijaké, budu to lichobezniky.
Vzorec na vypocet obsahu lichobeznika je S = 1v(a + ¢). Co tieto pismenkd znamenaju? Pismenké a a ¢ su
dlzky dvoch rovnobeznych stran lichobeznika. Vyska lichobeznika je v, teda vzdialenost dvoch rovnobeznych
stran. Tento vzorec si viete sami jednoducho odvodit, kludne si to vyskasajte. Zo vzorceka vidime, ze pri
pocitani obsahu nds vlastne trapi iba sucet rovnobeznych stran a ich vzdialenost. Ni¢ iné, co by sa mohlo
menit, totiZ vysledok neovplyviiuje.

Povedzme si, Ze na$ pévodny rovnobeznik mal vrcholy A, B, C, D a ze priamka p, ktorou ho delime, pretina
strany AB a CD postupne v bodoch X a Y. Oba lichobezniky, ktoré dostaneme, tak budd mat ¢ast strany AB aj
¢ast strany CD, spolo¢nu stranu XY plus jednu celd pévodnu stranu rovnobeznika (AC alebo BD). Kludne si
to nakreslite. Oba lichobezniky budui mat rovnako dlhu vysku (vzdialenost AB a CD).

Teraz sa mozme vratit k vzorcu obsahu lichobeznika. Obsahy oboch lichobeznikov majua byt rovnaké, dame
si teda dva vzorce do rovnosti. Aby sa ndm to neplietlo, oznac¢ime si dve casti strany AB ako a;, a, a dve ¢asti
strany CD ako ¢y, ¢,. Pritom strany a; a ¢; buda v rovnakom $tvrouholniku.

1 1
—v(ay+¢) = zv(a +¢
@+ a) = Sv(a +e)

KedZe v oboch lichobeznikoch je vyska rovnaka, mdzeme nou predelit obe strany rovnice (a ked uz sme pri
tom, predelime ich aj tou jednou polovicou, nech ndm nezavadzia).

ar+cp=dy+C

Zostane nam na oboch stranach len sucet dvoch rovnobeznych stran, ktory je rovnaky. To znamena, zZe sucet
dizok ¢asti strany AB a &asti strany CD v oboch $tvoruholnikoch bude rovnaky. Rovnaka bude aj dlzka ich
spoloc¢nej strany XY. Zostava sa nam uz len pozriet na poslednu stranu, konkrétne AD v prvom lichobezniku
a BC v druhom lichobezniku. Tie su v8ak protilahlé strany rovnobeznika, s rovnakou dizkou. Ta-d4 - ukazali
sme, ze obvody o0, a 0, oboch $tvoruholnikov budu rovnaké a ani sme sa pri tom nezapotili.

01 = |AD| + |XY| +a, + ¢; = |BC| + |XY| + a, + ¢; = 0,
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2.2 Kruhové Mestské Spoje (k < 2) opravovali Betka a Rado P.

Zadanie. O sldve Mr. Mira sa dopoculi aj vo Farebnom meste. Zavolali ho, aby im pomohol navrhniit linky MHD.
Vo Farebnom meste majii kazdii ulicu vymalovanii jednou z troch farieb: cervenou, zelenou alebo modrou. Kazdd
ulica je obojsmernd a spdja prave dve kriZovatky. Z kazdej kriZovatky vychddzajii prave tri ulice, z kazdej farby
jedna.

Kazda linka MHD ma cyklickii trasu. Nemd teda vychodziu a konecnii zastdvku, ale chodi dokola po svojej trase.
Pri jednom opakovani trasy nesmie dvakrat prejst tou istou ulicou. Dokdzte, zZe je mozné v meste zaviest linky
MHD tak, ze kazdou ulicou budu premdvat prave dve linky MHD.

Co to vlastne mame dokazat. Pre lepsiu predstavu si moézeme skusit nakreslit zopar prikladov, ako moze vyzerat
Farebné mesto a skusit v nich najst linky MHD. Avsak nasou tlohou nie je vyriesit ilohu na jednom alebo
zopar viac konkrétnych mestach. Potrebujeme ukazat, Ze linky MHD mozeme zaviest v [ubovolnom meste,
ktoré spla podmienky opisané v zadani. Konkrétne priklady miest ndm mézu pomdct tak, Ze na nich mozeme
odpozorovat principy, ktoré budeme vediet pouzit aj vo vSeobecnosti.

V zadani sa pise, Ze ulice farebného mesta st zafarbené tromi farbami. Bolo by dobré tito informaciu nejako
vyuzit a skusit opisat linky MHD pomocou tychto farieb. Pozrime sa na jednu krizovatku. Niektora linka do nej
musi prichddzat (moze aj odchadzat, ale to nevadi, péjdeme po nej len v opacnom smere) po cervenej ulici. Z
danej krizovatky potom musi pokracovat ulicou inej farby, povedzme zelenou. Pokrac¢ujme dalej po tejto linke
do krizovatky, kam prichadza po zelenej ulici. Ako bude pokracovat dalej? KedZze z kazdej krizovatky vychadza
z kazdej farby jedna ulica, tak ndm staci urcit farbu ulice, ktorou ma nasa sledovana linka pokracovat. Bolo
by dobré, ak by linky striedali farby ulic podla nejakého pekného systému. Co za systém vyuZivajtci farby
mozeme vymysliet. Napr. linky mozu striedat vSetky farby v poradi ¢ervena, zelend, modrd; mozu striedat
len niektoré dve farby alebo aj rozne komplikovanejsie postupnosti farieb. Mozete sa zamysliet, v ktorych
pripadoch, aké linky dostaneme. Budud kruhové, budua kazdou ulicou chodit dve?

Ako dobrym systémom sa ukaze striedanie dvoch farieb. Pozrime sa teda, ¢o za linky budu také, ktoré budu
chodit striedavo po dvoch farbach, za¢nime cervenou a zelenou farbou.

Vyberme si niektoru krizovatku, ozna¢me si ju T, a vyberme sa z nej po ¢ervenej ulici. Budeme dalej pokraco-
vat zelenou ulicou, Cervenou, zelenou a tak dalej. KedzZe z kazdej krizovatky vychadza ulica kazdej farby, vzdy
budeme mat kam pokracovat. KedZe mesto ma obmedzeny pocet krizovatiek, po nejakom case sa musime do-
stat do krizovatky, v ktorej sme uz boli. Aby tato ¢erveno-zelena linka bola cyklicka, mala by to byt krizovatka
T, v ktorej sme zacali.

Co ak by sme takto prisli do inej krizovatky X? Ked sme presli prvykrat krizovatkou X, presli sme tak cervenou
a zelenou ulicou (v nejakom poradi), ktoré vychadzaju z krizovatky X. Ked sme sa do krizovatky X vratili po
druhykrat, prisli sme do nej po este nepouzitej ulici. Ta m4 zelenu alebo ¢ervend farbu. Takto dostavame,
ze z krizovatky X vychadzajua dve zelené alebo dve cervené ulice. Preto sa nam nemdze stat, Ze sa vratili do
krizovatky X. Jedind krizovatka, v ktorej sa moZeme napojit na nasu prejdenu trasu, je teda krizovatka T, z
ktorej sme zacali.

Takto sme ukazali, Ze ak z jednej krizovatky budeme striedat cervené a zelené ulice, budeme chodit do kola
tymi istymi ulicami. Preto mozeme zaviest cyklickd linku, ktora bude chodit tymito ulicami. Samozrejme,
mohli ostat cervené a zelené, ktorymi tato linka nepresla. V takom pripade tento na$ postup zopakujeme a
dostaneme tak niekolko cyklickych liniek, ktoré budu striedat cervené a zelené ulice. Linky takéhoto typu
budeme volat cerveno-zelené.

Podobnym spdsobom zavedieme aj zeleno-modré a modro-cervené linky. Tie budu z rovnakého dévodu tiez
cyklické. Vo Farebnom meste teda zavedieme linky troch typov: cerveno-zelené, zeleno-modré a modro-
cervené. Z jedného typu nam moze v meste vzniknut aj viac liniek. Vetky takéto linky budu teda cyklické.
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Ostava nam teda ukazat, Ze kazdou ulicou budu prechadzat prave dve linky. To je jednoduché, lebo kazda farba
sa nachadza prave v dvoch typoch liniek. Jednou cervenou ulicou bude chodit jedna ¢erveno-zelena a jedna
modro-cervena linka. Pri zelenych a modrych uliciach je to podobne.

Tak sme ukazali to, ¢o sme mali. Vo Farbnom meste mozeme zaviest linky spomenutych troch typov. Dosta-
neme niekolko cyklickych liniek a kazdou ulicou budu prechadzat prave dve linky. Nazorné riedenie a dalsie
pohlady na tato tlohu mozete najst aj vo videovzoraku.

2.3 Kriminalka Miro Sluzi (x < 3) opravovali Aha a Dadka

Zadanie. Agenti C. S. I. Zilina vypocuvaji tazkého zlocinca, ktory im nechce nic prezradit. Preto si na pomoc
zavolali Mr. Mira. Vsetko, co Mr. Miro potrebuje, je psychicky znicit zlocinca nasledujiicou hrou.

Zlocinec si tajne mysli 8 policok na Sachovnici 8 x 8, pricom Ziadne dve neleZia v rovnakom riadku ani v rovnakom
stlpci. Potom md Mr. Miro sériu pokusov. Jeden pokus spociva v tom, Ze Mr. Miro umiestni 8 veZ{ na Sachovnicu
tak, aby sa Ziadne dve neohrozovali. Nasledne zlocinec ukdze, ktoré z vezi sa nachddzajii na polickach, na ktoré
mysli. Ak zlocinec ukdze na pdrny' pocet vezi, tak Mr. Miro vyhrdva. V opacnom pripade sa veZe odstrdnia zo
Sachovnice a Mr. Miro ma dalsi pokus. Urcte najmensi pocet pokusov, po ktorych vie Mr. Miro urcite vyhrat.

V prvom rade je dobré uvedomit si, o ¢o komu ide. Mr. Miro chce vyhrat, nie uhadnut policka, na ktoré
zlo¢inec mysli. Podari sa mu to, ak uhadne parny pocet vezi. V prvom pokuse Mr. Miro tipne hocijakych 8
poli¢ok. Moze tak trafit:

1. parny pocet vezi - 0, 2, 4, 6, 8 — vtedy vyhrava a hra konci;
2. neparny pocet vezi — 1, 3, 5 - pripocita sa mu jeden pokus a pokracuje dalej.

Vsimnite si, Ze 7 vezi trafit nemoze, pretoze potom ma posledna veza vzdy uz len jedno policko volné, teda je
jednoznacne urcena.

Pozrime sa na pripady, ked nevyhrd hned a podme za radom.

o Mr. Miro trafil 1 vezu. Mr. Miro uz vie o siedmych ,,zlych® polickach, takze staci, Ze jednu vezu zmeni tak,
aby ju neuhadol a vyhra, pretoze trafi 0. Teda vyuzije informaciu o tom, kde sa zlo¢incove policka urcite
nenachddzaju. Problémom je, Ze nemoze presunut len jednu vezu, pretoze by ohrozovala int. Staci
viak, ked ohrozenu vezu posunie do riadka (resp. stlpca), v ktorom predtym bola uhddnuté veza (vid
obrazok). Tym padom uhadne 0 vezi a vyhrd. Preco sa nesnazil uhadnut napr. 2 veze namiesto ziadnej,
je jasné — nemusi uspiet. Na druhej strane, s touto stratégiou urcite vyhra uz po druhom pokuse.

o Mr. Miro uhddne 3 alebo 5 vezi. V tom pripade je postup rovnaky. Presunie jednu z uhadnutych vezi na
policko, kde urcite neuhadne, a td, ktort bude tato veza ohrozovat posunie tak, ako je spomenuté vyssie.
Z neparneho poctu uhadnutych vezi sa stane parny a Mr. Miro vyhrava.

Odpoved je teda v kazdom pripade: Mr. Miro urcite vyhra na druhy pokus.

Pre tplnost rieSenia treba este dodat, preco Mr. Miro nevie vyhrat na menej tahov. Pre¢o? No Mr. Miro nevie
vyhrat na jeden tah preto, lebo po prvom tahu sa mu vzdy moze stat, ze trafi neparny pocet policok, ako to
bolo spominané na zaciatku.

"Nula je parne ¢islo.
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. trafené policko

netrafené policko
1. pokus 1. pokus

oblast, kde urcite nebude
ziadne iné zloc¢incovo policko,
pretoze v tom stlpci a riadku

uz policko ma
EE EEEd mEK

2. pokus 2. pokus
Mr. Miro netrafil
ani jednu vezu .
a preto
VYHRAL!
2.4 Klub Mirovych Spoluhracov (k < 4) opravovali JoZo a Rado Z.

Zadanie. Mr. Miro bol pozvany na pdrty dlhorukych basketbalistov. Vsetkych 2017 ucastnikov pdrty si posadalo
za okriihly stol, kazdy s pohdrikom v ruke. Kazdi sekundu si strngnii pohdrikmi, pricom dodrZiavaju nasledovné
dve pravidla: 1. Necinkajii si pohdriky do kriza. 2. V danej sekunde si kazdy moZe cinkniit nanajvys raz. Za
kolko najmenej sekiind si moze cinkniit kazdy s kazdym?

Na zaciatok si mozeme skusit tlohu vyriesit pre mensi pocet basketbalistov, kde si vieme rozpisat alebo na-
kreslit vSetky Strngnutia. Lahko tak nadobudneme tusenie, ze n basketbalistov si vie postrngat za n sekund
(okrem zopar vynimok, ked n < 3). Podme teda dokdzat toto nase tusenie pre 2017 basketbalistov.

Skusme najprv zistit, preco si basketbalisti nevedia Strgnut za menej ako 2017 sekind. Vieme, Ze samotny
Mr. Miro potrebuje aspon 2016 sekund na to, aby si $trngol so vSetkymi spoluhrd¢mi. Preco ale 2016 sekind
nestaci? Kedze hracov je neparny pocet, v prvej sekunde (a rovnako aj v kazdej dalsej) si aspon jeden basket-
balista s nikym nestrngne. Tento chudacik bude teda potrebovat este aspon 2016 dal$ich sekind, aby si $trngol
s ostatnymi. Preto potrebujeme aspon 2017 sekind, aby si vetci postrngali.
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Este potrebujeme ukazat, ze za 2017 sekund si basketbalisti m6zu postrngat. Popiseme teda postup $trngania,
ktorym to dosiahnu. Aby si nekrizovali ruky a aby si ich ¢o najviac $trnglo, tak by si mohli $trngat ,,rovno-
bezne®, ako na obrazku. V dal$ich sekundach budeme potom tento vzor $trngaia ,,otacat”. Potrebujeme vsak
tento postup opisat poriadne. To mozeme spravit s vyuzitim basketbalistu, ktory si nestrnga. V jednej sekun-
de budeme mat jedného basketbalistu X, ktory si ne§trnga. V tejto sekunde si $trngnu ti basketbalisti, ktori
su od basketbalistu X vzdialeni o rovnaky pocet miest. Vzdialenostou basketbalistov A a B tu myslime pocet
basketbalistov, ktori sa medzi nimi nachadzaju (z tej kratsej strany). ,,Otacanie” realizujeme tym, ze v kazdej
sekunde si zvolime iného basketbalistu, ktory si nebude $trngat.

Strngne si tymto sposobom kazdy s kazdnym? To musime dokézat. Zoberme si teda fubovolnych basketba-
listov A a B a najdime sekundu, v ktorej si $trgna. Basketbalistov A a B oddeluje z jednej strany stola parny
a z druhej strany neparny pocet basketbalistov. Je tomu tak preto, lebo zvysnych basketbalistov je 2015, ¢o je
neparne ¢islo. V Casti stola s neparnym poctom basketbalistov sa nachadza jeden basketbalista C, ktory je rov-
nako vzdialeny od basketbalistu A, aj B. Basketbalisti A a B si preto $trngnu v tej sekunde, ked si basketbalista
C nebude $trngat.

Tymto sme ukazali, ze za 2017 sekund si basketbalisti vedia postrngat kazdy s kazdym podla zadania. To je
zaroven aj najkratsi ¢as, za ktory to je mozné.

2.5 Kola¢ Mira Syti (k < 7) opravovali Dominik a Janko

Zadanie. Betka upiekla pre Mr. Mira koldc, aby bol Mr. Miro spokojny. Kold¢ md tvar trojuholnika s dlzkami
strdn 19, 20 a 21 cm. Chce ho rozrezat pozdiZ jednej priamky na dva kusy a uloZit ich na kruhovy tanier tak, aby
sa neprekryvali ani nevycnievali z taniera. Urcte minimdlny priemer taniera, pre ktory sa to moze Betke podarit.

Mame pred sebou Mr. Mirov trojuholnikovy kola¢, ktory sa chystdme rozrezat. Aby sme tutvar, ktory ma
najdlhsiu stranu a zmestili na tanier, zjavne potrebujeme tanier, ktory ma priemer aspon a, ina¢ by sa tam
tato strana nevosla. Na tvod je podstatné uvedomit si, Ze rez jednou useckou moze prejst nanajvys dvomi
stranami trojuholnika (prechod cez vrchol neratame). Jedna strana ndm teda zostane neporusend. Tato strana
bude dlha aspon 19 cm, preto priemer Betkinho taniera bude mat najmenej 19 cm.

Takto dostaneme $tvoruholnik s jednou stranou 19 cm a zostane nam este zvysok kolaca v podobe trojuholnika

(vid obrazok).

Podme skusit dokazat, Ze na tanier s priemerom 19 cm moézeme kola¢ ulozit. Budeme sa snazit viest rez ¢o
najdlhsimi stranami, ,aby sme sa ich zbavili“ a kola¢ zmestili na ¢o najmensi tanier. O kolaci budeme dalej
hovorit ako o trojuholniku ABC, v ktorom |AB| = 19 ¢cm, |BC| = 20 cm, |CA| = 21 cm. UloZme teda trojuholnik
ABC na tanier tak, aby strana AB bola priemerom taniera. Body, v ktorych tanier (teda kruznica so stranou AB
ako priemerom), pretina strany AC a BC (to su tie s dlzkami 21 a 20 cm) nazvime postupne P, Q. N3 kol4¢,
trojuholnik ABC, rozrezeme pozdlZ priamky PQ. Odrezali sme tak trojuholnik PQC, ktory vy¢nieval z taniera
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a ostal nam $tvrouholnik ABQP, ktory je cely uloZeny na tanieri. Potrebujeme uz len ukazat, Ze sa k nemu na
tanier zmesti aj trojuholnik PQC.

KedZe je $tvoruholnik ABPQ tetivovy, budu uhly pri protilahlych vrcholoch dévat sucet 180°. To, Ze | < BQP| =
180° — « sa da ukazat aj z toho, Ze oba st obvobové uhly k tetive PB, jeden s vrcholom na dlhsej ¢asti obluka
PB, druhy na jeho kratSej ¢asti. Pre uhly 8 a 180° — S analogicky. Preto |<QPC| = B a |<PQC| = a. Z toho
dostavame, Ze trojuholniky ABC a QPC su podobné.

Mame teraz k dispozicii strany povodného trojuholnika, vSetky uhly a podobnost trojuholnikov. Ale ako na
to? Ak si v§imneme, polovica taniera je zatial prazdna. Trojuholnik PQC zmestime na tanier, ak bude je-
ho najmensia vyska nanajvys 9,5 cm (polomer taniera). Najmensiu vysku ma najdlhsia strana (to vieme zo
vztahu pre vypocet obsahu trojuholnika). To je t4, ktora je oproti najmensiemu uhlu. Tym je uhol S, kedze
je najmensi aj v trojuholniku ABC. Potrebujeme teda zistit vysku na stranu AP v pévodnom trojuholniku a
potom pomocou podobnosti zistit hodnotu vysky na stranu QC v odkrojenom trojuholniku PQC.

Na zistenie vysky pouzijeme trik. Porovndme obsah, ktory dostaneme pomocou Herénovho vzorca s obsahom,
ktory by sme dostali ako polovicu stc¢inu zakladne a vysky. Vieme, Ze obsah trojuholnika je S = b - v;,/2, resp.
§% = b%-v;/4. Ale podla Herénovho vzorca plati aj §? = s(s—a)(s—b)(s—c), kde s je polovi¢ny obvod, v nasom
pripade (19 + 20 + 21) = 30 (cm). Odtial dostdvame $* = 29700 cm?.

Teda $? = 29700 = 441v;/4 = b*v}/4, z toho vyplyva, Ze

4-29700 20+/33
vy =1/ = = 16,41 (cm).
441 7

Dalsim krokom bude zistenie koeficientu podobnosti trojuholnikov ABC a QPC. Ten zistime takto: Vezmeme
si trojuholnik APB. V fiom pozname |AB| = 19, | < APB| = 90° (podla Tilesovej kruznice) a dlzku [PB| = v, =
20+/33/7 cm. To je dostatok na to, aby sme vyratali |AP|. PouzZitim Pytagorovej vety dostdvame

4P| = \l 192 (2‘)@) =% (em).

7 7

https://www.kms.sk/ 6 kms@kms. sk


https://www.kms.sk/
mailto:kms@kms.sk

@@ Riesenia 2. kola zimnej Casti

Potom |PC| = 21 — 67/7 = 80/7 (cm) . Ked déme do pomeru strany oproti uhlu «, dostaneme koeficient
podobnosti

80
_z. 4
20 7
Hura, mame nds koeficient. Teraz prichadza prva chvila napatia, ¢i bude vyska v na stranu CQ dlha nanajvys
9,5 cm. Podme na to. veq: v, =4:7, teda

4 4 2033  80./33
49

VeQ ==V = =
Q= ' 7

=9,38<9,5 (cm).

Vyska by teda sedela. Aby sme vsak boli iplne spokojni, treba ukazat nielen to, ze nebude precnievat vrchol C,
ale ze nebudu precnievat ani ostatné vrcholy. Teda treba ukazat, Ze od péty kolmice na tcecku CQ (volajme ju
Z, na obrazku z dovodu prehladnosti nie je) po bod C aj Q je vzdialenost nanajvys$ 9,5 cm. Z obrazka to sice
vidno, ale obrazkovy dokaz nie je dokaz. Teda chceme ukdzat, ze |ZQ| < 9,5 cm aj |ZC| < 9,5 cm. Vec si edte
trocha zjednodusime - ukdZeme, Ze vd&si z tsekov ZC, ZQ bude stéle mensi ako 9,5 cm. Pretoze |PC| > |PQ),
bude aj |ZC| > |ZQ| (dlhsej strane prislucha vaésia Cast useku zdkladne).

V pravouhlom trojuholniku ZCP plati:

4 2 102400
|zcﬁ=|cpﬁ-¢zm2:(--zo)-4%Q=
7 2401

(cm),

takze | ZC| = v/102400/2401 = 320/49 = 6,53 < 9,5 (cm). KedZe |ZQ| < |ZC

, bude aj [ZC| < 9,5 cm.

Teda rozrezany kola¢ - $tvoruholnik aj trojuholnikovy odrezok - sa zmestia na tanier s priemerom 19 cm a
Betka nemusi behat do Ikey po vacsi.

2.6 Kombinatoriku Miro Stopuje opravovali Marek a Marian
Zadanie. Mr. Miro je osvedceny detektiv, takZe pomdha pri patrani kombinacnych Cisel. Ndjdite dvojicu pri-
rodzenych cisel n a k takii, aby kombinacné cislo (Z) bolo delitelné tisicimi a navyse - a) ¢islo n bolo najmensie

mozné, - b) sucet n + k bol najmensi mozny. Pozndmka. Kombinacné Cislo (Z) oznacuje pocet sposobov, ako
vybrat z~n predmetov k predmetov, pricom ndm nezdlezi na poradi. Mozno ho vypocitat ako

(Z) n! :n(n—l)...(n—k-i-l).

" kl(n-k)! 1-2-...k

1000

| ), ale nenasli by sme

Zac¢neme hladanim takého ¢isla, Zze (Z) je delitelné ¢islom 1000. Jedno také je zjavne (
nieco s mensim n? Aby ¢islo
n(n-1)-(n-k+1)
k(k-1)---(1)

bolo delitelné 1000, tak musi byt v prvociselnom rozklade ¢isla (Z) aj ¢islo 23-53 = 8-125. Najprv sa postarame
o pritomnost sucinitela 125. Isto ked n = 125, tak ho tam mame, teda aspon pri vac¢sine k-Cok. Prichadzaju
dve otazky — nemoze byt mensie? Pre ktoré k, ak také existuje, uz tplne vyhrame?

Vyrie$me prvua otazku. Ukazeme, Ze také kombinacné ¢islo nie je. Podme to dokazovat sporom, ¢ize budeme
predpokladat, ze také rieSenie existuje a z jeho vlastnosti ukazeme, ze v skuto¢nosti také nie je. Nech n < 125
a k < njeriesenie. Vieme, Ze v postupnosti prirodzenych ¢isel je kazdé piate delitelné 5 a kazdé dvadsiate piate
je delitelné 25. Taktiez musi platit, Ze mame k sucinitelov v Citateli a tychto k sucinitelov, ktoré idu po sebe a
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za¢inajti na fubovolnom mieste, mé nanajvys [£] + [ %] pitiek v prvo¢iselnom rozklade. V menovateli mame
obdobne presne | £ | +| £ | pitiek v rozklade, tu za¢iname od jednotky. LenZe tieto ¢isla sa pre vietky uvazované
k najviac lisia o 2, a teda dostavame spor s tym, ze (Z) je delitelné 125.

Prichadza odpoved na druhu otazku. Uvazujme n = 125. Teraz chceme ndjst zodpovedajtice k. Ked sa po-
zrieme na zopar malych k zistime, Ze stale nemame zabezpecenu delitelnost 6smimi. Tu je dobré si uvedomit,
ze vzdy, ked zvacsime k, tak aj do (itatela, ako aj do menovatela pridame ¢islo bud nedelitelné dvoma, alebo
delitelné dvoma, vzdy budi mat obe rovnaku paritu. Preto musime zvacsit k tak, aby sme do ¢itatela pridali
16 a v menovateli iba 2. Vieme, ze zac¢iname u n = 125, ¢o je o tri ¢isla vedla od mocniny dvojky 128. Tu sa
mozete zamysliet, Ze ked budeme ¢isla zvac¢Sovat postupne, tak v citateli naozaj narazime na ¢islo delitelné 16
skor. Ked to vycislime, tak dostaneme zodpovedné k = 14. Kombinacné ¢islo (11245) je konecne delitelné 1000.

Teraz sa pozrime na druhd cast, kde ma byt # + k minimadlne. Vieme, Ze 125 < n+k < 125+ 14 = 139, tu by sa
pontukala hruba sila ako vypisat vSetky moznosti, avSak my také veci predsa nepotrebujeme. Poznajuc, ze 128
je mocnina dvojky, mozeme ho skusit zvolit za nase n a dosiahnut tak lepsi vysledok. Pre toto n potrebujeme
zvolit k tak, aby ¢itatel obsahoval aj 125, teda zvolime k = 4. Lahko sa presved¢ime, ze (1[218) je delietelné 1000.

Teraz vieme 125 < n + k < 132. Uz nam staci ukazat, Ze Ziadne mensie sicty nie si. To mozeme uZ overit
vSetkymi moznostami alebo dal$imi Gvahami o n a k. Pre n = 126 vieme zistit rovnako ako pred tym, ze
najmensie je vhodné k = 7. Pre n = 127 sa presved¢ime, Ze k neexistuje, pretoze vsetky kombinac¢né ¢isla (lf)
st neparne. Pre n > 129 mame k, ktoré zmensi skimany sucet, iba k = 1 a k = 2. Tie vybavime nésledovne:
k = 1 byt nemoze, pretoZe to potrebujeme najmenej (n+')'l' = 1000, prislusné (jediné) n je prekvapivo n = 1000.
Pre k = 2 m6Zeme mat zmensujuci vysledok len pri (129), ¢o nie je delitelné 1000.

125
14

128

Takze naSe rieSenia su tieto: pre najmensie #n je to ( ) a pre najmensi sucet n + k je to ( p ), ¢oho sucet

n+k=132.

Komentar

Vo vasich rieSeniach sa obcas vyskytli aj rieSenia typu ,,vSak je to konecny pocet moznosti, to sa nakédi (na-
programuje). Takymto pristupom sice ndjdeme vhodné hodnoty # a k, dokonca aj bez velkej namahy, ale nie
je to zmyslom tohto semindru a ani tejto ulohy. VSimnite si, Ze tato uloha sa dala vyriesit aj bez pouzitia poci-
taca. Uvahy, ktoré sme pouzili, sa vim mozu zist pri sttaziach, kde neméte k dispozicii pocitac, a taktiez aj pri
ulohach, kde nemame kone¢ny pocet moznosti. Preberanie vsetkych moznosti pomocou pocitaca bez ziadnej
myslienky nie je to, o ¢o v KMS ide, preto sme ho v stlade s nasimi pravidlami nehodnotili plnym poctom
bodov.

2.7 Kruznice Medziludskych Suvislosti opravovala Kika

Zadanie. Mr. Miro sa vo volnom Case zaoberd medziludskymi pomermi. Pomery v geometrii st vSak preriho easy,
tie prenechdva vam.

Majme trojuholnik ABC s opisanou kruznicou k. Dotycnice ku kruznici k v bodoch A a B sa pretinajii v bode
T. Kruznica opisand trojuholniku ABT pretina priamky BC a AC postupne v bodoch Da E (D + Ba E + A).
Priamky CT a BE sa pretinajii v bode F. Predpokladajme, Ze bod D je stredom tisecky BC. Urcte pomer |BE| : |BE].

Chceme zistit pomer dlzok dvoch tseciek. Zatial o nich ni¢ nevieme, asi len tolko, Ze |BE| > |BF|, pretoze bod
F je sucast usecky BE. V zadani mame nejaké podmienky pre bod D, tak sa pozrime najprv nan, nakolko sa
véetko odvija od jeho polohy. Ozna¢me |< ACB| ako y. K nemu st <« BAT a < ABT usekové a teda ich velkost
je tiez y. KedZe stucet uhlov v trojuholniku je 180°, vieme dopoéitat | < ATB| = 180° — 2y. Bod D je tiez na
kruznici opisanej trojuholniku ATB, tym padom $tvoruholnik ATBD je tetivovy.

https://www.kms.sk/ 8 kms@kms. sk


https://kms.sk/pravidla/
https://www.kms.sk/
mailto:kms@kms.sk

@@ Riesenia 2. kola zimnej Casti

Sucet protilahlych uhlov v tetivovom $tvoruholniku je 180°, preto | < ADB| = 2y. Uhol CDA je k nemu susedny
ama velkost 180°-2y. Teraz sa pozrime na trojuholnik CDA. Pozname uhly pri vrcholoch Ca D. Dopocitanim
velkosti uhla pri vrchole A dostaneme, Ze | < CAD| = y. Tento trojuholnik je rovhoramenny so zakladiiou AC.
Musi preto platit, Ze [AD| = |CD| a zo zadania vieme, Ze |BD| = |CD), tieto tri dlzky sa teda zhodné. Inak
povedané vzdialenost bodu D od bodov A, B a C je rovnaka. Jediny bod, ktory tdto vlastnost m4, je stred
kruznice opisanej trojuholniku ABC. Zjavne plati, Ze BC je priemerom tejto kruznice. Z toho vyplyva, Ze
kruznica opisana trojuholniku ABC je Télesova kruznica a | < CAB| = 90°.

C
D

E
Flx

A B
T

AAM

Oznac¢me prienik priamok AC a BT ako M. O uhle CBM vieme, ze ma velkost 90° (pretoze je to aj uhol DBT
a BT je doty¢nica kolmd na DB). Stvoruholnik DBTE je tetivovy, a tak aj | < DET| = 90°. Usecky DE a BT st
kolmé na BD a st rovnobezkami. Nakolko je bod D stred strany BC a usecka DE je rovnobezna s BT, respektive
s BM, tak tisecka DE je stredna priecka v trojuholniku MBC a bod E je stred strany MC.

Ozna¢me stred kruznice opisanej trojuholniku ATB ako X. Vieme, ze |XE| = |XT| = |XD| = |XB|. Uhly BXD a
EXT su vrcholové, ¢o znamena, Ze su zhodné. Preto aj trojuholniky BXD a EXT su zhodné. Z toho vyplyva,
ze usecky ET a BD su rovnobezné a aj ET je stredna priecka. V trojuholniku MCB su tusec¢ky BE a CT taznice.
Pretinaju sa v bode F. Taznice sa navzdjom delia v pomere 1 : 2, pricom dlhsi tsek je ten pri vrchole. Hladany
pomer je preto |BF| : |[BE| =2 : 3.

2.8 Kachlicky Miro Skrasluje opravoval Zajo

Zadanie. Povest Mr. Mira sa doniesla az do zahranicia. Zavolal si ho Jaromir Jagr, aby mu pomohol s vyzdobou
kuchyne. Jagr md v kuchyni vykachlickovany Stvorec n x n $tvorcovymi kachlickami 1 x 1. Chce ho vyzdobit
pomocou niekolkych pravouhlych rovnoramennych trojuholnikov s preponou dizky 2, ktorych vrcholy sa budii
nachddzat v mrezovych bodoch stvorcekovej siete, ktorti vytvdrajii kachlicky. Navyse kazda strana kachlicky sa
musi nachddzat prave v jednom trojuholniku (vniitri neho alebo na okraji). Ndjdite vsetky prirodzené cisla n, pre
ktoré je to mozné.

Upresnenie. Ked'sa kachlicky dotykajti stranou, tak ich strany, ktoré sa dotykaju, splyvajii do jednej uisecky. Tieto
strany teda nemézu byt v dvoch réznych trojuholnikoch.

Riesenie takejto ulohy sa bude skladat z dvoch casti. Najprv sa pokusime orezat mnozinu ¢isel n, pre ktoré
sa §tvorce n x n budu dat ,vytrojuholnikovat“ pomocou nejakych nutnych podmienok, ktoré musi # spinat.
Potom pomocou konkrétnej konstrukcie (indukciou, alebo rekurzivhym popisanim) ukazeme, ze vsetky n,
ktoré nam ostali, naozaj budu splat podmienku zo zadania.
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Zacnime pozorovanim, Ze na celom obvode, $tvorca, musia byt prilozené trojuholniky preponou. Ak by na
niektorej strane $tvorca bol priloZeny trojuholnik odvesnou, tak aspon dva jeho vrcholy sa nebudd nachadzat
v mrezovych bodoch. Parna dlzka prepony preto zarucuje, Ze n musi byt parne.

Na druht podmienku vyuZijeme, aky je celkovy pocet hran. Zvislych hran je n v kazdom z n + 1 stlpcov a
vodorovnych je rovnako vela. Dokopy médme 2n(n+ 1) hran. Kazdy z umiestnenych trojuholnikov pokryje tri
takéto hrany (dve preponou a jednu vy$kou na preponu). Preto ¢islo 2n(n + 1) musi byt delitelné tromi, teda
n dava zvysok 0 alebo 2 po deleni tromi.

Spojenim tychto dvoch podmienok dostavame, Ze n diva jeden zo zvyskov {0, 2} po deleni $iestimi (pri ostat-
nych zvyskoch nie je splnend jedna z podmienok).

¢ v

Prestupme do druhej casti rieSenia a skiisme najst postup, podla ktorého budeme ,trojuholnikovat® stvorce
takychto velkosti. Ako rozumna moznost sa ponuka vymysliet nejaky sposob pre malé ¢isla - 2, 6 a potom
navrhnut spdsob ako stranu tychto rieSeni zvacsovat o 6.

Stvorec 2 x 2 vydldzdime priamociaro a 6 x 6 dostaneme po chvili hrania sa:

Jeden z tychto $tvorcov (podla zvysku ¢isla n po deleni Siestimi) budeme obalovat z kazdej strany ,,pasikom®
hrubym 3:
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Takymto obalovanim vieme zvacsit rozmer vydlazdeného Stvorca o 6. Tymto sme dostali vSeobecny postup,
ako vydlazdit vSetky $tvorce pre n = 6k a pre n = 6k + 2, kde k je lubovolné .

2.9 Kolinearita — Mirova Spokojnost opravoval Pedro

Zadanie. Mr. Miro je spokojny, ked je najedeny. Okrem toho je spokojny aj vtedy, ked ndjde tri body leziace na
jednej priamke.

Majme trojuholnik ABC. Oznacme A,, B,, C, postupne body dotyku jeho vpisanej kruznice so stranami BC,
AC, AB. Nech O a I su postupne stredy kruznice opisanej a vpisanej trojuholniku ABC a H, je ortocentrum
trojuholnika A, B,C,. Dokdzte, Ze body O, I, H, leZia na jednej priamke.

Oznac¢me druhé priese¢niky priamok Al, BI, CI s kruznicou opisanou trojuholniku ABC (nech je to kruznica
k) postupne ako K, L, M. O tychto bodoch vieme, 7e st to Svrékove body k bodom A, B, C v trojuholniku
ABC.?

Ukézeme, ze plati: C,B, || LM. Zo znamej vety o Svrékovych bodoch plynie, e vzdialenost Svrékovho bodu od
»susediacich® vrcholov je rovna jeho vzdialenosti od stredu vpisanej kruznice. Inak povedané pre nasu ulohu
plati |LI| = |LA| a tiez |[MI| = |MA|. To ale znamend, Ze $tvoruholnik MILA je vlastne deltoid’. Pre deltoid plati,
ze jeho uhlopriecky st na seba kolmé. Teda ML je kolmé na IA. Na IA je v8ak kolma aj priamka C, B;, pretoze
$tvoruholnik B,IC, A je tiez deltoid, dokonca s pravymi uhlami. Preto evidentne C,B; || LM. Analogicky by
sme sa vedeli dopracovat aj k rovnobeznostiam KM || A;C; a KL || A;B,. Vidime teda, Ze trojuholniky A, B, C,
a KLM st nielen podobné, ale ich strany st aj rovnako orientované.

KedZe st rovnako orientované, tak existuje bod v rovine, ktory je stredom rovnolahlosti, ktora zobrazuje tro-
juholnik A;B;C; na trojuholnik KLM. Toto je znamy fakt, ale dalo by sa ho neformalne zdévodnit tym, Ze
v jednom zo stredov rovnolahlosti kruznic k a [ (kruznica opisana trojuholniku A;B;C;) sa tieto rovnobezné
tetivy zobrazuju na seba. Ozna¢me si tento bod S.

Vieme, ze aj vyznamné body rovnolahlych trojuholnikov sa na seba zobrazuji. Bod I je zrejme stredom kruz-
nice , a preto sa v rovnolahlosti so stredom S zobrazi na bod O. Teda body S, I, O lezia na jednej priamke. V
trojuholniku A, B, C; je bod H ortocentrom. Co tak ukdzat, Ze v trojuholniku KLM je ortocentrom bod I?

20 Svrekovych bodoch si mozete preéitat v seriali MKS Geometria trojuholnika od strany 29, ktory néjdete na adrese
http://mks.mff.cuni.cz/archive/36/serial.pdf
3Hoci véetci vieme, Ze je to kvader http://sedita.sk/vyrobky/oblatky/mila:)
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To je ale Tahké, lebo z definicie bodov K, L, M plati, Ze trojice bodov (K,I,A), (L,I,B) a (M, I,C) leZia na
priamkach. O priamke IA sme uz ukazali, Ze je kolma na ML a pre zvysné dve dvojice priamok je to analogické.
Preto I je skuto¢ne ortocentrom trojuholnika KLM.

Teda bod H sa v spominanej rovnolahlosti zobrazi do bodu I, a teda aj body S, H, I lezia na priamke. To ale
znamena, Ze aj body H, I, O lezia na priamke, o je presne to, ¢o sme chceli dokdzat.

2.10 Kvintanov Miro Skusa opravoval Vodka

Zadanie. Mr. Mira pozvali do skoly na besedu. Pre Ziakov si chce pripravit nasledovnii uilohu. Povie im, Ze si
mysli monicky polynom* stuptia 2017 s celociselnymi koeficientmi. Potom im povie k celych cisel ny, ny, ..., ny,
hodnotu si¢inu P(n,)P(n,)...P(ny) a ,Easy!“ Ulohou Ziakov je ndjst polyném, ktory vyhovuje tymto podmien-
kam. Mr. Miro navyse chce, aby existoval len jeden polyném, ktory vyhovuje spomenutym podmienkam. Ndjdite
najmensie prirodzené Cislo k, pre ktoré sa Mr. Mirovi méze podarit pripravit takiito tilohu.

Ukézeme, Ze rieSenim je k = 2017. Na to, aby sme to dokazali, potrebujeme urobit dve veci. Ngjst konstrukciu
pre k = 2017 (t. j. polyném a 2017 ¢isel, ktoré Mr. Miro povie detom) a ukazat, Ze pre mensie k to Mr. Miro
nevie spravit.

Prepokladajme preto, ze k < 2016. Nech si Mr. Miro mysli polyném P(x). UkdZeme, Ze v tomto pripade
uloha, ktort Mr. Miro zada nebude mat nikdy jednoznacné rieSenie. A to tak, Ze ndjdeme iny polyném, ktory
vyhovuje podmienkam. Bude to polyném Q(x) = P(x)+(x—n;)(x—n,)---(x—ny). Zjavne Q(x) ma celodiselné
koeficienty (aj P(x) mal) a je monicky stupiia 2017, pretoze k < 2016. Tak isto plati, ze Q(n;) = P(n;), pre
véetky 1 < i < k. Preto aj P(n;)P(n,)---P(ny) = Q(n;)Q(n,)---Q(ny). To znamena, Ze polyném Q(x) vyhovuje
vSetkym podmienkam Mr. Mira, a preto rieSenie nie je jednoznacné.

Teraz potrebujeme zostrojit polyndm a najst 2017 cisel, tak aby uloha Mr. Mira mala jenoznacné rieSenie.
Dobré bude polozit su¢in P(n, )P(n,)---P(n1017) = 1, lebo potom bude mélo moznosti na P(#;). Presnejsie dve
— pre vietky i bude P(n;) = 1.

Mirov polyném moze byt preto P(x) = (x — n;)(x — ny)---(x — 112017) + 1, pre vhodnu volbu &isel n;. Bolo by
dobré, keby deti vedeli vylu¢it moznost P(n;) = —1. Na to pouzijeme taku vec, Ze pre polynédmy s celo¢iselnymi
koeficientami plati a—b | P(a)-P(b). Ak teda mame a, btaké, ze P(a) = 1aP(b) = —1, taknutne a—b | 2. Preto
polozime n; = 3i, pre vSetky 1 <i < 2017. Zjavne potom nemozZe nastat situdcia, ze P(n;) = 1a P(n;) = -1, pre
nejaké i, j. A kedZe nemoze pre vsetky i platit, Ze P(n;) = —1, lebo 2017 je nepérne, tak nutne naozaj P(n;) = 1
pre véetky 1 < i <2017.

Otézka je t4, ¢i je tymto uZ polyném jednoznaéne uréeny. Odpoved je dno, pretoZe P(x) — 1 musi mat za korene
vetky ¢isla 3, 6, 9, ..., 3-2017 Preto nutne P(x) — 1 = (x—3)(x—6)---(x—2017 - 3)R(x), pre nejaky polyném
R(x). No kedze P(x)—1 je monicky polyném stupria 2017, tak nutne R(x) = 1. Samozrejme, ak je jednoznacne
urceny polyném P(x) — 1, tak z neho vieme jednoznacne urcit P(x). Nasli sme preto polyném a 2017 ¢isel, pre
ktoré ma tloha od Mr. Mira jediné rieSenie. Zaver je, Ze k = 2017.

*Monicky polyném je polyném s vedticim koeficientom 1, teda v tvare x” + a,_,x" ! + ... + a;x + aq.
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